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I. 


Zur  Geometrie  des  Kreises  und  der  Engel. 


Von 


Fr.    G.   Äff  ölte  r. 


In  zYfs.ngloser  Beihenfolge  einiger  Mitteilungen  gedenke  ich  meine 
Untersuchungen  aus  der  Geometrie  des  Kreises  und  der  Kugel  hier 
zu  veroifentlichen.  Das  sämmtliche  hier  vorliegende  Material  hatte 
ich  schon  vor  drei  Jahren  zum  Drucke  bereit,  und  wurde  mit  dem- 
selben selbst  auch  begonnen,  als  besondere  Umstände  dessen  Weiter- 
führung verhinderten.  Seither  sind  davon  nur  drei  kleinere  Resul- 
tate, als  die  Lösungen:  1)  vier  Kugeln  durch  eine  fünfte*) 
und  2)  fünf  Kugeln  durch  eine  sechste  unter  gleichen 
Winkeln  zu  schneiden*),  wie  3)  einen  Beweis  zur  Stei- 
nerschen  Construction  des  in  der  Ebene  verallgemei- 
nerten malfattischon  Problems*),  veröffentlicht  worden. 

In  meinen  Untersuchungen  glaube  ich  zu  Resultaten  gelangt  zu 
sein,  welche  die  Geometrie  des  Kreises  und  der  Kugel  hinsichtlich 
ihres  Schneidens  einem  gewissen  Abschlüsse  näher  bringen  werden. 
Die  vorliegende  Arbeit  befolgt  den  doppelten  Zweck:  Erstlich  die 
Darstellung  dieser  Resultate  und  zweitens  Darstellung  derselben  in 
einer  dem  Wesen  der  Sache  angemessenen  Form.  Es  sind  daher 
aus  den  Elementen  der  Geometrie  keine  weiteren  Kenntnisse  als  die. 
Begriffe  des  Kreises  und  der  Kugel,  so  wie  im  spätem  Verlaufe  die 


1)  Schlömilch's  Zeitschrift,  Band  16.  Seite  162.   1870. 

2)  Clebsch  und  Neumann,  Math.  Annal.  Band  4.  Seite  185.   1871. 

3)  »  „  „  „  „       6.        „      597.    1873. 
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2  Äff  ölten   Zur  Ge<metrie  des  Kreises  und  der  Kugel, 

Eenntniss  der  harmonischea  Punkte  nnd  Strahlen  notwendig.  Biese 
Arbeit  soll  sich  ganz  an  die  Arbeiten  St  einer 's,  die  er  im  I.Bande 
des  Journals  von  Grelle  1826  unter  dem  Titel:  Geometrische 
Betrachtungen,  so  wie  deren  Fortsetzungen  niedergelegt  hat, 
anschliessen.  Es  würde  meine  grösste  Befriedigung  sein,  wenn  hier 
diese  folgenden  Theorien  im  Sinne  Steiner's  durchgeführt  und  so 
weiter  entwickelt  wären;  und  es  mir  dadurch  also  gelungen  wäre 
eine  naturgemässe  Kreis-  und  Kugelgeometrie  zu  geben.  Dadurch 
wird  man  aber  auch  erkennen,  dass  die  Arbeiten  Steiner's  den 
alleinigen  Impuls  zu  diesen  Arbeiten  gaben. 

Weitere  Angaben  über  diesen  Gegenstand,  welche  mir  während 
der  Redaction  zur  Vergleichung  und  weiteren  Anhalt  dienten,  sind 
die  folgenden: 

1)  Fr.  Schweins  Geometrie  nach  einem  neuen  Plane  bearbeitet. 
I.  TeiL,   Giöttingen  1805. 

2)  Alle  Arbeiten  über  das  pialfattische  Problem-,  siehe  deren 
teilweises  Verzeichniss  in: 

3)  Arnim  Wittstein.  Geschichte  des  malfattischen  Problems. 
München  1871. 

4)  C.  F.  Geiser.  Einleitung  in  die  synthetische  Geometrie. 
Leipzig  1869. 

5)  S.  Lie.  lieber  Complexe,  insbesondere  Linien-  und  Kugel- 
complexo,  mit  Anwendung  auf  die  Theorie  der  partiellen  Differenz- 
gleichungen.   Neumann  Annalen,  Band  5.  Seite  145.  1872. 

6)  G.  Darboux.  Sur  un  classe  remarquables  de  courbes  et  de 
surfaces  algebriques,  et  sur  la  theorie  des  imaginaires.    Paris  1873. 

7)  G.  Darboux.  Sur  les  relations  entre  les  groupes  de  points, 
de  cercles,  de  sph^res  dans  le  plan  et  dans  Tespace.  Annales 
scientif.  de  Tecole  normale  sup.  t.  I.  serie  2.  p.  323.  1872. 


L  Mitteilung. 

Einleitende  Betrachtungen. 

Obwohl  ich  mich  vollständig  an  die  oben  genannten  Arbeiten  von 
Steiner  anschliessen  könnte,  so  ziehe  ich  es  doch  vor,  seine  Resul- 
tate hier  dem  Zweck  entsprechend  zu  wiederholen.    Hierdurch  wird 


AJfoll^, 


■  Kiigtl. 


mancfees  Bekannte,  das  schon  völlig  in  die  Schule  übergegangen  ist, 
«iederbolt  werden.     Ich   hofle  aber   dadurch  möglichst  ein  Ganges 
_an9  einem  Gebiete   der  Geometrie  in   bringeu,   welches,   wie  kein 
ideres,  der  Schule  so  nati:bar  gemacht  werden  kann. 

merknng.     Die  Uiitorsuchmigen   wprden    nur   völl^  streng 

*^r  Kreiae  in  der  Ebene  durchgeführt  worden;  jedoch  für  Kreise  und 

Engel   im  Räume   nur  dann,    wenn  sich  die  Resultate,  für  Kreise 

der  Ebene  erhalten,  nicht  ohne  weiteres  anf  die  rttumlichen  Gebilde 

.Obertragen  lassen. 


I.  .«bsrhoftt.         / 

TbeoFle   der  PoteDi. 

aj    Katwicktlung   de»    Potembegriffet. 


Legen  wir  in  der  Ebene  des  Kreises  h  ')  Fig.  1.  durch  den 
beliebig  gewählten  Punkt  p  die  beiden  Transversalen  (,  nnd  (j,  welche 
üen  'Kiws  T:  bezichüch  in  den  Ponktepaaren  (,',  ij";  t^',  t^"  schnei- 
den; alsdann  folgt  aus  di^r  Aehnlichkoit  der  Dreiecke 


I 


l'h 


und    /)  (, 


oder  auch 
1> 


'■pV 


-ph' 


d 


Halt«.'n  wir  die  Tranavoraalo  t^  fest,  w&hrend  wir  ^  um  ^  herum  sich 
drehen  lassen,  so  bestimmt  diese  mit  dein  Kreise  k  in  jeder  ihrer 
Lage  tn  vom  Punkte  p  aus  gerechnet  zwei  Abschnitte  pi„'  und  pfn", 
von  denen  das  Product  iliror  Maasse  gleich 


ist.  Dieses  Product  hat  also  für  alle  Lagen  der  Transversalen  ;„ 
ilenselbeu  Wert,    In  Folge  dieses  dem  Product  eigenen  invarianten 

-Charakters  heisst  ea  Steiner  die  Potenz  des  Punktes  p  in  Bezug 
anf  den  Kreis  k  oder  auch  die  Potenz  des  Kreises  h  in  Bezug  auf 

.  den  Punkt  p. 

Es  sind  nun  die  beiden  Lagen  des  Punktes  p  in  Bezug  anf  den 
Kreis  ii  genau  auseinander  zu  halten,  nftmlich  ob  p  wie  in  Fig.  la. 


I)  Wir  beieichnen  hier  wie  in  der  Folge  jadon  Kie 
stabOD  n'i?  Bcini^n  Mittelpunkt. 


i 
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ausserhalb,  oder  wie  in  Fig.  Ib.  innerhalb  des  Kreises  k  liegt.  Ist 
p  ein  äusserer  Punkt,  so  liegen  die  beiden  Abschnitte  ptn  =  %, 
ptfl*  =  «2  in  jeder  Lage  der  Transversalen  nach  derselben  Kichtung 
von  p  aus,  d.  h.  beide  Abschnitte  haben  wesentlich  gleiche  Zeichen 
und  die  Potenz«  a^.ci^  ist  wesentlich  positiv.  Ist  jedoch  p  ein  innerer 
Punkt,  so  liegen  die  böiden  Schnitte  tn  und  *n'  vojn  Punkte  p  aus 
in  jeder  Lage  der  Transversalen  nach  verschiedenen  Kichtnngen, 
d.  h.  die  beiden  Abschnitte  haben  wesentlich  verschiedene  Zeichen 
und  die  Potenz  a^.a^  ist  daher  wesentlich  negativ. 

Bezeichnen  wir  den  absoluten 'Wert  der  Potenz  eines  Punktes  p 
mit  ^2,  so  haben  wir  für  die  äussere  Potenz 

2)  ptn'.ptf;'  =  {±ax)'{+<h)  =+!P^ 
und  für  eine  innere 

3)  ptfJ.pUi' ^{+a^),{+a^)=—p^ 

Legen  wir  die  Transversale  fn,  welche  den  Punkt  p  mit  dem  Mittel- 
punkte h  verbindet,  so  ist  für  die  äussere  Potenz 

4)  _  +^*  =  (fc— r)(a;+r)  =  a;2 — r^ 
und  für  die  innere 

5)  — p^  =  —  {r — x){x-\-r)  ==*  x^  —  r^ 

WO  r  gleich  dem  Kadius  des  Kreises  k  und  x  gleich  der  Entfernung 
des  Punktes  p  von  dem  Mittelpunkt  k  des  Kreises  ist.  Aus  diesen 
beiden  Gleichungen  erkennt  man  sogleich,  dass  sowohl  die  äussere 
wie  die  innere  Potenz  durch  denselben  Ausdruck 


X 


2 «.2 


gegeben  wird  und  dass  ihre  Werte  wesentlich  nur  von  dem  Werte 
der  Entfernung  x  abhängen.    Wir  setzen  daher  allgemein 


2  «.2 „2 


6)  p^  ==  x^  —  r 


9 


WO  dann  das  Zeichen  des  Ausdrucks  rechts  das  Zeichen  von  p^  und 
somit  p^  als  die  äussere  oder  innere  Potenz  bestimmen. 

Aus  Gleichung  6)  ergeben  sich  nun  leicht  die  folgenden  Sätze: 

1)  Alle  Punkte  p,  welche  vom  Mittelpunkte  des  Krei- 
ses k  gleiche  Entfernung  haben,  oder  alle  Punkte  eines 
mit  k  concentrischen  Kreises  besitzen  in  Bezug  auf  den 
Kreis  k  dieselbe  Potenz. 

2)  Die  Potenz  aller  Punkte  des  Kreises  k  ist  gleich 
Null. 


Kreiies  wirf  dtr  Kufftl. 


1 


3)  Die  Poteoz  eines  Panktes  ist  um  so  grSsser,  Jo 
grösser  seine  Entfernung  vom  Mittelpunkt  Ucg  Krei- 
se 9  fc  ist. 

Lassen  wir  in  Fig.  In.  die  Transversale  („  in  eine  der  Grau 
läge  übergehen,  d.  h.  in  die  Lage  wo  ('  mit  t"  znsauunonfllUt, 
d.  b.  wo  t  zur  Tangente  wiril,  so  ist 

"i  =  »» 
und  folglich 

+?>"  -  "t' 
d.h. 

4)  Die  äussere  Potenz  ist  gleich  dorn  Quadrat  dl 
Abschnittes,  der  durch  den  Punkt  p  und  den  BerOl 
ruDgspunkt  auf  einer  der  durch  p  an  don  Kreis  h  gehe) 
den  Tangente  bestimmt  wird. 

Lassen  wir  in  Fig.  Ib.  die  Transversale  t  in  die  zu  dorn  durch 
/•  gfibeaicalhirchmesser  normal  stehenden  Sehnen,  d.h.  zur  kleinsten 
Seine  flftcigehen.  bo  wird  dorn  aliaoluten  Worte  uath 


oder 

d.  Ii. 

5)  Die  innere  Potenz  ist  gleich  dem  negativen  Quad' 
rat  der  halben  kleinsten  durch  den  Punkt  p  hindurch 
gehenden  Sehne  des  Kreises  i. 

Haben  wir  die  beiden  Punkt«  p^  und  pf  mit  bezieblich  den  Po- 
tenzen pi^  und  p^%  so  folgt  aus  Gleichung  6); 

Pi*  =  Xj* — r*    nnd    p»*  =  icj* — ?■' 

und  folglich  erhält  mau  durch  Subtraetion 

d.  h.  da  in  Gleichung  T)  der  Radius  r  nicht  auftritt: 

e)  Die  Diffürcnz  der  Potenzen  zweier  Punkte  in  B»'_ 
ZTXg  auf  denselben  Kreis  ist  unabhängig  von  der  Grösse, 
des  Radius  des  Kreises. 

Nehmen  wir  Fig.  la  u.  b.  auf  irgend  zwei  durch  den  Punkt  p 
hindurch  gehenden  Transversalen  ij  und  (g  je  zwei  Punkte  so  an, 
dass  sie  wie  in  la.  von  p  ans  je  in  gleicher  oder  wie  in  Ib.  je  in 
entgegengesetzter  Richtung  liegen  und  es  sei  für  beide  Fälle 


I 
I 
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Legen  wir  durch  irgend  drei  dieser  Punkte  z.  B.  *i',  */',  ^2'  don 
Kreis  Je,  so  schneidet  dieser  die  zweite  Transversale  t^  je  noch  ausser 
dem  Punkte  ^'  in  irgend  einem  zweiten  Punkte  z.  B.  7j".  Dieser 
Punkt  muss  in  Fig.  la.  von  p  mit  t^  in  gleicher  and  in  Fig.  Ib.  in 
entgegengesetzter  Richtung  liegen.  Femer  folgt  aus  dem  Begriff  der 
Potenz 

Berücksichtigen  wir  obige  Gleichung,  so  folgt 

pt^"=pT," 

d.  h.  der  Punkt  T^"  fällt  mit  dem  Punkte  ti"  zusammen;  oder: 

7)  Bestimmt  man  auf  jeder  von  zwei  durch  einen 
Punkt  p  hindurch  gehenden  Geraden  je  zwei  Punkte,  die 
beide  auf  beiden  Geraden  gleichzeitig  vom  Punkte  p  aus 
in  gleicher  oder  entgegengesetzter  Eichtung  liegen  und 
ist  das  Product  der  zwei  vom  Punkte  p  aus  mit  den  bei- 
den Punkten  gebildeten  Abschnitte  der  einen  Geraden 
gleich  dem  Product  der  entsprechend  gebildeten  Ab- 
schnitte der  andern  Geraden,  so  liegen  diese  vier  Punkte 
auf  einem  Kreise. 

bj  Die  Potenz  in  Beziehung- »u  zwei  und  mehreren  Kreisen, 

Liegen  in  derselben  Ebene  zwei  Kreise  äjj  und  A?2  Fig.  2.  vor, 
und  besitzt  der  Punkt  p  in  Bezug  auf  diese  beiden  Kreise  die  bezieh- 
lichen  Potenzen  p^^  und  p2*>  so  ist,  wenn  man  die  Entfernung  des 
Punktes  p  von  den  beiden  Kreismittelpunkten  mit  Xi  und  X2  bezeich- 
net, nach  Gleichung  6) 

WO  rj  und  rg  die  Radien  der  beiden  Kreise  sind.    Es  sei  nun 
8)  2  =  ^12  =  constante 

so  heissen  wir  den  Wert  i?i2  das  Potenzverhältniss  des  Punktes 
p  in  Bezug  auf  die  Kreise  Je^  und  Jcs.  Es  drängt  sich  nun  die  Frage 
auf:  Welchen  Punkten  der  Ebene  kommt  dasselbe  Potenzverhältniss 
v^2  z^^  Um  diese  Frage  zu  erledigen  ersetzen  wir  in  Gleichung  8) 
die  Potenzen  p^^  und  p^^  durch  die  Werte  in  x^^  und  x^  und  wir 
erhalten 


-Puir»' 


-(>■, 


„„r,'t  _  0 


■    if 


erkennen  somit,  dass  die  Punlcte  der  Ebene,  deren  Eutfomui 
«j  und  a-g  der  Gleichung  9}  genügen,  diisselbe  PutenzvcrbfiltnisB  be- 
Hitzen. Um  den  Ort  dieser  Punkte  zu  beHtüUmeu,  verbinden  wir  deu 
auf  der  Centrallinie  k,kf  ^  e^  beliebig  gewählten  Punkt  m  mit  dem 
Punkte  p  durch  q.  Wir  setzen  femer  ij»»  =^  yi ,  k^m  ^=  y^  nnd 
mp,  ^  d,  dann  ist  nach  bekannten  elementaren  Sätzen  aas  der 
Geometrie  des  Dreiecks 

Gleichung  9)  geht  somit  in  folgende  ttber 

10)   p*(l—B„)-f'Ä'i*— "»»*»*— 2'i(yi  —  i'ijyi)- 

Für  jede  Lage  de»  Punktes  p  andom  sich  die  Werte  von  q  und  i 
Es  sei  nun  jedoch  der  Paukt  m  so  besUmmt,  dass 


-0 


dann  ist  Glmhnng  10)  von  d  unabhängig  und  nir  haben 

12)  e»(i-"»)+y,»-",iJ'«'-('-,*-''i3  V)  =  0 


FDr  die  Lage  des  Punktes 
Verhältuiss 


,  welche  die  Ccntrallinie  k,k^  nach  c 


teilt,  bleibt  also  nach  Gleichung  12)  auch  g  oder  die  Entfernung  des 
I  Punktes  p  von  m  constant  gleich.    Berücksichtigt  man,  dasa  an  Fig.  2. 


t  und  oliminirt  man  i 
^  nnd  yf,  so  erhält  ma 


IS  GleichungL^n 
allgemein 


11)  und  12)  die  Werte  vcHk. 


-  (j-i'  — Pii,ra')fag  — 1) 


i  diesem  geht  hen'or; 


I 

weier  Kreise, 

isitzon,    deren 


8)  Der  Ort  der  Punkte  p  der  Ebene 
«Iche  in  Bezug  auf  diese  Potenzen  I 
^«rhältnisB  einen  gegebenen  Wert  hat,  ist  ein  Kreis. 
Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  teilt  die  Centrallinie 
jener  zwei  Kreise  nach  dem  Verhältuiss,  das  gleich  ist 
dem    Foteuzverh&ltuiss.      Der    Radius    dos    Kreises    ist 


8.  Affolttr:   Zur   Geometrie  des   Kreises  und  der  Kugel. 

durch  Gleichung  13)  gegeben.  Diesen  Kreis  heissen  wir 
den  Potenzkreis  mit  dem  Potenzverhältniss  (^^2)  zu  den 
zwei  Kreisen  {h^  und  ^2)  gehörend. 

Schneiden  sich  Fig.  2.  die  Kreise  \  und  k^  in  den  Punkten  «, 
so  ist  fttr  jeden  dieser  Punkte 

9)  Jeder  Potenzkreis  zu  zwei  Kreisen  geht  durch  die 
beiden  Schnittpunkte  dieser  Kreise  mit  welchemPotenz- 
verhältniss  er  auch  behaftet  sein  mag. 

Hieraus  fiiesst  nun  aber  sogleich  der  folgende  Satz: 

10)  Legt  man  durch  die  beiden  Schnittpunkte  zweier 
Kreise  einen  beliebigen  dritten  Kreis,  so  ist  das  Ver- 
hältniss  der  Quadrate,  der  Tangente  (kleinsten  halben 
Sehne),  dievon  den  Punkten  des  letztern  Kreises  nach  den 
zwei  erstem  gehen,  constant  und  gleich  demVerhältniss, 
nach  dem  die  Centrallinie  der  zwei  ersten  Kreise  vom 
Mittelpunkt  der  dritten  geteilt  wird. 

Je  nachdem  aber  die  Potenzen  p^  und  p^^  gleichartig  oder  un- 
gleichartig sind,  wird  das  Potenzverhältniss  ^12  positiv  oder  negativ. 
Für  den  absoluten  Wert  von  v  erhalten  wir  somit  zwei  Potenzkreise 
—  einen  äussern  und  einen  Innern.  —  Der  äussere  Potenzkreis 
enthält  die  Punkte  p,  deren  Potenzen  p-^  und  p^^  in  Bezug  auf  die 
Kreise  k^  und  k^  gleichartig  und  beide  äussere  oder  beide  innere  sind. 
Der  innere  Potenzkreis  enthält  die  Punkte,  deren  Potenzen  ungleich- 
artig, d.  h.  die  eine  äussere  und  die  andern  innere  sind.  Wir  be- 
zeichnen die  Radien  der  äussern  Potenzkreise  mit  ^a,,  und  die  der 
innem  mit  ^«,,  und  die  entsprechenden  Mittelpunk);e  mit  a^^  ^^^  ^29 
so  ist  also  nach  Gleichung  13) 

...  ^  ^12  ^12^"-  (^1^  — ^12^)  (^  — 1) 

_         ^12^12^  — (^1^+^12  ^2^)  (^+1) 

Es  ist  nun  aber  nach  Satz  8) 

All «12  :  ^2%2  =  ^12»       Kh.2  '  ^2^2  "=  "~^12 

Die  Mittelpunkte  a^g  und  i^2  t^^o^  also  die  Centrallinien  k^k^  nach 
entgegen  gesetzt  gleichen  Verhältnissen  und  daher  bezeichnen  wir 
diese   zwei  Punkte   mit   dem'  Namen  beigeordneter   Aehnlich- 


AffolUr:    Zur   Gfomelric    rfes  Krrufs  i.«rf  drr  Kuyrl. 

Epitspunbte,   eo  wie  wir  ihre  Potcnzkrdsc  als  oinaudcr  bftj 
Bbordnet  bezeichnen. 

Von  den  Potenzkreisen  geniessen  einige  eine  gtme  bcsondf 
Wichtigkeit.  Es  sind  dies  die,  welche  zu  den  apcdellen  Werten  i 
Potenzverliältni  ase 


(71,=  +1;     -±  -'; 
Eb  sei  nun 
1)  1,  ==  -[-1;  dann  ist 

^      '•■a^-f'-i'-V)'>_ 


"Per  äusBBte  Pgtenzkrcis  besitzt  also  einen  uneudliuh  grosscu  Radinl 
Dies  ist  aber  nur  möglich,  weiin  entweder  der  Mittolpunk[  der  Kreise" 
im  Endliclien  und  alle  Punkte  der  Kreise  im  Unendlichen  der  Ebene 
liegen;  oder  aber,  wenn  der  Mittelpunkt  im  Uaendlicheu  liegt  und 
dann  der  Kreis  in  eine  Gerade  übergeht,  die  mit  ihren  Puukten  teil- 
weise im  Endlichen  oder  auch  ganz  im  Unendlichen  liegt.  Da  aber 
die  beiden  Schnitte  s  der  Kreise  k^  nud  t»  auch  auf  dem  Potenzkreiao 
liegen,  so  geht  in  diesem  Fall  der  Potenzkreis  in  die  den  Kreisen 
i,  und  Aj  gemeinsame  Sohne  Über.  Da  i',s  =  +1,  so  ist  p-,^  =  p^ 
und  wir  haben; 

11)  Der  Ort  alle  Punkte  in  der  Ebene  zweier  Kreise, 
welche   in   Bezug   auf   diese  Kreise  gleiche   und  gleich- 
artige  Potenzen  besitzen,  ist  die  gemeinsame  Sehne  der 
^beiden  Kreise.    Wir  heissen  diese  Sehue  die  Fotenzlinic 
ttflr  beiden  Kreise. 


und  pi  =^1.  ist,   nach   den   Sätzen  4) 


Oder  auch,   da  p,^ 
l  5). 

12)  Der    Ort   aller    Punite,    von   denen   aus  au   zwei 
ieise  gleich  lange  Tangente  und  kleinste  Sehue  gehen, 
!  gemeinsame  Sehne  der  beiden  Kreise. 

Der  Ächnlichkeitspunkt  c^j  für  "18  =  —  1  liegt  in  der  Mitte  der 
beiden  Kreise  k-^  und  ig  und  in  diesem  Fall  ist 


A 


10  Affolier:   Zur  Geometrie  des  Kreues  und  der  Kugel. 

also  die  absoluten  Werte  von  p^  ^uid  p^  einander  gleich  und  somit 
folgt : 

13)  Der  Ort  all  derjenigen  Punkte  in  der  Ebene  zweier 
Kreise,  von  denen  aus  an  den  einen  Kreis  beziehlich 
Tangenten  oder  kleinste  halbe  Sehnen  gehen,  die  bezieh- 
lich gleich  sind  den  kleinsten  Sehnen  oder  Tangenten 
an  d8n  andern  Kreis,  ist  ein  Kreis  der  durch  die  Schnitt- 
punkte der  beiden  Kreise  geht  und  dessen  Mittelpunkt 
die  Centrallinie  dieser  zwei  Kreise  halbirt. 

2s  sei  «18  —  ±  -?  alsdann  hat  man  aus  Gleichung  13) : 


17)  QaJ  - 

und 

Diu  Itadlon  dieser  Kreise  bezeichnen  wir  mit  Ra^^  und  Ri,^-    Es  ist 
also  \ 


19) 

und  die  Mittelpunkte  seien  mit  Ä^^  und  J^^  bezeichnet.  Da  in  diesem 
Fall  Fig.  3.  die  Proportionen 

^1  -^12  •  ^2 -^12  =  ^1  :  *'2  "^  ^  *  •  ^2* 

uwd 

\Jx2  •  ^2 «^12  =  r^ :  r2  =  ^L*  •  ^2* 

WbHjf  «ind,  so  folgt  aus  einem  bekannten  Satze  des  Dreiecks,  dass 
4|^  ftftdlus  i^o,»  «=  -^12«  den  Aussenwinkel  und  ä,^  =  J^a  den  Lmen- 
y^lilfiS^  bei  8  des  Dreiecks  h^h^a  halbirt.  Es  sind  also  die  Eadien 
-4ia*  m\d  Jx%8  zu  einander  normal.  Es  schneiden  sich  also  die  Kreise 
A^  u»4  Jx^  rechtwinklig.  Ebenso  halbirt  jeder  dieser  Potenzkreise 
d<^  Winli;^,  unter  dem  sich  h^  und  Tc^  schneiden^). 

A.u#  9XL  dem  fliessen  nachfolgende  Sätze: 

i^  Do»  Ort  air  der  Punkte,  von  denen  aus  an  zwei 
KryUv   Tai»g^Äten    oder   halbe  kleinste   Sehnen   gehen, 

I )  \Vg»  9«^^),  4W«i  Kreise  h^  und  h^  sehneiden  sich  unter  dem  Winkel 
M  ^««littp^  HKjJiiBLL  w^^e  n^ch  dem  einen  Schnittpunkte  der  beiden  Kreise 
WäM.  €  %ijBtQhliesBen. 


^ 


reo  Quadrate  eich  Torhalten  wie  dio  Radion  dieser 
zwei  Kreise,  ist  ein  Kreis,  welcher  durch  die  Schnitte 
der  beiden  Kreise  hindurch  gchtuud  dessen  Mittelpunkt 
die  Centralliuine  nach  dem  (Lusseru  Verhältniss  teilt, 
das  gleich  ist  dem  Verh&ltniss  der  Radien  der  zwei 
Kreise. 

15;  Der  Ort  der  Punkte,  von  denen  aus  nacli  zwei 
iTeisen  Tangenten  oder  kleinste  halbe  Sebuon  nach  dorn 
feise  gehen,  deren  Quadrate  sich  Torhalteo 
u  den  Quadraten  der  kleiiisteu  halben  Sehnen  odcrTan- 
geuteu,  die  nach  dem  andern  Kreise  gehen,  wie  die  Ra- 
dien der  beiden  Kreise,  ist  eiu  Kreis,  der  durch  dio 
Schnittte  der  beiden  Kreise  hindurch  geht  und  dossou 
Mittelpunkt  die  Centrallinio  der  zwei  Kreise  nach  dem 
innern  Yerhältniss  teilt,  das  gleich  ist  dem  Vorh&ltnise 
der  beiden  Badien. 


■i^>    meso'   beiden    Ortski-cise    in    Sat 

z    14)    und    15) 

scbaeidea  sich  rechtwinklig  und  wir  hcis 

aeu  sie  dcshalh 

orthogonale  Potenzkreise. 

« 

17)  Jeder  der  beiden  ortbogonalou  Potenzkreilki 
zweier  Kreise  schneidet  diese  anter  gleichen  Winkeln; 
d.  h.  balbirt  den  Winkel  unter  dem  sich  diese  Kreise 
schneiden. 

Die  Mittelpunkte  der  beiden  orthogonalen  Poteuzkreise  zweier 
Kreise  heissen  wir  die  HauptäbnlichkcitBpuukte. 

Es  ist  hier  wichtig,  die  speciellcn  Formen  der  Kreise  l\  und 
selbst  zu*  betrachten. 


1 


-  i-j,  dann  folgt  aus  Gleichung  17),  dass 


In  diesem  Fall  geht  also  der  äuseere  orthogonale  Potenzkreis  in 
Potenzlinio  der  beiden  Kreise  und  der  innere  in  den  der  Potenzlinie 
beigeordneten  Poteuzkreis  über. 


Es  seien  2)  die  beiden  Kreise  fc,  und  tj  concontrisch,  d.  1 

I  folgt,  da  ^iJ^ij  ^  ^'s-^igi  dass 

tj^jj  =  icjiAj^  =  0 


J 
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uud  cbeuso 

d.  h. 

18)  Dio  beiden  Hauptähnlichkoitspnnkte  bei  zwei 
coucentrischen  Kreisen  fallen  mit  dem  Centrum  der  bei- 
den Kreise  zusammen.  Die  Badien  der  beiden  orthogo- 
nalen Poteuzkreise  sind  gegeben  durch 

20) 


Ka  aoi  8)  der  liadius  der  Kreise  h^  gleich  Null,  d.  h.  es  reducire  sich 
der  Kreis  h^  auf  einen  Punkt,  dann  ist 

und 
Also 

tO)  Zu  einem  Kroiso  und  einem  Punkt  iSsst  sich  immer 
der  Punkt  als  der  üussoro  und  innere  Hauptähnlichkeits- 
puukt  ansehen.  Die  Kadien  der  beiden  orthoganalen 
Putenzkreiso  sind  gegeben  durch 

d,  h,  der  Punkt   repräsentirt  selbst  diese  beiden   ortho- 
gonalen Potenzkreise. 

Es  dogonerire  4)  der  eine  Kreis  in  eine  Gerade  mit  ihr  an  end- 
Uoh  und  unendlich  fernen  Punkten,  so  ist  r^  z.  B.  gleicl^oo,  also 
auch  cja,  und  zwar  kann  man  zunächst  c^^  ==  r-f-^  setzen.  Setzen 
wir  allgemein  in  der  Proportion 

uud 

iWu  Wort  C^j  -=  rj,  so  folgt 


k^  J,»  « *'  '  '    ^    und    Ä?,  Jia  =  -f-   ^  _^    ' 


8 


^'la . 


('+y..  .,   --K) 


,   »x»   •* —    und        Ä?i  Ji2  = 

»•2  .  *■« 


md  die  Radiuu  süij 


ri,-,(i«+2r,(i+r,)-r,')  . 
r^r,(i'+2r,(i+r,)-r,l) 


^  ■■,[2(J+'-.)  +  —^1  r,[2(ä-^,)  +- 

wir  schliesslich  rj=^i»,  so  folgt: 

und 

22)  Äfl,.''  =  2.-,(J+r,)!     Ä„.2  =  _2r,(a— n). 

Es  ist  \%Ssäit  za  erkennen,  dass  ^  gleich  ist  dem  Normalabstaiid  dfs 
J^ttelpnxiktes  t,  von  dor  Geraden.  Aus  diesen  Gleicbnngcn  Hieosl 
der  folgondc  SaU: 

20)  Fällt  man  in  der  Eliene  eines  Kreises  und  einer 
Geraden  den  zn  dieser  normalen  DnrchmesBer,  so  sind 
dessen  beide  Ecken  als  die  Hauiitähnlichkoitsimnkte  zu 
demEreiae  und  der  Geraden  anzusehen.  Insbesondere  ist 
der  Endpnnkt,  welcher  vom  Mittelpunkt  dos  Kreises  aus 
nicht  in  derselben  Eichtung  liegt  wie  die  Gerade,  als 
der  äussere  und  der  andre,  der  also  in  derselben  Rich- 
tung liegt,  als  der  innere  Hauptähnlichkeitspunkt  anzu- 
sehen. Die  Radien  der  beiden  Putenzkreise  sind  durch 
die  Gleichungen  22)  gegeben. 

Hieraus  fliesst  der  folgende  Satz; 

21)  Beschreibt  man  aus  den  Endpunkten  des  Durch- 
messers eines  Kreises  der  zn  einer  Geraden  normal  steht 

öd  beschreibt  man  ans  den  beiden  Endpunkten  dieser 
Bnrchmesser  die  zwei  Kreise,  welche  durch  die  zwei 
Schnittpunkte  jener  Kreise  mit  der  Geraden  gehen,  so 
schneiden  sich  diese  rechtwinklig  und  jeder  von  ihtion 
halbirt  den  Winkel,  unter  dem  sich  Jener  Kreis  ninl  die 
Gerade  suhneidun. 


Es  sei  3) 


=  i  fs'  alsdann   ergiebt  sich  aus  Gleichung  VA): 
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Da  hl  diesem  Fall  die  Proportioii 


ttbergdit  in 

so  folgen  die  Sätze: 


l>i*:i>j*  =  ri*:r,» 


Pi'I^  =  ^i'rt 


22)  Der  Ort  all'  der  Punkte  in  der  Ebene  zweier 
Kreise,  von  denen  ans  an  beide  Kreise  Tangenten  oder 
balbe  kleinste  Sehnen  gehen,  die  sich  verhalten  wie  die 
Radien  der  Kreise,  ist  ein  Kreis,  der  darch  die  Schnitt- 
punkte der  beiden  Kreise  hindurch  geht  nnd  dessen  Mit- 
telpunkt die  Centrallinie  beider  Kreise  nach  dem  äus- 
sern Yerhältniss  teilt,  das  gleich  ist  dem  Yerhältniss 
der  Quadrate  der  Radien  der  beiden  Kreise. 

23)  Der  Ort  all'  der  Punkte  in  "der  Ebene  zweier 
Punkte,  von  denen  aus  an  den  einen  Kreis  Tangenten 
oder  halbe  kleinste  Sehnen  gehen,  die  sich  verhalten  zu 
den  halben  kleinsten  Sehnen  oder  Tangenten,  welche 
von  ihnen  an  den  andern  Kreis  gehen,  wie  die  Radien  der 
beiden  Kreise,  ist  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  die 
Centrallinie  beider  Kreise  nach  dem  Innern  Yerhältniss, 
gleich  dem  Yerhältniss  der  Quadrate  der  beiden  Radien 
teilt 

Diese  Kreise  und  ihre  Mittelpunkte  bezeichnen  wir  beziehlich 
mit  Slj9  und  3,2  und  ihre  Radien,  deren  Werte  durch  Gleichungen 
23)  gogobon  sind,  mit  Stai«  und  St^i«. 

^  n 

Setzt  mau  endlich  4)  «  «  ±  "^^  so  erhält  man  Resultate,  welche 
den  obigen  analog  sind  und  somit  leicht  weiter  verfolgt  werden  können. 

Homorkung.  Bei  den  bisherigen  Beobachtungen  über  den 
Potonzkrnis  zweier  Kreise  wurde  immer  stillschweigend  vorausgesetzt, 
dnsR  sich  die  boidon  Kreise  ifc,  uud  k^  in  reellen  Punkten  schneiden. 
DIpRpr  H(1niittimuktonpaar  war  aber  bei  der  Herloitung  der  Potenz- 
kroiso  als  Oitskreis  ohne  Eiufluss.  Hieraus  folgt  sogleich,  dass  alle 
HlitÄO  nl)or  PotouKkreiso  im  ftllgomoinon  gelten,  sowol  bei  Potenzen 
\\W  9W  Äwol  sich  in  roellen  ^unkten,  als  zu  zwei  sich  nicht  in  reellen 


iff.U. 


'   Zur  Gtomft! 


.  und  der  Kuuii. 


Punkten  schneidenden  Kreisen  gehäread.  Bei  Potonzkreison  lieson- 
derer  Natnr  werden  sich  einige  Modificationen  ergeben,  die  wir  am 
_,  ^dgnetcn  OHe  betrachten,  was  z.  B.  bei  den  ortbogonalon  Potenz- 
sen  der  Fall  ist 


zn  den  Kreisea  k^  nud  k^  noch  den  Kreis  k^ 

B  Bei  zu  fei  und  ig  der  Potenzkreia  a^  mit  dem  PotenzrerhältniBB 

«3,  zu  itg  nnd   tj   der  Potenzkreis  oj   mit   dem  FPotonzvorhältnias  e, 

und  endlich    zu   h^    und  j^  der  Potenzkrcis   o»  mit   dum  Poteiizv«'- 

I  hältniss  vj  gegeben.    Die  zwei  Potenzkreise  a^  und  o^  schneiden  sich 

I  in  dem  Pnnktcpaar  P.    Die  Potenzen  des  einen  Punktes  P  in 

auf  die  drei  Kreise  k  seien  71,*,  p^*,  p^^.    Es  ist  alsdann: 


ältni^^l 


^  ^%  Pntnnzvcrhdltniss  in  Bezug  anf  it,  und  k^  sei  »„',  dann  i 


Der  Potenzkreis  a^' ,  der  dem  Potenzverhältuiss  %'  entspricht,  j 
also   andi  durch  den  Punkt  P.     Wir   setzen   daher   Y'3  = 


24} 


Ul.B,.l 


V3 


:+l. 


Bei  dieser  Bestimmung  entspricht  auch  dem  zweiten  Punku^  /'  daf 
Verbältniss  v^  und  es  gehen  also  bei  dieser  Annahme  die  drei  Potenz- 
Icreise  a  durch  dasselbe  Punktepaar  P  und  ihre  Mittelpunkte  a  liegen 
auf  einer  Geraden  —  der  Aeknlichkeisaxe. 

Aus  diesen  äiessen  folgende  Sätze: 

24)  Sind   in  der  Ebene   drei  Kreise  beliebig  gelegen, 

.n  bestimmt  zu  je  zweien  einen  beliebigen  Potenz- 

jedoch   so,    dass   das   Product  der    zugehörenden 

Ktenzverhältuisse  gleich  der  positiven  Einheit   ist,  so- 

Klmeidon    sich     die    drei    Potenzkreise     in    dcmseihea  _ 

Punktepaar.  ^ 

In  andere  Fassung  gebracht,  heisat  dieser  Satz:  "^ 


26)  Schneidet   n 
Kreise  durch   eine 


an   das  Centraldrcieck  k-^k^k^ 
leliebige   Gerade  in   den  Punkten 


n  o,, 

M 
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Ofy  Os  und  beschreibt  man  beziehlich  um  diese  Punkte  als 
Mittelpunkte  Kreise,  so  dass  o^  durch  das  Schnittpunk- 
tenpaar der  Kreise  k^  und  ^,  a^  durch  das  der  k^  und  k^ 
und  endlich  a^  durch  das  der  h^  und  A^,  so  schneiden  sich 
diese  Kreise  in  demselben^Punktepaar. 

Das  Punktepaar  P,  in  dem  sich  irgend  drei  Potenzkreise  dreier 
]j[!reiso  schneiden,  heissen  wir  Potenzpunktenpaare. 

Da  durch  den  beliebig  gewählten  Punkt  P  und  die  zwei  Schnitt- 
punkte der  Kreise  k^  und  k^  der  Potenzkreis  a^  bestimmt  ist  und 
Mwar  eindeutig,  ebenso  c^  und  oj,  so  folgt: 

26)  Jeder  Punkt  der  Ebene  dreier  Kreise  kann  als 
Potonzpunkt  aufgefassit  werden,  und  ihm  ist  immer  ein 
zweiter  Punkt  als  Potenzpunkt  conjugirt  Durch  den 
einen  von  den  Punkten  eines  Potenzpunktepaares  ist 
immer  der  andere  besimmt  und  zwar  nur  auf  eine  Weise. 

Consommiren  wir  zu  den  drei  äussern  Potenzkreisen  01,02,  aj, 
derselben  Aehnlichkeitsaxe  die  beigeordneten  innern  ./i,  J9.  «^>  so 
hat  man  nach  der  Relation  24): 

(+v,).(+v,).(+v^)  =  +1;        (+v,).{—v^).(-v^)  =  +1 

hieraus  folgt: 

27)  Gehen  drei  Potenzkreise  durch  dasselbe  Puukte- 
paar,  so  bilden  diese  mitden  drei  beigeordneten  Potenz- 
kreisuu  sechs  Kreise,  von  denen  einmal  je  die  drei  äus- 
sern und  dreimal  je  ein  äussrer  mit  den  zwei  nicht  bei- 
geordneten innern  je  durch  dasselbe  Potenzpunktepaar 
gehen. 

Uoheu  wir  nun  zu  den  speciellen  Fällen  über.  Es  sei  i;3  =+l. 
lu  diesem  Fall  geht  «^  in  die  Potenzlinie  der  Kreise  k^  und  k^  über, 
und  wir  habon: 

litt)  Bchneidet  man  das  Centraldreieck  dreier  Kreise 
mit  riuev  beliebigen,  jedoch  einer  der  drei  Cöntral- 
linion  pavuUeleu  Geraden  und  beschreibt  um  die  Schnitt- 
puukto  der  beiden  übrigen  Centrallinien  mit  dieser  Ge- 
liulou  als  Mittelpunkte  Kreise,  welche  beziehlich  durch 
dio  '^chuittpuuktepaare  der  zugehörenden  zwei  der  drei 
-c^obeuou  Kveiae  gehen,  so  schneiden  sich  diese  zwei 
'ireii^o   in    xwQi    Punkten,    die    auf   der   Potonzlinie    der 


r    Zur   Geomelrit  dta  Krntti  und  der  Kugel. 

Kirei    Kreise     liegen,    deren    Mittelpunkte   auf 
]»T  Geraden  parallelen  Centrallinie  liegen. 

£s  sei  c,  =  fg  =  4"^;  ^äjm  ist  aacb  ^s  =  -)~^  ^^^  ^^  ^^ 
gassern  Potenzkreise  gehen  in  die  Futenzlinie  je  zweier  der  drei  Kreise 
Ober.  Da  die  Relation  24)  erfüllt  ist,  so  mttssea  sich  also  die  drei 
Potenzlinien  dreier  Kreise  in  demselben  Panktepaar  schneiden.  Dft 
sich  zwei  Gerade  mit  ihren  endlichen  Teilen  nur  in  einem  ihrer  end- 
lichen Punkte  schneiden  können,  so  ranss  der  zweite  Sciinittpankt 
^^_   auf  ihren  unendlich  fernen  Teilen  liegen,  und  wir  haben: 

d, 
h. 

I      " 


)  Die  drei  Potenzlinien,  die  zn  je  Ewoi  von  drei 
E~Kreisen  gehören,  schneiden  sich  in  zwei  Potenzpnnkten, 
von  denen  der  eine  im  allgemeinen  im  Endlichen  und 
der  zweite  immer  ira  Unondliclien  der  Ebene  liegt.  Wir 
heissen  den  im  Endlichen  liegenden  Potonzpnnkt  den 
Hanptpotenzpunkt  nnd  bezeichnen  ihn  mit  n. 


k 


Da.  fUr  den  Hau  ptpotenzp  unkt  alle  PotenzverbtUtoisBe  gleich  der 
positJTen  Einheil,  so  folgt; 


30)  Liegt  der  Hauptpoten 
serbaib  einer  der  drei  Kreii 
oder  Aeussern  allor  drei  Krei 


:punkt  innerhalb  oder  ans- 
e,     so   liegt   er  im   Innern 


)  In  dfT  Ebene  dreier  Kreise  giebt  es  einen  im  End*- 
licben  liegenden  Punkt,  von  dem  ans  an  alle  drei  Kreise 
entweder  gleiche  Tangenten  oder  gleiche  halbe  kleinste 

Sehnen  geben. 

Beschreiben  wir  um  den  Ilauptpotenzpunkt  n  mit  diesen  Tan- 
genten oder  Sehnen  als  Radius  den  dadorch  bestimmten  Kreis,  so 
folgt: 

31)  In  der  Ebene  dreier  Kreise  lässt  Bich  immer  ein 
solcher  Kreis  beschreiben,  der  entweder  alle  drei  Kreise 
rechtwinklig  und  folglich  anch  von  allen  drei  Kreisen 
rechtwinklig,  oder  aber,  wenn  dies  nicht  möglich,  von 
allen  drei  Kreisen  flber  seinem  Durchmesser  geschnitten 
wird.  Der  Mittelpunkt  dieser  Kreise  ist  der  Hanpt- 
potenzpunkt  dieser  drei  Kreise. 

Diesen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  w  heissen  wir  den  Ortho- 
gonalkreis der  drei  Kreise  t,  und  wir  sagen  auch:  Jeder  Kreis, 
der  einen  zweiten  entweder  rechtwinklig  oder  ttber  seinem 
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Durchmesser  schneidet,   habe  diesen  zweiten  Kreis  zu 
seinem  Orthogronalkrels. 

Setzen  wir  v^  —  +1;  «?,  =  ^3  =  — i,  so  folgt,  dass  sich  die 
Potenzlinien  k^  und  h^  wie  die  zu  den  zwei  andern  Potenzlinien  bei- 
geordneten  innem  Potenzkreise  in  demselben  Pnnktepdar  schneiden 
und  hieraus  folgt: 

32)  Auf  jeder  Potenzlinie  von  zwei  zu  drei  Kreisen 
giebt  es  je  zwei  Punkte,  von  denen  aus  an  die  zur  Potenz- 
linie  gehörenden  zwei  Kreise  ebenso  lange  Tangenten 
oder  halbe  kleinst«  Sehnen  gehen,  wie  an  den  dritten 
Kreis  kleinste  halbe  Sehnen  oder  Tangenten. 

Setzen  wir 


Vi  =  ±  -^;       h'=±-    und    V3  =-  +  ^, 

rj  rj  r^ 


so  ist: 


Vi.V2V3  =  +l;  (— «'OC+t^aX— t^s)  — +1 

«'i  •  (—«'s)  •  (— ^s)  =  + 1 ;        (—  t'i) .  (—  v^)  (+ vs)  =  +  1. 

l^eraus  ergiebt  sich: 

33)  Drei  Kreise  einer  Ebene  besitzen  sechs  ortho- 
gonaloPotenzkreise  und  sechs  Hauptähnlichkeitspunkte. 
Von  diesen  liegen  vier  mal  je  drei  auf  einer  Geraden  — 
den  Hauptähnlichkeitsaxen  und  zwar  einmal  je  die  drei 
äussern  und  dreimal  je  ein  äusserer  mit  den  zwei  nicht 
beigeordneten  innern.  Von  den  orthogonalen  Potenz- 
kreisen gehen  somit  auch  viermal  je  drei  durch  dasselbe 
Hauptpotenzpunktepaar  und  zwar  je  die  drei  äussern 
und  je  ein  äusserer  mit  den  zwei  nicht  zugehörenden 
innern. 

Aehnlich  verhält  es   sich  mit  den   oben   betrachteten   Kreisen 

%x,y  und  3af,y. 

c)   lieber  Kreisachaaren. 

Schneiden  sich  die  zwei  Kreise  k^  und  Ä^g  (Fig.  4.)  in  dem  Punkte- 
paar 8  und  sei  ^2  ^^^  Potenzlinie  oder  gemeinsame  Sehne.  Fällt 
man  aus  irgend  einem  Punkte  p  derselben  die  Tangenten  ^  und  ^ 
nach  den  Kreisen  k^  und  k^y  so  ist 


Aff^li, 


'ien  Krtitta  und  der  Kugrt. 


Beschreiben  wir  um  p  mit  dem  Radiua  (  den  KreiB  p,  so  achnoidet 
dicBcr  die  beiden  Kreise  fc,  nnd  k^  rechtwinklig;  halten  wir  die  Kreise 
kl  and  p  fest  nnd  lassen  k^  in  irgend  einen  andern  durch  die  Funkte 
8  hindurch  gehenden  Kreis  übergehen,  so  ist  für  joden  bulielii 
dieser  Kreise  l-^  die  Gerade  h  die  Poteuzliiiie  zu  k^  und  k 
schneidet  also  auch  der  Ereis  p  den  beliebig  gewählten  Kreis  !-■  rei 
winklig.  Alle  Kreise  k„,  welche  durch  das  Punttepaar  »  hindurch 
gehen,  heisstman  eine  Kroisschaar.  Die  Mittelpunkte  der  Kreise 
derselben  liegen  auf  der  Geraden  ki,  k^,  die  wir  Axe  heissen.  Da 
jeder  Punkt  der  Ase  nur  Mittelpunkt  eines  Kreises  t«  ist,  der 
Kreis  t»  rechtwinklig  schneidet,  so  folgt: 

M)   Allel   Kreise,     welche    einen    Kreis    recbtwiukli|| 
schneiden    und  ihre  Mittolpunkto  auf  einer   bestimmtejf 
Geraden   haben,    bilden   eine    Kreisschaar.      Die   hi 
Grundpunkte    «    der   Schaar   liegen   auf   einer    GeradenJ 
welche  durch  den  Mittelpunkt  joner  Kreise  geht  und  ziir| 
Aue  der  Schaar  normal  steht    Diese  Gerade  i 
lenzlinie  der  Schaar,    oder  der  Kreis  derselben,  welchetj 
in  eine   Gerade  mit    ihrem    endlichen   und    uuendlichen 
Teil  öbergelit 

Nehmen  wir  aber  in  Fig.  4.  den  Punkt  p  nicht  ausserhalb  der 
beiden  Grundpunkte  «,  vielmehr  zwischen  denselben  iu  p'  an,  so 
gehen  von  ji'  keine  Tangenten  als  vielmehr  die  kleinsten  halben  Sehnen 
Sj_  nnd  Sj.  Beschreiben  wir  um  p'  mit  diesen  Sehnen,  als  Kadina 
den  dadurch  hestimmt».m  Krek,  so  wird  dieser  aowol  durch  k^  wie  kf^ 
Über  seinem  Durchmesser  geschnitten.  Durch  vollständig  glcicbel 
weitere  Betrachtungen  wie  oben,  ergiebt  sich;  | 

35)  Alle  Kreise,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  einer 
Geradon    haben   und    einen   Kreis    über    seinem    Durch- 
messer schneiden,  bilden  eine  Kreisschaar.    DiePotenz-   ■ 
linie  derselben  geht  durcb  die  Kreise,  welche  von  allea^ 
der  Schaar  über  ihren  Durchmessern  geschnitten  werden.  1 

Beschreiben  wir  aus  all  den  Punkten  p  der  Potenzlinie  A^  die 
Kreise,  welche  den  Kreis  k^  nnd  folglich  alle  Kreise  l%^  rechtwinklig 
schneiden,  so  bilden  diese  nach  Satz  34}  eine  neue  Kreisschaar,  die 
wir  die  der  ersten  conjngirte  Schaar  nennen.  Hieraus  folgt 
sogleich: 


;c^3^^^ 


36)  Von   zwei  einander  conjngirten  Schaarcn 
Potenzlinie  der  einen  die  Axe  der  andern. 


st  die 


Wir  haben  die  erste  Schaar  in  Fig.  4.  definirt  als  die  Gesammt^  I 


b. 


und  drr  Kuf^ 

htAt  tMcT  KroUa,  freictac  durch  zwei  Funkte  >  geben.  Die  : 
Bcbaar  hat  nan  abw  di«  Eigenschaft,  keine  zwei  solche  (r« 
Omndpankte  m  hcsitien,   d.  ta.  von  dieser   Schaar  schneiden 

i  KrcisA  in  twoi  (reellen)  Pnakten.    Um  dies  cinzasehcn,  l 

nur  ta  zeii^u,  du«  vs  zwei  Ereue  der  Schaar  so  giebt,  < 

nicht  tcbni^Ui-ii.    Betrachten  wir  die  Grandpnnkte  *  der  enten  S 

I  Krelae  vom  Iladias  Noll,  bo  sind  dies  Kreiee  p,  welche  jedei 

feAt  rechtwinklig   scbnviden,  und    sind  somit   als  Kreise  der  s 

■  Behaar  m  nehmru.    Hieraus  folgt: 

37)  Von   Kwei  conjagirtcn   Kreisschaaren  besitzt  i 
olto   die    Grundpunkte   der    ersten   als    Kreise 
Scbaar  mit  dem   Radins  gleich  NnlL    Wir  heissen  i 
pRBktfl  doahalb  Oromkroise  der  zweiten  Schaar. 

Nebneu  wir  von  der  einen  Ton  den  beiden  conjngirten  Kreis- 
1  iwoi  Kreise  b«niu,  sc  folgt: 

»8)  Alle  Kroiso,  welche  «wei  Kreise  rechtwinklig 
Mknttiilen,  bilden  eine  Kre>issrhaar,  deren  Aze  die  Po- 
tftnilinle  jener  iw*l  Kreise  ist. 

Nehmen  wir  twei  der  Ktms«  p,  welche  von  allen  Kreisen  der 
Schau  t»  uIht  ihren  DBn:hme.a9em  geschnitten  werden,  so  folgt  um- 
gnkeihrt: 

39)  Alle  Kreise,  welche  iwei  Kreise  über  ihren 
Dnrchmeaaeru   schneiden,   bilden   eise   Kreisschaar. 

Nehmen  wir  endlich  eine»  Kreis^,  welcher  ton  allen  Ereisender 
Schaar  Jr.  rechtwinklig,  nnd  einen  Kreis  j»,,  welcher  Ton  allen  Kreisen 
itn  über  seinen  Dorclunessem  geschnitten  werden,  so  folgt  omgekehrt: 

40)  Alle  Kreise,  welche  einen  Kreis  rechtwinklig  and 
(«Inen  zweiten  aber  seinen  Durchmesser  schneiden,   bil- 

eine  Kreisschaar. 

Die  drei  letzteren  Sätze  38) — 40)  lassen  sich   im  folgenden  m- 


41)  Alle  Kreise,  welche   zwei   Kreise   zu  Orthogonal- 
K'krelaen  besitKen,  bilden  eine  Kreisschaar. 

Uoi  den  Kreisen  p  liegen  die  Grandponkte  ■  vom  Mittelpunkte  p 

I  ta  dorsulh^iu,  bei  den  Kreisen  p,  aber  in  entgegengesetzter  Richtung. 

*  Besinluhnou  wir  die  Badien  dieser  Kreise  mit  r  and  r,,  so  folgt  ans 

dem   BogrifT  der  Potenz,    wenn  wir  diese   beiden  Gnindpunktc  zur 

CnterscbL'idaug  mit  r,  nnd  rj  bezeichnen,  fOr  den  Kreis  p 


A/JoUer:  Z«r   Giomttrie   Hai   Ktn 


ps,  .p»t  =-  r,- 
len  Krcia  p,  crgiebt  sich 

raus  folgt,  in  beiden  Kreisen  liegt  der  eine  Gnmdpmikt  iimerhsl! 
I  der  andre  ausserhalb.  Die  beiden  Punkte  heissen  wir  eowol  In 
Bezog  auf  den  Kreis  p  wie  p,  polarreciproke  Punkt«.  Hieraus 
ergebt  sich  sogleich: 

42)  Jeder  Durchmesser  eines  Kreises  schneidet  einen 
zweiten  Kreis  in  oiuem  Paar  polarreciproker  Punkte  in 
Bezug  auf  den  ersteu  Kreis,  wenn  dieser  in  Qezng  auf 
den  zweiten  Ereis  ein  Orthügonalkreis  ist  und  umgekehrt. 


43)  Je  dl 
I        eines  Krei 

^^b     Beacbt«! 

W^      44)    »B 
P       Punkte   et 


rKrei! 


cht,  bei 


tzt  d 
Beadttan  wir  obige  Relationen  und  den  Satz 


i  polarreciproke  Pnnkte 
n  zum  Orthogonalpunkt 


44)   Dnrcli    zwei    Pa 

ite   eines   KreiaeB   g 
Orlhogoualkr 


ibl 


1  hat. 


i  chartige    polarreciproke  J 
imer  ein  Kreis,   der  jenen.« 


Lassen  wir  von  zwei   KroLsen  den  einen  in  einen  solchen  i 
dem  Badius  Null  und  in  einen  Punkt  Übergehen,  so  folgt  aus  Lebi 
satz  42): 

45)  Alle  Kreise,  weiche  durch  einen  Punkt  gehen  an 
einen    Kreis    zum    Ortbogoualkreis    haben,   bilden 
KreisBchaar. 

Haben  wir  einen  Kreis  kj   und  zwei  Punkte  t^  und  k^,  so  folgt 
aus  Satz  30),  sobald  man  diese  Punkte  als  Kreise  mit  dem  Radiw 

Null  ansiebt: 


46)  Durch  z 
isiaem  Kreis 


ei  Funkte  geht  immer  £ 
)rthogonalkreis  ist 


s  Satz  45); 

^■47}   Durch   zwei    Punkte   gelien   immer   zwei    Kreise, 
Jehe  einen  beliebigen  Kreis  zum  Orthogonslkreis  ht 
Der  eine  schneidet  diesen  über  seinemDurchmessei 
I  der  andre  rechtwinklig. 

[,  Za.  zwei  Kreisen  haben  wir  durch  die  Sätze  38) — 42)  vier  Ter- 
lene  Kreisschaaren  kennen  gelernt,  nämlich  1)  die  Schaar  der 
i  die  jene  zwei  rechtwinklig,  2)  die  Schaar  der  Kreise,  welche 


!>'  ^M 
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jene  zwed  je  über  ihrem  DurcfameBser^  8)  weldie  den  ersten  redlit- 
winklig  ond  den  zweiten  über  semem  DurcfameBier  Bcfaneidet.  Zu 
diesen  lier  Schaaren  gesellt  sich  nadi  die  folgende,  welche  zu  jenen 
in  eigentümlicher  Beziehnng  steht;  —  eß  ist  di»  die  fichaar  der 
Kreise,  welche  durch  die  Hitte^ounkte  der  beiden  Sreise  liindnrc^ 
gehen. 

Wir  beeeichnen  die  JLxe  dieser  Schaar  mit  grofflcn  Biidi8tabB&, 
wie  wir  die  Mittelpiiidrte  der  Ereise  der  Schaaren  selhBt  mit  den 
gleichnamigen  Meinen  Buchstaben  bezeichnen. 

Wir  bezeidinen  die  Erese^  welche  die  zwei  Sxeise  h^  und  2^ 
rechtwinklig  schneiden,  mit  Oj^  ihre  Axe  somit  mit  Oj^;  die  Sresse;, 
weiche  hy  und  1^  ^^^^^  ihren  DorchmeBsem  schneiden^  not  dj^  und 
ihre  Axe  mit  IX^-^  die  Ereiae^  welche  2;^  recdrtwinkiig  und  2^  über 
dem  Durchmesser  schneiden,  mit  db.,2  imd  die  Ax^  mit  Ih,2  und  die 
Ereise^  welche  2^  rechtwinklig  imd  den  Ereis  h^  fiber  dem  Durch- 
messer Bchneidem,  mit  c^i  imd  die  JLse  mit  Ih,i^  und  sdiliessHch 
die  Ereise,  welche  durch  die  JGttelpnnkte  von  "k^  imd  2:2  gehen,  mit 
fH^s  nnd  ihre  JL£e  mit  JU^ 

Es  schneide  der  beüeibig  gspwihlte  Kreis  ^  die  beiden  Kreise 
h^  imd  ^  üher  den  Durchmessern  ^^"^  und  ^'%^<,  dami  sdmeiden 
sich  diese  als  Potenzünie  anfcfifasst  im  Punkte  o^  ^  Potenzlinie 
O22.  Beschreiben  wir  den  Ereis  t^  um  o,«,  so  ist  dieser  der  Ortho- 
gonalkreis  zu  2;i,  2^^  und  d^>^  und  zwar  schneidet  er  alle  drei  recht- 
winklig. Schneiden  sich  o^  und  d^  in  dem  Puhktqiaar  9,  so  sind 
also  die  Winkel  Fig.  5. 

d^^o^'t     d^qo^     und     d^ls^o^2 

Jß  rechte  d.  h.  die  sechs  Punkte 

WoiiiiW  mi  demselben  Kreise  m^.  Der  Mittelpunkt  m^  liegt  also  mit 
diiH^  I4ittal(^uukteu  0^  und  d^  in  derselben  Geraden  und  haiUnrt  die 

l\^uU^Hiui*i  ^^Ä-öfj«.    Hierau«  folgt: 

4M  \y\i^  Axeu  4er  Kreisschaaren,  deren  erste  zwei 
Kr^UH^v  \\\^\^i^\n)i\\^  und  deren  andere  dieselben  zwei 
NriBis^v'  Ju  ^\|^My  \hv^u  J)urchwe¥«ern  schneidet,  liegen  zu 
1»  ».  \\o  M\  |^föiii»4b**r,  dert'u  Kreise  durch  die  Mit- 
'  >i.iwfc*AU  AVH^^F  i^W4)J  K*'^IiJ«J  ijtJbti«,  symmetrisch.  In 
l^'i  *<4A*^iV\^  Hjjj   1^^  i^ni  M^^  ifji^bi  131  je  einen  Kreis, 

iJm*^  i'«Hfefeftl»$^V  ilPl>»^H«>»i  H\\i\  ^0  dlo  Mittelpunkte  0^2 


und  djt  auf  einem  DurchmesBer,  als  dcaacn  Endpunkte, 
des  Kreises  m^  liegen. 

Drei  Kreise  n,,,  d,^  und  >it,g,  welche  dnrch  dasselbe  Pnnkte- 
pEULT  9)  gehen,  heisseu  wir  zasammeageh'örende  Kreise.  Diu  Ccalral- 
linie  kfy  ist  Fig.  5.  die  allen  Kretsachaaren  Oj,,  Z>,i  etc.  gemein- 
same Potenzliaie.  Die  Gerade  qq  schneidet  l\if  in  dem  Punkte  Sl^, 
Dieser  Punkt  ist  Punkt  gleicher  Potenzen  oder  Hanptpotenzpnnkt  zu 
den  drei  Kreisen  oj^,  d,^  und  »i,,  und  folglich,  da  er  anf  fc,t,  li^ 
zu  allen  Kreisen  der  drei  Schaaren  0,j,  Z)„,  jf,j.  Ansserdem  ergiebt 
sich  wie  leicht  einzusehen,  dass  vr  auaserhalb  der  endlichen  Strecke 
der  beiden  Mittelpunkte  <-,  nnd  k^  liegen  muss.  Beschreiben  wir 
daher  um  8,,  als  Mittelpunkt  den  zngehörendeu  Orthogonalkreis  zu 
den  drei  Kreisen  o^,  d^^  und  m,j,  so  ist  dieser  Orthogonal  kreis  in 
Bezug  auf  alle  Kreise  der  zugehörenden  Kreisachaaren  0,3,  D,.,  M,». 
Weil  der  Kreis  S,s  Orthogonalkreis  zu  allen  '?,g  ist,  so  ist  3,»  einer 
der  Kreiae  der  dnrch  i,  und  ^   bestinimteu  Kreisachaar.    Um  nun 

den  Ra<Uus  des  Kreises  a^g  zu  beatimmen,   setzen  wir  itiSi,  =  y, 

wni  Vg^n,  =  yj,  so  ist 


=  A,t,. 


i  ferner 


■yn  +  fhi 


^^^SO  ist.  wenn  man  Üjj  als  Potenzkrcia  der  Kreise  A-^  und  ig  aul 
^^^nein  Radius  nach  Gleichung  13)  gegeben  durch 


-(ri=- 


i'Hv^-i) 


"    ""  -  K.-1)' 

%ii  den  Kreis  mj^  rechtwinklig  schneidet,  so  ist,  wenn  wir 
den  Kreis  wählen,  welcher  t,i^   zum  Durchmesser  hat;  oder  auch 
dem  Begriff  der  Potenz:  < 


iffasJH 

1 


ö)    fj 


{'Jy+^A' 


-(«■ 


I  diesen  4  Gleichungen  ergeben  sich  nun  sogleich  die  folgenden 
DBoltate 


J 
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25)  pa,,  =  9la»,  =  ^5J_^*2 

Ans  diesem  geht  herror,  dass  der  Kreis  S^s  identisch  mit  dem  oben 
betrachteten  Kreise  9lti  ist.  Da  9i2  Haaptpotenzpunkt  in  Bezug  auf 
alle  Kreise  o^^y  d^^  und  m^^  ist,  so  folgt 

49)  Irgend  zwei  beliebig  gewählte  Kreise  o^  and  d^^ 
schneiden  sich  in  zwei  PuAkten,  durch  welche  immer 
einer  der  Kreise  m^s  geht.  Die  Potenzlinie  drei  solcher 
Kreise  teilt  immer  die  Centrallinie  der  zwei  Kreise  k^ 
und  k^  nach  dem  äusseren  Yerhältniss,  das  gleich  ist  dem 
Yerhältniss  der  Quadrate  der  Radien  der  beiden  Kreise 
ie^  und  A^.  Dieser  Teilpunkt  ist  Mittelpunkt  eines  Krei- 
ses, der  zur  Schaar  der  Kreise  k^  und  k^  gehört  und  Or- 
thogonalkreis  ist  zu  allen  Kreisen  der  drei  Schaaren 

Nehmen  wir  die  zwei  Kreisschaareu  /)i,2  und  Dä,i  und  be- 
trachten aus  jeder  dieser  Schaaren  je  einen  Kreis,  ausser  dass  sicJi 
diese  zwei  rechtwinklig  schneiden,  sonst  beliebig  gewählt  wie  in 
Fig.  6.,  so  erkennt  man,  dass  der  Mittelpunkt  rfi,2  auf  dem  Durch- 
messer von  k^  liegt,  über  welchem  d^.i  deu  Kreis  k^  schneidet.  Es 
ist  also 

^  d2,ik^di,2  ^  ^"^  ' 
Ebenso  findet  man 

Bezeichnen  wir  mit  qi  die  S(Anittpunkte  von  d\,2  und  f/2,1,  so  sind 
die  Winkel 

Es  liegen  also  die  sechs  Punkte 

€?1.2,    k^\    d^,\^    5» 
auf  einem  Kreise  m^  mit  A,2,  tfe,i  als  Durchmesser.    Wir  haben: 

50)  Die  beiden  Kreisschaareu  Di,2  und  Dt,\  haben  ihre 
Axen  symmetrisch  gelegen  zur  Axe  der  Schaar  Af«.  Je 
zwei  Kreise  rfi,2  und  rf8,i>  welche  sich  rechtwinklig  schnei- 
den, schneiden  sioh  in  zwei  Punkten,  durch  welche  ein 
Kreis  m^g  geht,  der  auch  die  Mittelpunkte  di,2  und  d2,i 
fasst.  Sobald  sich  ^,2  und  ^fg.!  rechtwinklig  schneiden, 
sind  ihre  Mittelpunkte  immer  die  Endpunkte  eines 
Durchmessers  eines  bestimmten  Kreises  wi2« 


Affolfr:    Z>it    GtBKflrit   dt,    AV.,*.,i  «nil  d>r  Ä'ujW 

Dorcli  den  Obigen  voUstäiidig  analoge  Betimcbtaagcn  ergiebt  sich: 


f 

l  51)   Durch    die    zwei    Schnitt  punkte,    in    denen    sich 

'        Irgend    iwei   der   Kreise   .Ii.a    uud   Jii    achneiden,    geht 

I         immer    ein  Kreis   «1,1.     Die   Pglenzliuie    dreier  solchen 

Kreise  teilt  in  ihrem  Schnitte  mit  der  Ceutrallinie  I^fc, 

diese  nach  dem   inuerea  Verhaltniss,   das  gleich  ist  dem 

Verhaltnisa  der  Quadrate  dor  Radien  der  beiden  Kreise 

fci  und  k-f     Dieser  Punkt  ist    Mittelpunkt  eines   Kreises, 

'  der  zu  allen  Krüiseu  der  drei  Schaareu  M^^,  D\,i  und  Dza 

\         Orthogonalkreis  ist   Diesen  Kreis  bezeichnen  nirmit  Sit- 

52)  Der  Kreis  8,,  wird  von  allen  Kreisen  der  Schaa- 
reu Ou,  £>!}  ond  JV/jj  rechtwickltg  and  der  Kreis  3,}  wird 
von  allen  Kreisen  der  Schaaren  A,X|  lh.\  und  jt/„  über 
seinem  Durchmesser  geschnitten.  Da  3,,  zu  o,}  nicht 
Ortbogonalkreis  sein  kann,  so  gehört  also  3i>  tiicbt  zu 
den  Kreisen  der  durch  it,  and  t,  bestimmten  Kreisschaar 
ü\.it  \i«\den  Kreise  8^  und  3„  schneiden  sich  auf  dem 
Kreise  ra^,  welcher  die  Ceutrallinie  t,jt,  zum  Durch- 
messer hat 

Der  fiadins  des  Kreises  3u  bestimmt  sich  somit  aus  Fig.  ( 
Hülfe  des  letzten  Teils  des  obigen  Lehrsatzes  &3}  wie  folgt.  Es  ist, 
da  3i,  den  Kreis  mj,,  der  c,i  zum  Durchmesser  hat,  rechtwinklig 
schneidet: 


*f  -  M.'- 

3„«..' 

-ill.>^(i, 

'.3,, 

uud  die  abrigen  Werte  oben  bCBtiinmt  sind, 

26) 

3!. 

Nehmen  wir  zu  den  zwei  Kreisen  i,  und  k.^  noch  den  Kreis  i 
hinzu,  so  ciialten  wir  zu  je  zwei  von  diesen  drei  Kreisen  fünf  Kro 
Hchaaren,  sie  sind  Fig.  7. 


Ars,    öa.s,    -Ds-i;     o-j.i,    lh,i,    D1.3. 

Et  Hchnoiden  sich  man  die  Ax^  O  in  dem  Hauptpotenzponkt  i?,,^ 
ilw   drei   Kreiu.     Die  Axen  D^g  nud  D„   schneiden  sich  in  dem 


26  Affolter:  Zur  Geometrie  des  Kreises  und  der  Kugel 

Punkte  ^128-  Dieser  Punkt  ist  also  Mittelpunkt  eines  Kreises, 
welcher  die  Kreispaare  k^  und  ^2  wie  k^  und  k^  über  je  den  Durch- 
messern dieser  drei  £j*eise  schneidet,  also  auch  insbesondre  die 
Kreise  k^  und  k^  d.  h.  durch  J^^a  S^^^  ^^^^  -^si-  -^^^  gleiche  Weise 
findet  man,  dass  sich  je  9  mal  drei  der  fünfzehn  Axen  in  je  einem 
Punkte  schneiden.    Es  schneiden  sich  so  insbesondere: 

•^129    -^9    ^31  i^  ^^^  Punkte  T\^ 


■D«, 

■ö»8> 

-»81 

5> 

99 

99 

-^123 

0«, 

Ojs, 

Osi 

?» 

9> 

99 

^123 

^.2, 

-Dä,2, 

Osi 

»> 

99 

99 

^81,2 

2)2,8, 

i>l,8, 

0« 

59 

99 

99 

^12,8 

■08,1, 

-02,1, 

-ö«8 

99 

9» 

99 

^28,1 

Ih,2, 

-08,1, 

A* 

99 

99 

99 

^8,12 

Ih,z, 

-Dl,2, 

^28 

99 

99 

99 

^1,23 

^,1, 

■02,8, 

Dil 

99 

9» 

99 

^2,81 

Da  die  Axen  M  zu  je  zwei  der  übrigen  symmetrisch  liegen,  so  folgt 
sogleich,  dass  von  diesen  9  Punkten  viermal  je  zwei  mit  Vf^  auf 
derselben  Geraden  und  symmetrisch  liegen.  Es  liegen  mit  F123  sym- 
metrisch je  die  Punktepaare 

^23,1  und  ^1,23;    ^31,2  und  ^2,81 

Componirt  man  die  diesen  9  Punkten  zugehörigen  Bereise,  so  folgt, 
dass  der  Kreis  F123,  der  durch  die  Mittelpunkte  der  drei  Kreise  ätj, 
^29  ^3  fi^eht,  je  durch  die  Schnittpunktenpaare  der  Kreise  geht,  die  zu 
diesen  vier  Punktenpaaren  gehören.  Auf  diese  "Weise  entstehen  vier 
Kreistripel,  deren  Potenzlinien  je  die  Centrallinie  der  drei  Kreise  ifc^, 
Ä?2,  k^  nach  den  Sätzen  49)— 52)  in  den  Verhältnissen  teilten,  welche 
beziehlich  gleich  sind  den  Verhältnissen  der  Quadrate  der  Badieu 
der  zugehörenden  Kreise  Ä?i,  k^  und  k^.  Die  Potenzlinie  zu  den 
Kreisen 

1)     Fi^3,  -^123,    ili23    geht  durch  8(12,  «»s,  «31 

2)  ^1239   ^1,23,   ^23,1        „  „         3l2  9   58(28  9   xizi 

3)  ^128  9   ^2,31,   ^81,2        „  ),         3l2  9  323  9   ^31 

4)  F1231    ^8,12,  ^12,8       „  99.        ^2  9  323  9  331 

Aus  all  dem  ergiebt  sich: 

53)  Zu  drei  Kreisen,  in  derselben  Ebene  liegend, 
giebt  es  einen  Kreis,  welcher  durch  ihre  Mittelpunkte 
geht;  einen  Kreis,  der  sie  rechtwinklig,  and  einen,  der 


Ajfo\u 


d(>  KrcU 


UHii  drr  Ku-Jfl. 


sera  schneidot.   Es  giebt  feraU 
voa  jenen  dreien  rechtwinkllj 


I tßn 


sie  Aber  ibren Durchni 
drei  Kreise  der  je  zw 

and  den  dritten  je  über  Boiaen  Durcbraosser  suhneidtil 
nud  endlich  giebt  ea  noch  drei  Kreise,  welcbe  je  2 
von  jenen   drei   über  ihren  Dnrcbmessern  nnd  den  drl|| 
tßn  rechtwinklig  schneiden.     Von  den  acht  letzten  s 
.rmal  je  zwei  so  einander  beigeordnet,  dasa  sie  b 
wei  Punkten  des  ersteren  schneiden. 

Beachten  wir   nun   die  Kreise   /Ji»«  und  -i,^   mit  dem  Kreise 
BD  ergeben  sich  die  folgeudeo  Sätze,  sobald  wir  nn»  diese  i 
Kreise  fest,  jedoch  k^,  k^,  k^  in  der  Ebene  Teränderlich  denken. 

54)  Alle   Kreise,   welche   einen   Kreis   rechtwink 
schneiden    und    ihre   Mittelpunkte   auf  einem   zwuiten 

haben,  worden  von   einem  dritten  Kreise,   d 
zu  der  durch  jene  zwei  Kreiae  bestimmten  Kreisscba; 
ihört,  je  aber  ihren  Durchmessern  geschnitte 


5b)  XU*  Kre 
rechtwinklig    u 


,  welche  1 


1  eiuiq 


<i  Kreisen 
vom     anderen     über     ihr 
m    werden,    haben    ihre  Mittel];iunt[d 

auf  einem  Kreise,  der  zu  der  durch  die  zwei  ersten  \>% 
stimmten  Kreiascbaar  gehört. 

56)  Alle  Kreise,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  e 
Kreiae  haben  und  von  einem  zweiten  Kreise  über  ihrälh 
Durchmessern  geschnitten  werdeu,  schneiden  einen drtt) 
ten  Kreis  rechtwinklig.    Diese  drei  Kreise  gebSre: 
selben  Kreiascbaar  an. 

57)  In  allen  drei  vorhergehenden  Sätzen  liegt  der 
Mittelpunkt  des  Kreises,  auf  dem  die  Mittelpunkte  des 
veränderlichen  Kreises  liegen,  in  der  Mitte  der  Mittel- 
punkte der  zwei  übrigen  Kreise.  Die  gemeinsame  Po- 
teuzlinic  der  drei  Kreise  teilt  immer  die  Ceutrallinie 
Äireier    der    veränderlichen   Kreise   nach   dem  Terhält- 

das  gleich  ist  dem  Verhältniss  der  Quadrate  die- 
Yei  Kreise. 


^Vfe 


Forts^sung  der  Theorie  der  Potenapanlcte  und  der  PotenzkrtiM. 

Es  sei  (Tig.  8.)  TI  der  Orthogonalkreis  zu  den  drei  Kreisen 
und  ou,  ogB,  Ojj  die  drei  äusseren  Potenzkreiso,  welche 
Achnlichkeitaaxe  g^  gehören;  so   schneiden  sich  diese  drei  Kreise 
nach  Satz  24)  in  demselben  Potenzpnnktenpaar  P.    Aus  dem  Begriff 
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«  de«  Krei 


r  Kugil. 


der  Kreisschaaren  folgt  nun,  daas  II  der  Ortho gonalkr eis  zn  alleii 
drei  Potenziere ison,  wie  überhaupt  zu  allen  Potonz kreisen  ist  Hier- 
aus folgt: 

58)  Zwei  einander  conjugirte  Potenzpunkte  dreier 
Kreise  liegen  mit  dem  Hauptpotenzpunkt  dereelben 
in  einer  Geraden  und. sind  in  Bezug  auf  den  Orthogo- 
nalkrois  der  drei  Kreise  polar  reciproke  Punkte. 

Lassen  wir  die  Aebnlichkeitsaxe  parallel  mit  sich  seibat  ver- 
schieben, 80  entsprechen  ihr  in  jeder  Lage  zwei  Potenzpunkte,  welche 
immer  in  der  durch  den  Hau ptpotenzp unkt  hindurch  gehenden  zur 
Aienrichtung  normal  stehenden  Geradeu  liegen  und  wir  haben: 

59)  Die  Potenzpunkte  allen  Aehnlichkeitsaxen  con- 
jugirt,  die  mit  einer  gegebenen  Richtung  parallel  sind, 
liegen  auf  der  Geraden,  welche  durch  den  Ha nptpoten z- 
punkt  hindurch  geht   und  zur  ÄehnlichkcitBaienrlch- 


Haben  wir  irgend  zwei  Aehnlichkeitsaxen,  welche  sich  Fig.  9,  in 
dem  Punkte  N  achneiden,  so  bilden  also  ihre  conjugirten  Potenz- 
punkte zwei  Paar  reciproker  Punkte  in  Bezug  auf  den  Ortbogonal- 
kreis  77  und  liegen  somit  nach  Satz  43)  auf  einem  Kreise,  welcher 
n  zum  Orthogonal  kreis  besitzt.  Da  die  beiden  Aehnlichkeitsaxen 
durch  die  Mitten  der  conjugirten  Punktepaare  gehen  und  zu  ihren 
Verbindungsgeradeu  normal  stehen,  so  folgt,  dasa  ihr  Schnittpunkt  A' 
der  Mittelpunkt  dieses  Kreises,  auf  dem  die  vier  Potenzpunkte  liegen, 
ist  Auf  diesem  Kreise  liegen  somit  die  Poteuzpunkte  aller  Aehn- 
lichkeitsaxen conjugirt,  die  durch  den  Punkt  N  gehen.  Wir  heisaen 
diesen  Kreis  den  Potenzpunktonkreis  des  Poles  N  oder  auch 
Kreis  N  und  wir  haben: 

60)  Die  Gesammtheit  der  Potenzpankte,  welche  den 

Aehnlichkeitsaxen  conjugirt  aiud,  die  durch  einen 
bestimmten  Pol  jV  gehen,  bilden  einen  Kreis,  welcher 
den  Pol  N  zum  Mittelpunkt  und  den  Orthogonalkreis  11 
der  drei  Kreise  k  zum  gleichartigen  Orthogonalkreis 
hat. 

Unter  Beachtung  dea  Satzes  45)  folgt: 

61)  Alle  Potenzpunktenkreise,  welche  durch  einen 
bestimmten  Punkt  gehen,  gehen  noch  durch  einen 
zweiten,  durch  den  dem  ersten  conjugirten  polar  reci- 
proken,  und  bilden  so  eine  Kreisschaar.  Diese  beiden 
Punkte  sindPotenzponkte,  der  Axe  der  Potenz  punkten - 
kreisgchaar  als  Aohnlicbkeitsase  beigeordnet 


I        dri 


Feraer  ist  ohne  weiteres  kliu-: 

_       62)  Jeder  Kreis,  der  den  OrthogonalkreiB  77  dreiaÄ 
EreiBe  zum  Ortho gonalkreis  hat,  ist  als  PotenzpanktaB«g 
kreis  dieser  drei  Kreise  anzasehen  und  joder  Pnnkti 
ist  als  Mittelpunkt  eines  Potenzpunktenkreisea  la  hta 
trachten. 

Durch  Beachtung  der  Sätze  43)  und  61)  folgt: 

63)  Durch  zwei  beliebig  gewählte  Punkte  geht 
ein  Poteuzpunkteukreis.  Dieser  Kreis  geht  auch  durch 
die  den  zwei  Puuktcn  polarreciprok  cutsprechcDdeu 
Punkte.  - 

Zu  diesem  Satz  hat  mau  nnn  noch  folgende  Auwendung:  ^M 

Es  seien  in  der  Ebene  der  drei  Kreise  kj,  k^,  k^  uucb  drtf'^ 
andere  beliebige  Kreise  (Fig.  10.)  gegeben,  diese  seien  Ä\,  Aj,  K^. 
Bftijeichneu  wir  das  Paar  Schnittpunkte,  je  zwei  der  drei  letzteren 
Kreise,  bezieU&h  mit  ji,3,  «231  "an  ^°  8^'''  durch  n,,  der  Potenz- 
punktenkiGie  JV^  In  Bezug  auf  die  drei  Kreise  it,,  t„  k^,  durch  das 
Ponklepaar  ^j  der  Kreis  Nj^.  Die  beiden  Pot£::zpunktenkreise  iV,j 
und  N^s  schneiden  sich  in  dem  Fotenzpunkteupaar  P  der  Central- 
linie  JVjj,  iV»  beigeordnet.  Nach  den  Sätzen  61)  und  62)  ist  jeder 
Kreis,  der  diircb  das  Punktepaar  P  geht,  ein  Potenzpunktenkreis  in 
Bezug  auf  die  drei  Kreise  fr,,  tg,  tj.  Wählen  wir  von  diesen  allen 
den,  dessen  Mittelpunkt  A'j,  im  Schnitte  der  Centrallinien  KiS^  und 
JV,jiVjs  liegt,  dann  folgt: 

64)  Liegen  in  der  Ebene  irgund  6  Kreise  vor,  welche 
man  in  zwei  Gruppen  zu  je  dreien  absondert.  Legt  man 
durch  jedes  der  Schnittpunkteupaare  von  je  zwei  der 
drei  Kreise  der  einen  Gruppe  die  Potenzpunktenkreise 

zug  auf  die  drei  Kreise  der  anderen  Gruppe,  so 
hneiden    sich  diese  Potenzpunktenkreise  in  densel- 
zwei  Punkten,  den  Potenzpolen  der  ersten  Kreis- 
irappe  in  Bezug  auf  die  zweite.    Die  Mittelpunkte  der 
drei  Potenzpunktenkreise  liegen  auf  derselben  Gera- 
den, der  Potenzaxe  der  zweiten  Kreiagrappe  iu  Bezug 


auf  die  c 


■') 


I)  Diese   Satze   über   die  PolenEkroiso   und  PuwnKpanfeWnkjpis« ,   so   thfn 
fMher  Natur  siu  anch  sind,  beeonriers  Salz  64),  bieten  die  vDlIig  ausreicbeDden 
Mittel,   dUB   SjBtem   von   lecha  Kroiaea   in   der  Ebene  in  erechapfcnddi  Weise 
iter  Duratellung  m  untersuchen.     Besonders  Sati  Sl)  ichcint 


30 


AfJ^Ue 


■  Gtoaelrit  tirs  Krei 


ml  der  K«gtl. 


Liegen  auf  der  Aeliuliclikeitsaxo  pjgj  der  drei  Kreise  ].\,  Jtg,  Je^ 
die  drei  Mittelpunkte  (i,,,  a„,  og,  der  gleichnamigen  Potonzkreise 
nnd  componirt  man  zu  diesen  die  beigeordneten  Potenzkreise  mit 
den  gleichnamigen  Mittelpunirten  hj,  igai  'an  so  liegen  von  diesen 
sechs  Mittelpunkten  a  nnd  i  nach  Satz  27)  viennal  je  drei  auf  einer 
k  Geraden,  so  liegen  insbesondere 

^^H  »hai  <%3i  "ai  °tif  fr,gg 

^^^f  djB,  i^i  anf  923,1 

^^^K  ']!)  'isi  "ai  auf  ^1,2 

^^^Dreht  sich  ^,23  um  den  Pol  N^^ ,  so  werden  in  jeder  ihrer  Lagen 
I  drei  nene  beigeordnete  Aelinlicbkeitsaxen  entsprechen.  Verbinden 
1  wir  Fig.  11.  den  Punkt  A'jgg  mit  k^  durch  die  Gerade,  welche  jfi2,3 

I  nnd  tjfej  beziehlich  in  den  Punkten  Ni2,3  und  S^  schneidet.    Die  vier 

Punkte  ig,  iVia.a,  S3,  jVjjj  stehen  in  derselben  Beziehung  zueinander 
(  wie  die  vier  Punkte  itj,  ('^g,  i'^,  o^^,  d.  h.  da: 


^ 


Agaggj/iaQj 


=  ^^  Eg3  :  iij  ?a3  =^  V 


Ist  also  die  zweite  Eelatiou  erfüllt,  so  ist  es  auch  die  erste.    Drehen 


ilen  Schlassel  lur  Äafdeckung  der  Beiichtingßn  iwiachcn  aecha  Kreiaen  in 
dor  Ebene  zu  enlTialteo  nnd  iat  etwa  mit  dem  Suti  yon  Pascal  in  yerglcicbeo, 
mit  dem  er  die  hanptBachlichaten  Eigenschaften  gemein  bat;  und  wo,  wie  aioh 
für  den  Kreis  ergeben  wird,  dieser  nnr  ein  höchst  spccicllcr  Fall  yon  jenem 
ist.  Eine  spccielle  nnd  einCacho  Anwendung  dieaea  Satzea  64)  habe  ich  bei 
dem  Beweis  der  Stei  ner'acheii  Constmctioo  ciea  Malfatti 'sehen  Problama  fftr 
drei  Kreise  einer  Ebene  gegeben.  (Heumann's  Annalen,  Bd.  G.  Seita  597.) 
Man  eraietit  also  Iiieraae,  dasa  sich  diese  Conatruction  dea  erweiterten  Malfatti' 
achon  Problems  ohno  weiteres  iina  dem  Begriff  der  Potenz  ergiebt  nnd 
also  nicht  nur,  wie  Herr  Schröter  in  Borchbardt'e  Journal  Bd.  77.  SeitB  330. 
gezeigt  hat,  fOr  das  geradlinige  Dreieck.  AnaBcrdcm  iat  ein  Beweis  der  Con- 
strnction  für  das  geradlinige  Dreieclt  nur  ein  Wahraeheinlichkeitsbeweig  fdr 
die  Conatruction  dea  erweiterten  Problema  —  f&r  drei  nicht  dorch  einen  Punkt 
gehende  Kreise. 

Aue  dem  Sftti  64),  übertragen  auf  acht  Kugeln  im  Räume,  werden  wir 
zu  einer  Kngelgeometrie  gelangen,  welche  die  von  S.  Lie,  die  er  ia  der  ge- 
nannten Abhandlung  niedergelegt  bat,  Dur  ala  apeciellen  Fall  in  eich  achlieaet. 

I)  Es  ist  dies  leicht  elementar  su  iBigen  ohno  von  dem  Begriff  der  har- 
monischen Punkte  nnd  Strahlen  Crebrancb  zn  machen.  Ich  setze  daher  diese 
Beziehungen  hier  als  bekannt  yorans. 


A/fotlfr:    Zvt   Geasietrle  des  Krfiiti  anil  drr   Kugel. 


wir  nun  gna  nm  iVj„ 


i  Punkt»  kg  and  S^  foB^ 


ftlso  auch   der  dritte.  Paokt  J\'ia,3.    Ea  dreht  sich  Bomit  die  Aehi 

Kchkeitsaxe  171^,3  um  den  Funkt  A'ia.a.    Ebenso  tindet  t 

also  auch  die  Aehnlichkeitsaxeu  923,1   und  gai.s   beziehlicb  am  die 

Pole  iVss.i  uud  Nai,2  drehen.    Ebenso  nie  N^t^  and  A'i^.s  mit  t^  auf 

einer  Geraden  liegen,  tindet  1 

auf  einer  Geraden  liegen. 


daas  je 

folgende 

6  Punktetripel 

Ni2.3 

,  A'23,1,  /--i 

N-2S.1.. 

,  Asi.!,  h 

m.2. 

,  AU  3,  i-, 

.,    A'ai.a 

heiasen   > 

vir   einander 

Die  Tier  Punkte  A,g3,  Nii.i,  Nw,' 
beigeordnete  Polo  aud  wir  haben 

65)  Dreht  eich  von  vier  Aehnlichkeitsaxen  die  eine^ 
um  einen  Pol,  so  drehen  sich  auch  die  drei  ftbrigen  um 
je  einen  Pol  —  um  die  dem  ersteren  beigeordneten  Pole. 
"L^  axtieni  Potenzpunktonkreis  gehören  also  noch  drei 
beigeordnete  Potcnzpunktenkreise.    Die  Mittelpunkte 
von    vier    beigeordneten    Potenzpunktenkreisen    sind, 
vier   beigeordnete   Pole.    You  diesen  liegen  Bechsmal'! 
je  zwei  mit  je  einem  Mittelpunkte  der  drei  Kreise  (ft}l 
in  derselben  Geraden. 


*„ 


S.  Abschnitt. 

zip  der  rectproke 


Li  diesem  Teile  der  Mitteilung  gehen  wir  zu  einer  eleuientarea  1 
Darstellung  des  Prinzips  der  reciproken  Radien  über,  wie  sich  dos-J 
flelbe  ohne  weiteres  aus  dem  Begriff  der  Potenz  darstellt. 


a)  Entieiehelung  de/  Priaäji»  der  reciproken  Radien. 


Ziehen  wir  Fig.  12.  z.B.  durch  den  äusseren  Hauptähnlichkeits-I 
punkt  Äyi  der  Kreise  fc,  und  i»  die  AehnlichkeitsHiiie  (*,  welche  die  | 
Kreise  beziehlich  in  den  Punkten 


schneidet  und  ziehen  wir  die  Radien  nach  diesen  Schnittpunkten, 
folgt,  da  nach  dem  Begriff  von  Jjg  die  Relation 


J2  Affolter:    Zmt  Gmmefrie  4u  Krnms  nmd  imr  EagtL 

bMleiil  obA  aoB  der  Ißlmikfakeit  der  Dreiecke 

A^k^a^    snd    Aj^h^a^ 
dass    i^o,'  pinfld  mit  ^o,' 

ist  Dreiiei  wir  tx  «m  ^  bis  sie  zur  Tangente  aa  dci  Kreis  ii-^ 
wird  oder  bis  sich  cEe  beiden  Punkte  a^'  and  o^'^  bis  zum  ZosaDnae»- 
fidkn  gsiftliert  babes.  In  diesem  Fall  mfissea  aeb  ancb  <fie  beidem 
Punkte  <%'  and  •^  bis  zam  ZasammenfikHen  näbem,  d.  b.  tx  wird 
ancb  Taagente  aa  den  Kreis  h^  und  wir  baben: 


l»6)  Darcb  den  äusseren  Baaptäbnlicbkeitspnnkt 
geben  zwei  beiden  Kreisen  gemeinsame  Tangenten. 

Ebenso  findet  man: 

67)  Dnreb  den  inneren  Hanptäbniiebkeitspnnkt 
zweier  Kreise  geben  zwei  den  beiden  Kreisen  gemein- 
same Tangenten. 

Die  Ponktepaare  V  and  ^'  ini^  ^  moA  ^  bddsen  wir  än- 
Bsere  directe  Pnnktepaare.  Die  Panktepaare  a^  nnd  a^  wie 
a^  ond  a^'  beissen  wir  insssere  inTerse  Panktepaare. 

Anf  ftbnlicbe  Weise  erbüt  man  innere  directe  nnd  innere 
inyerse  Panktepaare. 

BerObrt  die  ftossere  gemeinsame  Tangente  Fig.  12.  die  Kreise 
k^  nnd  h^  bezieblicb  in  den  Punkten  b^  nnd  h^^  so  ergiebt  sieb  ans 
dem  Begriff  der  Potenz: 

\  A^<^a^' , A^€t^  =  A^h^ 
Dnrcb  Moltiplication  folgt: 

Non  ist  aber  die  Proportion 

und  folglicb  ancb  die  Productengleicbbeit 

y)    ^1,  Ol'.  uä„  a,"  «  ^2  oj".  ^12  og' 
richtig.    Aus  Gleichung  ß)  und  y)  folgt: 
27)  ^11  «i'-  ^1«  ««"  "•  A«  <^i'  A«  <»t'  ""  A«  h  •  ^1«  *2 


Al/,li, 


itea  Kreiset  anil  der  Ktigtl. 


Wert   dieses   Prodnctes   bezeichnen   wir   mit   ^,,*  um!   sollen, 
3  Lage  die  Transversale  t«  auch  haben  mag,  sein  Wert  ist  con- 
Wir  bezeichnen  ,4^*  daher  mit  dorn  Namen  der  äusserea.^ 
den  Kreisen  t^  nnd  ^-,  gemeinsamen  Potenz.     Anf  {j^eicbc 
Weise  erhalten  wir  eine  innere  den  beiden  Kreisen  t,  and  i^] 
gemeinsame  Potenz,  die  wir  mit  Jj^^  bezeichnen. 


Lassen  wir  die  Transversale 
gehen,  so  folgt,  wenn  c,j  =•  fcjfcs, 

Nun  ist  aber 

und     ^i-ih 


r,  — r, 

folglich  hat  man 

28)  vlja*  =  "^ 
tliMiso  findet  man 

29)  ^,/  =  — -- 


in  die  Ccntralliniu  i-,  it, 


Vergleichen  wir  diese  Gleichungen  mit  denjenigen,  welche  die  Wertu 
der  Radien  des    äusseren  nnd    inneren    nrthogonalcn    Potenzkreise 
geben,  so  findet  man,  dass 

ß„,,*  =  Aj/     und     R,;,*  =  'lg* 
Hieraus  folgt: 

GS)  Die  äussere,  beziehUcb  innere  gemeinsame  Po- 
tenz zweier  Kreise  ist  gleich  dem  Quadrat  des  Radius 
des  äusseren,  beziehlich  inneren  orthogonalen  Potenz- 
breises. 

Schneiden  wir  die  zwei  Kreise  k-,  und  i-j  durch  einen  Kreis  R, 
welcher  durch  zwei  inverse  Punkte  (äussere)  z.  B.  durch  a,"  und  o^' 
geht,  und  bezeichnen  wir  Fig.  12.  die  beiden  Übrigen  Schnitte  mit 
Oj"  und  Oa".  Verbinden  wir  a^'  mit  A^^  durch  eine  Gerade,  so 
achneidet  diese  den  Kreis  R  noch  in  dem  zweiten  Punkte  Kj"  nnd 
den  Kreis  h^  in  dem  Punkte  a^';  welcher  inverser  Pnnit  zu  o,'  ist. 
Es  ist  also 

j1j3^  ^  jlisOj'.-Jjjera'  =  Ai^af".Aj^n^' 

Es  ist  aber  auch  in  Bezug  auf  den  Kreis  R 


Durch  Verglcichung  folgt 

Tail  LVn. 


f  taWaa  alsu   die  Punkte   a^"  und  a^'  zusammen  und  liegen  Eoniit 
'.  dem  Punkte   a/,  d,  h.  auch   a^'  und  ö^"  sind  ein  Paar  i; 
Fniikte.     Uieraas  folgt: 

69)  Selineidot  ein  Kreis  zwei  Kreise  in  einem 
äusserer,     beziehlich     innerer     inverser    Punkti 
schneidet  jener  Kreis  diese  zwei  noch  in  oiuem  zw 
Paar    äusserer,    beziehlich    innerer   invorser    Punkt' 
Einen  solchen  Kreis  heiasen  wir  einen  äuaseren,  beziehlich 
Kreis  zu  den  zwei  übrigen  Ereiaen. 

Da  die  Potenz  des  (äuasoren  oder  inneren)  Hauptähniichkeita-' 
Punktes  in  Bezug  auf  jeden  (äusseren  oder  inneren)  Kreis  gleich 
dem  Quadrat  des  Radius  des  {äusseren  oder  inneren)  orthogonalen' 
FotenzkreisüB,  so  folgt,  daas: 

70)  Jeder  äussere  oder 
hat  den  äusseren  oder  inn 
kreis  dieser  zwei  Kreise  z 


so^H 

1 


innere  Kreis  zweier  Kre 
3ren  orthogonalen  Potei 
im  Orthügonalkroise. 


Aus  diesem  Satze  folgen  ohne  weiteres  die  nachfolgenden  unter 
Beachtung  der  Sätze: 

71)ÄlIe  äusseren  oder  iunerenKreiso,  welchcdurch. 
einen  bestimmten  Punkt  gehen,  gehen  noch  durch  ein oa' 
zweiten  Punkt,  durch  den  dem  ersten  in  Bezug  auf  deoi 
äuaseren  oder  inneren  orthogonalen  Potenzkreis  cnt 
sprechenden  polarreciproken  Punkt. 

72)  Durch  zwei  beliebig  gewählte  Punkte  geht  imme: 
ein  äusserer  und  oiu  innerer  Kreis. 

72a)  JedorPunkt  ist  Mittelpunkt  eines  äusseren  und 
eines  inneren  Kreises. 

Aus  Satz  71)  folgt: 

73)  Sind  irgend  zwei  Kreise  in  Bezug  auf  zwei  an- 
dere Kreise  äussere  oder  innere  Kreise,  so  liegt  der 
eine  oder  andere  Aöhnlichkeitspunkt  der  zwei  letzte- 
ren Kreise  auf  der  Potonzlinie  der  beiden  ersteren. 

Haben  wir  Fig.  12.  z.  B.  den  äusseren  Kreis  S.  welcher  in  dem 
einen  inversen  Punktepaar  a^"  a^'  achneidet,  und  dessen  Mittelpunkt 
ft  sei.  Ziehen  wir  die  Radien  Jii'ti"-,  J^afa',  Sa,"  und  Soä'i  "nd  ^^ 
Aehnlichkeitslinien  ^iaai"aa',  so  ist: 


1 


^kjo^'a^  ^=  ^jfcjflj'a," 

lUCb: 

1  heisst,  der  Kreia  A  schneidet  dio  Iieiden  Kreise  <t-,  uud  i!r,  gleicb- 
winklig  und  wir  haben: 


I  SC 


74)  Alle  flassereo  und  inneren  Kroia 
cbneiden  diese  je  gleichwinklig. 


Umgekehrt  folgt  nun  leicht: 


75)  Alle  Kreise,  welche  zwei  Kreise  gleichwinklig 
schneiden,  sind  in  Bezug  anf  diese  äussere  oder  innere 
Kreise. 

Bezeichnet  man  den  Radius  eines  äossuren  oder  Innureu  Kreises 

Si  der  zwei  Kreise  k\  and  k^  mit  r,  die  äussere  oder  innere  gemein- 
«M&c  Potenz  dieser  Kreise  allgemein  mit  &  und  die  Entfernung  dos 
Mittelpunktes  R  von  dem  äusseren  oder  inneren  Hauptähulielikeits- 
punkte  mit  L,  so  folgt  aus  Satz  7U)  sogleich  die  Gleichung:  ^| 

3U)  li^pij^^t  fl 

Es  ist  also  L  für  alle  Kreise  fi  mit  demselben  Radius  constaiit  und 


76)  Alle  änsseren  oder  inneren  Kreise  mit  gleichen 
Itadien  haben  ihre  Mittelpunkte  auf  einem  Kreise  lie- 
gen, dessen  Centrum  mit  dem  äusseren  oder  inneren 
~    uptähnlichkeitspunktc  der  holden  Kreise  zusammen- 


setzt man  t  =  0,  so  folgt: 


-  ffa  oder  ^ 


1  erhält: 


|^^^B77)  Alle  Punkte    des  Unsseren  oder  inneren  ortho- 
MK^onalen  Potenzkreises  zweier  Kreise  sind  als  Äussere 
oder  innere  Kreise  mit  dem  Radius  gleich  Null  anzu- 
sehen. 

Aus  Satz  74)  ergiebt  sich: 

78)  Wenn  ein  äusserer  oder  innerer  Kreis  zweier 
Kreise  den  einen  dieser  Kreise  bertlbrt,  so  berührt  er 
anch  den  anderen  und  die  beiden  Berührungspunkte 
sind  zwei  äussere  oder  innere  inverse  Funkte. 


30  A/Jolteri  Zur  Geometrie  de*  Kreises  und  der  Kugel. 

Schneiden  wir  die  zwei  Kreise  k^  und  k^  durch  einen  beliebigen 
dritten  Kreis  r  in  den  vier  Punkten  a^',  %",  o^',  a^'  und  bestimmen 
wir  zu  diesen  Punkten  die  inversen  (in.  Fig.  13.  die  äusseren),  so 
erhalten  wir  die  vier  Punkte 

^\  ««'»  «i"»  «i' 

Logen  wir  durch  die  drei  Punkte  cl^\  a,'  und  Oj"  den  Kreis  r',  so 
schneidet  dieser  den  Kreis  k^  noch  in  einem  zweiten  Punkte,  er  sei 
ci^\    Es  schneiden  sich  die  Potenzlinien 

1)  Ol  a"  und  a^' a^*  im  Punkte  p  der  Potenzlinie  der  Kreise 
k^  und  k^.  Da  durch  die  vier  inversen  Punkte  a^  a^'a^'a^'  ein  Kreis 
geht,  so  gehen  also  auch 

2)  die  Geraden  a^'a/' und  Ci%' ^%'  d.h.  insbesondere  02^02'  durch 
den  Punkt  p.    Ebenso  zeigt  man,  dass 

3)  die  Gerade  a^  a/'  durch  p  hindurch  geht  Da  sich  nun  auch 
die  zwei  Potenzlinion  Ci^*  a^*  und  a^'t^i  auf  der  Potenzlinie  der  Kreise 
k^  und  k^  schneiden,  so  folgt,  dass,  da  ^^'cl^"  durch  p  geht,  auch 
dx'cii    durch  p  gehen  muss.    Es  ist  also 

a^'di    identisch  mit  ai^a^' 

oder  der  Punkt  or^'  fällt  mit  a^'  zusammen. 

Wir  haben  so,  wenn  wir  noch  beachten,  dass  der  Punkt  p  Haupt- 
potenzpunkt in  Bezug  auf  ÄJi,  ä?,,  r  und  r'  ist: 

■ 

79)  Schneidet  man  irgend  zwei  Kreise  durch  einen 
Kreis  und  bestimmt  zu  den  vier  Schnittpunkten  die 
äusseren  oder  inneren  invorsenPunkte,  so  liegen  diese 
vier  Punkte  auf  einem  neuenKreise.  Diese  zwei  Kreise 
hoisson  wir  äussere  o^der  innere  inverse  Kreise.  Sie 
schneiden  sich  in  zwei  Punkten  des  äusseren  oder  in- 
neren orthogonalen  Potenzkreises  jener  zwei  Kreise. 

Da  in  Bezug  auf  die  beiden  inversen  Kreise  jene  vier  Paar  in- 
versen Punkte  a  und  a  der  Kreise  k^  und  k^  auch  inverse  Punkte 
in  Bezug  auf  die  inversen  Kreise  selbst  sind,  so  folgt : 

80)  Irgend  zwei  äussere  oder  innere  inverse  Kreise 
zweier  Kreise  besitzen  mit  diesen  beiden  Kreisen  die 
gleiche  gemeinsame  äussere  oder  innere  Potenz  und  den- 
selben äussern  oder  Innern  Hauptähnlichkeitspunkt. 

Ziehen  wir  die Eadien  äjj a^'  und  Idi   Wie  k^a^'  und  b'V'  so  ist 


:   Zur   Geoactrie  Jet  Kreist!  und  drr  Ktiyel- 


^ba^'Oi"    =  ^6'6j"( 


l_ 81)  Von  zwei  inversenKreiaeii 
leine  den  einen  von  diesen, 


■  demselben  Winkw 


fi6T  andere  den  zweiten  von  diesen*). 

\ach  einem  frühem  Satze  besitzt  jeder  Kreis  JF,  dor  durch  irgend  zwei 
(anssere  oder  innere)  inverse  Punkte  geht,  den  zugehörigen  orthogonalen 
Potenzkreis  znm  Orthogonalkreis.  Es  sind  also  zwei  invcrae  Punkte 
in  Bezog  auf  den  zugehörenden  orthogonalen  Potanzkreis  jiolar  reci- 
proke  Punkte.  Wir  sehen  so,  dass  lülcn  Punkten  des  oinon  Kreises 
fc,  alle  Pnnkte  der  Kreise  k^  als  polar  reciproke  Punkte  in  Bezug  auf 
jeden  der  beiden  orthogonalen  Potenzkreise  entsprechen.  Die  Pnnkte 
des  äDBseni  oder  innem  Kreises  ff  entsprechen  sich  paarweise  selbst 
"USA  TsiM  liegen  die  Paar  polar  reciproke  Punkte  je  auf  einer  Ge- 
raden mit  dem  mgehöreaden  Hauptähnlichkeitspunkt.  Es  sei  znuächst 
Ä  ein  änssrer  Kreis,  so  ist  die  gemeinsame  Potenz  -4jj"  der  Kreise 
£].  und  ^  die  Pateat  des  HauptähnlichkeitspouMes  A^^  in  Bezng  auf 
Ä,  Schneiden  sieh  die  Kreise  ft  und  ^u  rechtwinklig,  so  ist  vi,,* 
wesentlich  positiv  und  die  beiden  je  polar  reciproke  ontsprechondou 
Punkte  des  Kreises  ft  liegen  von  A^^  ans  in  gleicher  Bjcbtung.  iBt 
jedoch  ^I^*  wesentlich  negativ,  so  liegen  die  je  reciproke  polar  ent- 
sprechenden Pnnkte  von  A^^  an  in  cmgegengesetzter  Richtung  und 
der  orthogonale  Potonzkreis  ..1,3  wird  von  dem  Kreise  fl  über  seinem 
Durchmesser  gesclmitten.  Gleich  verhält  sich  die  Sache  für  den  in- 
neren orthogonalen  Potenzkreis  oder  die  innere  gemeinsame  Potenz 

Bezeichnen  wir  nun  allgemein  den  einen  der  zwei  orthogonalen 
Potenzkreisc ,  sowie  seinen  Radius  mitP  nnd  die  Entfernungen  zweier 
redproker  Punkte  vom  Mittelpunkt  P  der  Kreise  P  mit  fc,  und  r^, 
80  ist  also 


31J 


P^^i 


v^- 


1  3-,  >  P,  SO  ist  offenbar  x^  <ü  1\  d,  h.  von  den  s 


1)  Btciner  hat  diese  Sälie  79)— B!)  au  I      n  b    uen  t,cnanr 
ausgesprochen.     Es   k.inn   daher  gnr  keinem  Zwe  fei  unt    1  e^  u 
ron   Bcincn   Cansequeoiea,   oder  waa   dasselbe   Si       na   ilcm   1    n 
prokeQ  Badicn  dea  vollilen  Gebrauch  gcmacl  C  hat 


M 
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n  UBii  der   Kvgei. 


ciprok  polaren  Pimkteu  des  Kreises  P  liegt  der  eine  aosserbalb  UDd 
der  aadero  inuerhalb.  Bedeokt  man  nun,  dass  durch  den  einen  Punkt 
immer  sein  polar  rociproker  gegenseitig  nur  auf  eine  Weise  bestimmt 
ist,'uud  dass  zu  jedem  Punkt  ein  polar  reciproker  gehört,  ao  kann 
man  also  alle  Punkte  im  inneren  des  Kreises  F  eindeutig  auf  alle 
Punkte  im  iLuascren  des  Kreises  P  beziehen.  Hieraus  folgt:  Allen 
Punkten  einer  Figur  entspricht  die  Gesammtheit  der 
Punkte  einer  zweiten  Figur.  Zwei  solche  Figuren  heis- 
Ken  wir  polar  reciproke  Figuren  iu  Bezug  auf  den  Kreis 
P  und  zwar  heissen  wir  die  eine  die  Transformation  der 
anderen  des  Originals.  Die  Axt  der  Herleitung  der  einen  Figur 
aus  der  andern  heissen  «ir  das  Princip  der  reciproken  Ra- 
dien und  die  Ausführung  selbst  die  Transformation.  Den  Kreis 
i' heissen  wir  dann  Transformationakreis  nnd  sein  Contrum  daa 
Transformationscentrum  und  das  Quadrat  des  Radius  P  oder 
die  Potenz  P  die  Transformationspotenz.  Endlich  heissen  wir 
jeden  Durchmesser  des  Kreises  /',  auf  dem  je  zwei  entsprechende 
Punkte  liegen,  Transformationsstrahl. 

Nach  dem  Vorhci^ohendcn  haben  wir  also  zwei,  jedoch  nur  uji- 
weaentlicb  yerschiedene  Arten  der  Tranaformation  nach  dem  Princip 
der  reciproken  Radien  zu  nuterBcheiden ,  je  nach  dem  die  Transfor- 
mationspotenz positiv  oder  negativ  ist.  Für  beide  Arten  geben  nun 
aber  nach  den  vorhergehenden  Sätzen  die  folgenden  wichtigen  Re- 
sultate hervor: 

82)  AlleuPunkten  eines  Transformationsstrahlea  ent- 
sprechen einer  gewissen  Folge  nach  die  Punkte  dieser 
Strahlen  selbst;  oder  jeder  Transformationsstrahl  trän s- 
formirt  sich  in  sich  selbst. 


83)  Die  trausformirtc  Figur  eines  Kreises  i&t  wieder 
ein  Kreis,  Diese  beiden  Kreise  besitzen  den  Tranafor- 
raationskreis  zum  orthogonalen  Fotenzkreise. 

84)  Bei  der  ersten  Art  der  Transformation  trausfor- 
miren  sich  Kreise  in  sich  selbst,  wenn  sie  den  Trans- 
formationskrcis  rechtwinklig  und  bei  der  zweiten  Art, 
wenn  sie  denselben  über  seinem  Durchmesser  schneiden. 
Oder  allgemein:  Ein  Kreia  transformirt  sich  iu  sich 
selbst,  so  bald  er  den  Transformationskreis  zuin  Ortho- 
gonalkreis  besitzt. 

Wii'  haben  früher  gesehen,  dass  zu  einer  Geraden  und  einem 
Kreise  joder  der  Endpunkte  des  Durchmessers  dor  Kreise,  der 


r  zur 


.  ii,ti.t>  und  dtt 


idea  normal  ist,  als  eini^r  der  zwei  HaiipUkluilichkcitsjiuukte  t 
Beben  werden.    Hieraas  folgt  sogleich: 

85)  Die  Transformation  «iner  Geraden  ist  ein  Kroti 
der  dnrcli  das  Transformationscentrnm  Liudarcli  goT 
-und  nmgokchrt. 

86)  Jeder  Erejs,  der  durch  das  Transformatioaj 
centrnm  geht,  transformirt   sich  in'  eine  Gerade. 

£s  cutspricht  also  Fignr  14  jedem  Punkt  p  der  Goiaden  g  ein 
Punkt  des  Kreises  G  nnd  zwar  der  Schnittpunkt  7/  des  Straliles  cp 
P  mit  G  der  nicht  im  Cuntrum  P  liegt,  und  ao  auch  umgekehrt  ent- 
spricht jedem  Punkte  p'  des  Kreises  G,  der  nicht  mit  P  zusammen- 
fällt, ein  Punkt  p  der  Geraden  g.  Lassen  wir  den  Punkt  ;i  auf  3 
sich  immer  wt-iter  und  weiter  entfernen,  so  erkennt  mftu,  dasB  sich 
p  immer  mehr  und  mehr  dem  Punkte  P  nähert  und  zwar  kann  die 
Bewegung  von  p  sowol  nach  der  einen  wie  nach  der  andern  Richtung 
4ftT  Geraden  g  hingerichtet  sein.  Kückt  endlich  p  in  den  nnoadlich 
fernen  Teil  der  Geraden  g,  so  wird  der  Strahl  p  P  mit  G  parallel, 
iierilhrt  den  Kreis  G.  p'  tUUt  in  den  Borührungspunkt  des  Strahles 
p  P  mit  dem  Erpise  G,  d.  h.  mit  dem  Centram  P  zusammen.  Hier- 
aus folgt:  Alien  Punkten  des  anendlich  fornen  Teiles  der 
Geraden  g  entspricht  das  Transformationscentrum  als 
polar  reciproker  Punkt  Da  nun  aber  jedem  Punkt  im  innem 
des  Kreises  F  ein  Punkt  im  äussern  desselben  eutspricht  und  um- 
gekehrt, so  sagen  wir,  dem  Centrum  P  entspreche  auch  nur  ein  Punkt 
im  Unendlichen  der  Geraden  3.  3>a  aber  dies  von  jeder  Geraden 
gilt,  so  sagen  wir,  um  die  Uebercinstimmung  nirgends  aufzuheben; 
der  unendlich  ferne  Teil  der  Ebene  besteht  aus  einem 
Punkte,  durch  welchen  alle  Geraden  dorKbcno  hindurch- 
gehen. Oder  auch:  die  Wirkung  oder  Beziehung  des  un- 
endlich fernen  Teils  der  Ebene  in  Bezug  auf  Gebilde  im 
Endlichen  derselben,  ist  dieselbe,  wie  die  Wirkung  oder 
Beziehung  eines  Punktes  im  Endlichen  der  Ebene  auf 
dieae  ondlichen  Gebilde.  Alle  Gerade  der  Ebene  sind  daher 
als  Kreise  aufzufassen,  welche  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  P^ 
der  Ebene  hindurch  gehen. 

Denken  wir  uns  die  Transformation  zu  irgend  zwei  Geraden  g^ 
und  3ä,  HO  entsprechen  denen  die  beiden  Krciso  ffj  und  G^  als  Trans- 
formationen. Die  Tangenten  im  Centrum  P  an  G^  und  G^  sind  mit 
01  and  ffa  parallel  und  folglich  schneiden  sich  die  Kreise  G^  und  Gg 
unter  demselben  Winkel,  wie  die  Originalgeradcu  y^  und  g^.  Be- 
achten wir  dies  und  den  Satz  81),  so  folgt; 


I        acuieu  Wir 


S7)  N«ch  dorn  Princip  der  reciproken  Radien  y 
«>i»  STstrm  von  Kroisfln  xn  einem  andern  Systen 
Kreisen  trinsformirt,  so  dass  Eich  die  Tranfiformat 
kreis«  vater  demselben  Winkel  schneiden,   wie  die  OriJ 


^^Rh 


lusl>e80Qdcre  werden  zwei  Kreise,  die  sich  berühren,  wieder  i 
Kroison,  die  sich  berühren,  trauaformirt    Hieraus  folgt: 

88)  Parallele  Gerade  sind  ala  Kreise  anzusehen,  di 
th  in  dorn  unendlich  fernen  Punkt  der  Ebene  berühren'). " 

Ilaben  wir  die  Kreise  k-,  und  fc^,  bo  ist  nach  dem  Begriff  des 
Princips  der  reciproken  Radion  der  eine  Kreis  der  transformirte  des 
andern  in  Bezng  auf  die  beiden  orthogonalen  Potenzkreise.  Schneiden 
sich  nnu  i-,  und  tj  in  zwei  reellen  Punkten  Sj  nnd  »j,  so  gehen  die 
beiden  orthogonalen  Potenzkreise  auch  durch  diese  Schnitte  und 
sich  selbst  rechtwinklig.    In  diesem  Fall  ist  sowohl  die  Ungleichung 


'■l+r2>K 


-  kjl-^) 


(ri- 
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richtig  und  folglich  sowol  A^^"  wie  1^2^  je  positiv,  d.  h.  die  Trans- 
formation geschieht  nach  der  ersten  Art.  Jeder  der  Schnittpunkte 
«1  wie  «g  ist  als  ein  Paar  üusammenf all  ende  inverse  Punkte  in  Bezug 
auf  jeden  Hauptähnlichkeitspnnkt  zu  betrachten  nnd  hieraus  folgt: 


)  Nach  de 


n  Princip  der  reciproken  Radien  erste] 
.   sich  die  Punkte  des   TransformationH; 


jelbst 


Art  ent 

kroisea 

Schneiden  sich  h^  und  h^  nicht  in  zwei  {reellen)  Punkten,  so  kann 
entweder  k^  ganz  ausserhalb  oder  aber  ganz  innerhalb  des  Kreises  fc, 
liegen.    Nehmen  wir  Figur  16)  zunächst  den  ersten  Fall.    Es  ist  dann  , 

^la  >  (»-i+i-a) 
also  umso  mehr 

cis>  C'-t— f-s) 
Also  ist  ^la*  positiv  und  i^^  negativ. 


^ 
^ 


1)  Beachten   wir   dieaen  Sats,   ao   können   wir  den  Unenaiich  fernen  Teil 
der  Ebene  als  Kreis  (oder  Gerade)  anflasaen,  welcher  alle  Geraden  der  Ebene 
berührt.     Sein  tranaformirtcr  Kreis   {fit  das   Centnia   oder   sein  Kreis  mit  dem.   1 
Radius  gleich  Nnll.     Wir  behalten  jedoch  die  ersten  Bprachweiaen  bei. 


Bezeichnen  viir  die  Streche  A^g  i,^  mit  E,^,  so  folgt  also  immoTM 

^  negativ  ist,  so  folgt,   dasa  der  ortbogonale  Poteiukreis  j 
l  Kreis  ij;  fiber  seinem  DarchnLeBscr  schneidet. 

Die  anssem  inverseii  Fimktcpaare  liegen  also  auch  auf  i 
j  gehcndcu  Strahle  in  derselben  Richtung.  Da  in  diesem  Fall 
i  orthogonale  Potenzkreis  jeden  Krek  der  zu  t,  und  t,  ein  öussrer 
s  ist  und  also  f.\  und  1:^  rechtwinklig  schneidet,  so  folgt,  wenn 
wir  den  äussern  Kreis  unter  der  Schaar  der  Kreise  auswählen,  welche 
lij  tmd  jtj  rechtwinklig  achneiden,  dass  der  orthogonale  Poteuzkreia 
-l,o  zu  der  durch  i,  und  t-,  bestimmten  Kreisschaor  gebort. 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  innere  inverso  Pnnklepaare ,  s 
man  duicli  diese  einen  Kreis  legen,  welcher  k^  und  folglich  auch  i 
rechtwinklig  schneidet,  und  der  somit  durch  ein  zweites  Paar  innet 
inverse  Punkte  geht    Wir  haben  so  zonäcbst: 

90)  Jedtr  Kreis,  der  zwei  Kreise  l^i  und  l^  rechtwink-' 
lig  schneidet,  ist  Bowol  als  üussr«r  wie  als  innrer  Kreis 
der  beiden  Kreise  anzusehen. 

Der  Kreis  J,^  ist  also  OrthogonalkreiB  zu  allen  Kreisen  der  zu 
k,  und  Aj  conjugirten  Kreisseliaar;  und  zwar  von  der  Art,  daas  er 
Ton  allen  Kreisen  dieser  Schaar  je  ühor  seinem  Dorcbraesser  go- 
sclmitten  wird.  Es  liegt  also  ^j^  selbst  zwischen  den  beiden  Grenz- 
punkten  oder  Grenzkreisen  der  durch  k^  and  i^  bcBtinmiten  Kreia- 
schaar. 

Da  der  Kreis  ./,»  den  Kreis  Ai^  in  zwei  reellen  Punkten  aclmei- 
det,  zufolge  der  Relation  33),  so  kamt  er  nicht  zu  den  durch  h^  und 
hg  bestimmten  Kreisschaar  gehören. 

len  wir  den  Kreis  k^  ganz  innerhalb  des  Kreises  t,,  so  ist: 
«1»  <  '■i-'-a 


1  folglich  um  so  mehr 


Cis<r,+rB, 


3  ist  jlja*  negativ  und  ■/„*  positiv.  In  diesem  Fall  zeigt  sich 
wie  vorhin,  dass  der  Kreis  J^t  zu  der  dui'ch  t,  und  h^  be- 
stimmten Kreisschaar  gehört  und  den  Kreis  .^13  Über  seinem  Durch- 
messer schneidet.  Der  Kreis  A^^  selbst  ist  nicht  Familienglied  der 
durch  ^,  und  k^  bestimmten  Kreisschaar. 


Es  sei  nun  die  innre  gemeinsame  Potenz  negativ,  und  es  schnoit 


1 
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der  Kreis  J^^  den  Kreis  k^  in  dem  Punkte  Oj,  so  schneidet  er  den 
Kreis  k^  in  dem  inversen  Punkte  Og.  Diese  beiden  Punkte  sind  End- 
punkte eines  Durchmessers  des  Kreises  J^,.    Hieraus  folgt: 

91)  Nach  der  Transformation  der  zweiten  Art   sind 

die  Endpunkte  eines  jeden  Durchmessers  des  Transfor- 

mationskreises  als  entsprechende  polarreciprokePnnktc 
anzusehen. 

Aus  all  dem  fliesst  nun  der  folgende  wichtige  Satz: 

92)  Zu   zwei  Kreisen  giebt  es  immer  zwei  Transfor- 
mationskroise,   so  dass  in  Bezug  auf  jeden  von  diesen 
der  eine  von  jenen  der  polarreciproke   der  andern   ist. 
Diese   beiden  Transformationskreise  sind  die   orthogo- 
nalen Potenzkreise  jener  zwei  Kreise.    Schneiden,  sich 
jene  zwei  Kreise  in  zwei  reellen  Punkten,  so  sind  beide 
Transformationen  nach    der  ersten  Art,   schneiden    sie 
Biah  nicht,   so  ist  immer  die  eine  Transformation  nach 
der  ersten  und  die  zweite  nach  der  zweiten  Art.    Wenn 
»ich  jene  beiden  Kreise  schneiden,  so  gehen  auch  die 
beiden  Transformationskreise  durch  die  beiden  Schnitt- 
punkte  und   schneiden    sich   selbst   normal.     Schneiden 
sich  jedoch   jene   zwei   Kreise    nicht,    so    schneidet   der 
Transformationskreis   der  ersten  Art   den   der   zweiten 
über  seinem  Durchmesser. 

Bezeichnen  wir  Figur  12.  die  Transformationspotenz  mit  P^^  die 
Radien  der  Kreise  h^  und  h^  beziehlich  mit  r^  und  r^ ,  die  Central- 
linie  \h^  nxit  c^^^  femer  die  Strecken  F\  und  Fk^  beziehlich  mit 
2^1  und  2/2,  so  lassen  sich  aus  den  Gleichungen 


P«= ,--  --X2 


2^1  —  2^2  =  ^12;         yi  5  2^2  ==  »-1  :  »-2 
die  Werte  rg,  y^  otc.  je  bestimmen.    Wir  erhalten; 

p2 

^^)  2^2  =*=  yi  y^  __  r^ ' 

p2 

34)  r«  ==  ri  — 0 9 ' 

35)  <^12  =  2^1      y^—r^ 


Ä/fotlf., 


•   Giomelrie  dt>   Krei 


■  ist  stillschweigend  Traflsformalion  nach  der  ersten  A«  augo- 
-  Hatte  man  also  Transformation  nach  der  zweiten  Art,  so 
.  den  Potenzwert  -\-F^  durch   — /■*  zu  ersetzen,    Uierdnrcli 

rden  aber  die  absointen  Werte  von  y^  und  r^  nicht  goänden,  sou- 

1  blos  ihre  Richtungen. 


y     Einige  Folgerungen  ans  (fem   Prineip  tUr  reeiproken  Jiadieii. 

Ibben  wir  die  zwei  Kreise  fc,  und  fc»  mit  dem  orthogonalen  Po- 

ikreise  P,  so  schneidet  dieser  jene  beiden  nutor  gleichen  Winkeln. 

Nehmen  wir  ii^nd  einen  Punkt  P  der  Ebene  zum  Transfomiations- 

centmm  bei  beliebiger  Tranaformationspotenz  und  transformircn  das 

System  jener  drei  Kreise,   so  erhalten  wir  die  Transformationen  t,', 

Iif    und  P'.    Es  schneidet  nun  P'  die  beiden  Kreise  k,'  nnd  k^'  unter 

denselben  Winkeln,  wie  P  die  Kreise  h^  und  kg  schneidet.    Es  ist 

10  P'  selbst  wieder  der  orthogonale  Potenzkreis  zu  k^    und  i-g'. 

haben: 

93J  Die  nach  dem  Princip  der  reciproken  Radien  er- 
haltenen Tranaforniationeii  der  orthogonalen  Poteuz- 
trcisc  sind  selbst  wieder  die  orthogonalen  Potenzkreiae 
der  Transformationen  dieser  Kreise. 

Nehmen  wir  das  Transformationscentmm  auf  dem  orthogonalen 
Potenzkreis  P  selbst  an,  so  geht  diese  in  eine  Gerade  über.  Diese 
Gerade  ist  also  die  Poteuzlinie  nnd  äusarer  orthogonaler  Potenzkreis 
der  Transformationen  der  zwei  Kreise  ij  und  k^,  folglich  sind  diese 
zwei  Kreise  einander  gleich  und  wir  haben: 

94)  Der  Ort  aller  Punkte,  die  als  Projectionscentren 
bei  beliebiger  Potenz  aufgefasst,   irgend  zwei  Kreise  zu 
gleichen  Kreisen  transformircn,  ist  das  System  der  bei- 
gonalcn  Potenzkreise  der  zwei  Kreise. 

wir  irgend  eine  Kreisschaar  mit  den  beiden  Schnittpunkten 
wählen  wir  den  einen  von  diesen  Punkten  zum  Trans- 
rum, so  werden  alle  Kreise  in  die  durch  die  Trans- 

des    andorn   SchnittapnnkteB   hindurchgehenden    Geraden 

Haben  wir  nun  irgend  zwei  Kreise  Aj  und  tj,  welche  sich  nicht 
(reell)  schneiden  nnd  denken    uns   die  zn  der  durch  ij    und   A-g  he- 

E Kreisschaar  conjugirtc  Kreisschaar,   so  besitzt  diese   zwei 
ndpunkte  g^  und  g^. 
: 


[  Nehmen  wir  den  e 


n  Transformationscentmm  bei 
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beliebiger  Potenx,  so  tmisfoniiireii  aicH  die  Kreise  der  coigugirteii 
Schaar  zu  den  durch  g^'  gehenden  Geraden,  wo  g^'  der  zu  g^  polar- 
redprok  entsprechende  Punkt  ist  Die  beiden  übrigen  Kreise  trans- 
formiren  sich  zu  Kreisen,  wdche  jene  Geraden  beide  schneiden. 
Dies  ist  jedoch  nor  möglich,  wenn  die  beiden  Transformationen  jenen 
Ponkt  g^'  znm  Centnim  haben.    Es  ist  also: 

d5)  In  der  Ebene  zweier  Kreise,  die  sich  nicht  schnei- 
den, giebt  es  immer  zwei  Punkte,  die  als  Transforma- 
tionscentren anfgefasst,  jene  zwei  Kreise  zu  concentri- 
schen  Kreisen  transformiren.  Diese  beiden  Punkte  sind 
die  Grenzpunkte  der  durch  jene  zwei  Punkte  bestimmten 
Kreisschaar. 

Werden  die  zwei  Kreise  X^  und  h^  mit  den  Badien  r^  und  r^  von 
dem  Punkte  P  aus,  dessen  Entfernungen  von  den  Mittelpunkten  beider 
Kreise  beziehlich  yj  und  y^  seien  beschrieben,  so  sind  bei  der  Potenz 
P^  nach  der  Gleichung  34}  die  Radien  der  Transformationen  bezieh- 
lich gegeben  durch 

yi  —  »*i  y«  —  v 

Es  soll  nun 

Dann  erhält  man  die  Bedingungsgleichung 

36)  17^8  r,  y^« — ri  y^^  =  r^  r,  (v^  r^  —  r,). 

Dividirt  man  mit  v^^r^  die  Gleichung  und  setzt 
80  hat  man  schliesslich 

37)  yi*- 1^12^2^- :r,,«»o 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  Gleichung  9)  und  beachten 
die  Folgen  dieser,  so  ergiebt  sich: 

96)  Die  Punkte,  die  als  Transformationscentren  anf- 
gefasst zwei  Kreise  so  transformiren,  dass  sich  die  Ra- 
dien der  transformirten  Kreise  verhalten  wie  vi^:l,  lie- 
gen auf  zwei  Kreisen.  Die  Centren  dieser  teilen  die 
Centrallinien  der  Originalkreise  in  dem  äussern  und  in- 

nern  Verhältniss,  je  beziehlich  gleich ,   wo  r^  und  r^ 


die  Küdien  der  Originnlkrcise  sinil.    Die  liailieu  ilicscr  C 
treskreisc  sind  bezichlich  g(<gcben  durch 


-fr|ei)+r,Kr, 


-'"*)(*''""''"'''> 


Setzt  man  t\s  =  1,  eo  erkennt  man  sogleich,  dass 

C*  =  ^,j»    und    C,  =  Jis« 

oder  dasB  die  beiden  GentrenkreiBe  in  die  orthogonal™  Poteuitki 
ahei^ehen. 

Ersetzt  mau  in  Gleichung  13)  das  Potonzverliiiltnisa  i 

— *— t  so  gehen  Gleicliungeu  38)   «ud  39)  aus   der  Gleichung  3 

^eiTor.    heraus  folgt:  ^H 

97)  Die  Centrenkreiso  mit  dem  Verhaituiss  p,,  sind 
idontisch    mit   den  Potenzkreisen    mit   dem    Verhältniss 

X" 

Haben  wir  die  beliebige  Kreiaschaar  S(i-)  Figur  15.  und  den  be- 
liebig gewählten,  nicht  zur  Schaar  gehörenden  Kreis  M.  Nehmen  wir 
wie  ia  Fig.  15a.  die  5(fc)  mit  zw«i  reellen  Grundpunkton  s,  und  «j, 
30  geht  durch  «j  und  «g  nach  Satz  47)  immer  ein  Kreis,  welcher  U 
rechtwinklig  schneidet.  —  Es  sei  fc^  dieser  Kreis.  Nehmen  wir  den 
Gnmdpnukt  «,  zum  Trans t'ormationaccntnun  und  transformiren  das 
ganze  System  nach  dem  Princip  der  reciproken  Radien,  so  geht  die 
Kreieachaar  in  die  Gesammtheit  der  Geraden  über,  welche  durch  den 
dem  Punkte  »^  polarreciproken  Punkt  a^'  hindurch  gehen.  Der  Kreis 
M  geht  in  den  Kreis  M'  über.  Der  rechtwinklig  schneidende  Kreis 
feg  geht  in  die  Gerade  g'  über,  welche  sg'  mit  dem  Mittelpunkte  M' 
verbindet.  Von  allen  übrigen  durch  «g'  gehenden  Geraden  schnraden 
je  die  zwei,  welche  mit  gr  denselben  Winkel  oinBchliessen,  den  Kreis 
M'  unter  demselben  Winkel  und  je  zwei  Grerade,  welche  mit  g,  ver- 
Bchiedene  Winkel  einschliessen,  schneiden  auch  M'  unt^r  ungleichen 
Winkeln.    Hieraus  folgt  unter  Beachtung  des  Satzes; 

98)  In  einer  Kreisschaar  mit  zwei  reellen  Gruud- 
pnnktengiebt  es  einen  Kroia,  welcher  einen, belieb  ig  go- 
wähltcn  nicht  zur  Schaar  gehürenden  Kreis  rechtwinklig 
schnei  de  t.   Ausserdem  giebt  es  je  zwei  Kreise  der  Schaar, 
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J//a/(« 


r    G™. 


e   dea  Kreinea  und  iler  Sui/el. 


welche  diesen  Kreis  unter  gleichen  Winkeln  schueidi 
Diese  zwei  Kreise  schneiden  auch  den  rechtwink! 
BChneidenden  Kreis  je  gleicliwinklig  und  besitzen  i 
deshalb  je  zum  orthogonalen  Potenzkroia.  Der  zweifl 
orthogonale  Potenzkreis  zweier  Kreise  schneidet  d^ 
beliebigen  Krois  unter  einem  Winkel,  unter  welchem 
von  keinem  weitern  Kreise  der  Schaar  geschnitten  wi 
Dieser  Kreis  ist  anch  der  orthogonale  Potenzkreis  zu 
jedem  Paar  je  gleichwinklig  schneidender  Kreise^). 

Haben  wir  Fig.  15b.  eine  Kreisschaar  mit  keinen  zwei  reellen 
Grundpunkten  und  den  beliebigen  nicht  zur  Schaar  gehörenden  Kreis 
M.  Es  seien  g^  und  «»  die  beiden  Grenzpunkte  oder  Grenzkreise 
der  Schaar,  so  sind  dies  je  die  Gnindpunkte  der  der  Scliaar  conju- 
girtfin  ScLaar  Wahlen  wir  den  einen  dieser  Punkte  zum  Transfor- 
mationHcentrnm ,  so  tranaformiren  sich  alle  Kreise  der  ersten  Schaar 
nach  Satz  95)  zu  concentrischen  Kreisen,  und  die  Kreise  der  coujugirten 
Schaar  zu  den  durch  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  hindurch  gehen- 
den Geradon     Wir  haben. 

99)  Alle  Kreise  mit  demselben  Mittelpunkt  sind  als 
eine  Kreisschaar  zu  betrachten,  deren  ein  Grenzkreis 
der  Mittelpunkt,  deren  zweiter  Gronzkreis  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  Ebene  ist.  Die  conjugirte  Schaar  wird 
durch  das  System  der  durch  den  gemeinsamen  Mittel- 
punkt hindurch  gehenden  Geraden  gebildet. 

Es  liege  nun  der  gemeinsame  Mittelpunkt  e^  ausserhalb  des  Kreises 
M',  so  ist  er  Mittelpunkt  eines  Kreises  Z-v,  der  den  Kreis  M'  recht- 
winklig schneidet.  Wäre  aber  s^  innerhalb  des  Kreises  M'  gelegen, 
so  wäre  er  Mittelpunkt  eines  Kreises  der  von  M'  über  seinem  Durch- 
messer geschnitten  würde.    Wir  haben  so: 


di'r  Kreisschaar  mit  zwei  Grenzkreisen 
'  einen  Kreis,  welcher  in  Bezug  anf  einen 
ht  zur  Schaar  gehörenden  Ereis  Orthogo- 


100)  In  j 
giebt  es  immt 
beliebigen  ni 
nalkreia  ist. 

Es  sei  wie  in  Fig.  15b   sj  ausserhalb  von  M'  gelegen,  so  schneide 
der  BJeifi  h^    der  concentrischen  Schaar  den  Kreia  M'  unter  dem 


1)  Zum  YÜllig  klaren  Veratändnifia  dieses  Ss,taes  mag  hier  nachfolgendes 
xaia  Beweise  beigemerkt  werden:  Schneiden  sieh  zwei  Kreise  in  »[  und  s^  und 
man  traneformirt  aas  s,  so  gehen  diese  Kreise  in  zirei  Gerade  Ober  and  ibre 
orthogonalen  Fotenzkieiee  in  die  zwei  zu  einander  nurmalstchenüen  winkelbal- 
bürenden  Geraden  der  iiroi  Geraden. 


ASf.li., 


und  dtr  Kligti. 


Transformiren  wir  diesen  KreiB  fc,  in  Bezug  auf  *^  ala 

isformatioaEkreis,  so  gehl  k,'  in  k^'  und  M'  in  sich  B?lbst  aber. 

«  wird  also  aucli  k^'  den  Kreis  M^'  unter  dem  Wiukel  a  Bctineiduu. 

Eb  schneide   *,'  den  Kreis  M'  iu  den  Punkten  «,',  o,"  und  i, 

ziehlich  in  og'  und  n^",  dann  Hegen  o,'  nnd  a^'  wie  O]"  nud  og"  bei 

licli  «g  in  einer  Geraden  und  es  ist 


j^M' a^  a^  =  ^M'ii^'tt^    =  ^M' a^'a^'  ^=  jfL  M' it^ a^  ^= 


Es  liegen  also  je  die  vier  Punkte  «,'  M'  a^'  a^'  wie  »j'  M' 
auf  je  einem  Kreise.  Diese  beiden  Kreise  sind  tiinander  gleich  and 
jeder  durch  den  Winkel  a  nnd  die  zwei  Pnukte  M'  und  *j'  bestimmt. 
Hieraus  folgt,  dass  ea  also  nur  zwei  Kreise  l\'  und  l-g'  giebt,  die 
unter  demselben  Winkel  «  den  Krois  M'  aehnoiden.    Es  folgt  somit: 

101)  In  einer  Kreisscbaar  mit  zwei  Grenzkreiseu 
gie^t  es  immer  zwei  und  nur  zwei  Kreise,  welcbo  ein«] 
\ie\\fthigen  nickt  zur  Sckaar  gehörenden  Kreis  unter  glei- 
chen und  gegebenen  Winkeln  schneiden.  Die! 
Kreise  besitzen  immer  dieselben  orthogonalei 
kreise,  nnCer  welchem  Winkel  sie  auch  schneiden  mögeu. 
Der  eine  von  ihnen  ist  der  Kreis  der  Schaar,  der  in  dem 
beliebigen  Kreise  Orthogonalkreis  ist. 


1 


Da  die  Gerade  s^'oj'a. 
t  schneidet  wie  *,'  und  t^', 


den  Kreis  jV  unter  Jensolben  Winl 
so  folgt: 


u. 
m 

ikelH 


102}  Hat  man  zwei  conjugirte  Kreisachaaren  S(k)  und 
B(K)  und  einen  beliebigen  Kreis  J/,  so  schneidet  irgend 
ein  Kreis  der  ersten  Schaar  S(t)  den  Kreis  M  in  zwei 
Punkten  unter  einem  Winkel  a.  Durch  Jeden  dieser 
Punkte  geht  ein  Kreis  der  zweiten  Schaar  S(Ar)  uud  je- 
der von  ihnen  schneidet  M  noch  je  in  einem  zweiten 
Punkte.  Diese  beiden  Punkte  liegen  wieder  auf  einem 
Kreise  der  ersten  Schaar.  Diose  zwei  Paar  Kreise  an 
den  beiden  Schaaren  genommen,  schneiden  den  Kreis  M 
nnter  gleichen  Winkeln,  —  anter  dem  Winkel  a. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  können  wir  sogleich  die  folgende  Auf- 
gabe einfach  lösen: 


Aufgabe  1.  Man  soll  unter  den  Kreise 
diejenigen  zwei  Kreise  bestimmen,  welch 
nen  Kreis,  der  nicht  zur  Schitar  gehört,  ui 
n  schneiden. 


einer  Schaar 
egebe- 
terdem  Winketoj 


:taf  (lift  /Onttcteieditkhit:  \feniesL  Lioaiiix:  itnrcii  .^w^  Hnalüax-  emmam 
.|H(|Bhaiton  W^i:ikAi.  ot  sclmaülHL  Häjot  «üesiLEaiieip  jLfisraauipnifcBB 

j|»|ehAiift  %CPAVt.  Wir  üftsiehnsüiffm.  um.  .«^  nü»  3IIItteiQmilit:  »äiifiSLffis8nE^ 
vviftihhor  (iftiL  liiviijt  .l^iu  <tem  HtmktBoxar  Ct.  i^  «ümmüfo;  tiiiiE  anafiBm 
>tift  r.mumlUnir  if^  anil  'tie  RadiexL  ^Xt -^  ^iiuL  %r^,  WurliesäiiiiniiBn 
(ien  ^nnUr.  iT  =»> ..  U»»  ^  %  oml  JäTz^  mit  'X^^  ({sssssäh/esi.  WHiferfi 
(^inm*4iil0«wn  lUiit  hi^firiimibiiiL  mit  JT  ^'  aniF  JST  tfen.  Scoä^  jr^..  IWB^ 
aMitftrn  W^armn ,.  ^r  !if^5tfimmmL  za  JT  «ien.  tirmtuTu'rinrtmi  ^^3^0^  ^ 
in  &^t|(  »if  ian  Elmi»  ^^  EBenm  zil  si^  \\ssl  xagas&sssiEassssL  Elmfttt 
*/.  Wir  Lfti]p».n  «inrr.ü  ^'  füe  zwei  (it^Ezulen^  weüu&e  JB'  unHar  i&m 
Win&U  4t  fuiiuiftirten.    Die  tzmänrmirtaaL  Ensae  zk  (firaHSL  sskss  €r«^ 


Miui  <u>n»omiyt  (Inan^B.  «^  und  «^  (i»L  Eure»  s,  ipdidka'  M  le^t- 
#Ävfc%  v, WÄfef^  JDfe  \^Si^/^  9<».fcDitte  seboL  -P^  mi  P^  Wir  be^ 
^,&f^lv^  ittn  /^f  i^  Xitterptcokt  den  Kreis  cEo-  ^ordk  i^  selrt,  so 
i?«»A:A^.i4ftf  dfeftftf  }f/f  to  /*,"  «nd  35  in  asj'.  Die  Gecadea  PjA'  imd 
A^#/  («fAfc^i*  «*  ^^fewwwfer  ftrtfmaf,  I>fe  Ckradea  i^«,^  lad  /V«s  sdiaö- 
^  t*^n^*  ^  :i(#ft^  l'rtftfcJ^  V  wwl  V'  Dmrrfi  «Ee  3ßtte  J/  ziisdieii 
>»/  **4  >^^  V'W^  ^U  HHift  fi^ftnvlft,  wekhß  mit  PjJIj'  dai  Winkel  90—« 
^^l^fO^U^,^^  ntA  rü^  /'^  /'}"  m  Fti&kte  ^  sekoodeL  Bachmben  wir 
(Vt^  m^  Kf(^f  #f;iAi^  dnrdi  $^  «nd  «}'  geiieii  Bad  «9  zom  Ba(£os 
****w^  !^  *^Jrft4.nJA«ft  rfj^flw?  /',/V  f>ejnclüi«li  in  dem  Puktepaar  ^' 
*W»4  h'  /^fcktr»  #tf  ^teÄ  rt^rfsiAaipaar  P^A'  mnd  P^B^,  so  scimeideii 
^^^^'^^  rt^  KffMJÄ  4/  hl  ^teft  i'imtoiepaaren  ^  und  Ä  Es  li^^  mm 
>?  rtM*  ti^  l'ttftkltÄ  A^  /»,  ttwl  /i^  wie  i^,  *t  o»d  «2  anf  den  Teriangten 

^^'.»»^Mrf/k*»  ÄJ/jfi  dli?  Kf^ÄÄ  ife,  und  A:,  in  den  zwei  Punkten  P^  und 
^ »  **f*n  fmn  tfHii  rtW  /'i  fil»  MlW^jlpnnkt  den  Krew  der  durch  P,  geht 
♦"^'l  /1J^  f,^irt^»  Kf^fiMi  tm/l^^hlJ^'fi  noch  in  den  Punkten  o^  und  «j 
^*'Um)(iH.  ^h  fh\fii  mttlMcit,  wwin  man  P,  als  Transformationskreis 
if^^mvUlH^  (itm^  rill«  (U^tuim  /<!  /'»  und  0,^2  denselben  Winkel  ein- 
^'Müfth^wi  ^i^  rtü^  Iti^dUin  *i/'»  und  Äg/V    Wir  haben: 


U  Aui»  ikpiiiiifft  ll<  tf«(')if«fi«^u    wrrittn  »Ich  noch  rationale  Constructionen 


ÄffoU, 


■  dt,  Kra 


103)  Schneiden  sich  zwei  Kreise  *i  nnd  *,  in  den 
zwei  Punkten  P,  und  P^  und  man  beschreibt  nm  Jon  eineo 
TOQ  diesen  als  Mittelpunkt  den  Kreis  der  durch  den 
zweiten  geht,  ko  bestimmt  dieser  je  mit  jedem  von  jenen 
eine  Potönzlinio.  Diese  heideu  Peienzlinien  schlies! 
den  Winkel  ein,  unter  dem  sieh  die  zwei  ersten  Kreise 
schneiden. 

Beachten   wir  die  Sätze  44)  nnd  li"J2)  und    103),   so  folgt  i 


'  104)  Nehmen  wir  ans  jeder 
ftrtenKrois  sc  haaren  je  einen  ! 
bestimmen  in    jedi 
,  welche  jede 


zwei  einander  eonja- 

0  nndO'  heliebiglier- 

Schaar    ausserdem    noch    zwei 

orhergewählten  derselben  Schaar 


I 


schneiden  die  zwei 
i  Kreise  der  zweiten 
1  achtPunkten  liegen 


je  gleichwinklig  schneiden,  i 
Kreise  der  einen  Schaar  die  z 
St\s.a.tti!  in  acht  Punkten.     Von  dit 

viermal  je  vier  auf  einem  Kreist 
sen  werden  je  zwei  und  zwei  von  allen  vier  Kreisen  de,r 
obigen  zwei  Paare  je  unter  demselben  Winkel  geschnit-l 
ten.  Alle  vier  Kreise  besitzen  den  Kreis  0,  der  def 
Schaar  mit  zwei  Grenzkreisen  angehört,  zum  Orthogo- 
nalkreis.  Der  Kreis  0',  der  znr  Schaar  mit  zwei  Grund- 
pnnkteu  gehört,  ist  zu  zwei  der  vier  Kreise  Orthogo- 
nalkreis  und  zu  den  beiden  andern  orthogonaler  Potenz- 
kreis. Diese  beiden  letztern  besitzen  jedoch  den  Kreis 
der  zweiten  Schaar,  der  0'  rechtwinklig  schneidet,  zum 

[Xthogonalkreis    und   0'    selbst   zum    orthogonalen    Po- 
Kkreis.  ■ 


r 


Schneidet  der  Kreis  m,  die  beiden  Kreise  ij  und  tj  unter  den 
■Winkeln  a,  und  og,  ebenso  der  Kreis  m^,  so  schneidet  umgekehrt  ki' 
die  beiden  Kreise  nt,  und  (»^  gleichwinklig  und  ebenso  h^.  Es  seien 
nun  i-,  und  k^  zugleich  Äussere  oder  innere  Kreise  der  Kreise  m^ 
und  mj,  so  sagen  wir  umgekehrt,  %  und  m,  schneiden  die  Kreise 
&,  und  ig  beide  gleich  oder  ungleichartig,  oder  auch  beide  mehr  aus- 
oder  einscbJiessend,  oder  aber  den  einen  mehr  aus-  und  den  andern 
mehr  oinschüessend.  Nach  den  Sätzen  70)  und  71)  achneidet  jeder 
Kreis  der  durch  l:-^  und  ig  bestimmten  Kreisscbaar  die  Kreise  m^  und 
iJij  je  gleichwinklig ,  d.  h."  sie  sind  zugleick  äussere  oder  innere  Kreise 
zu  «ij  nnd  w*j.  Ein  beliebiger  Kreis  A3  der  Schaar  schneidet  also 
sowohl  *»,  wie  m^  je  unter  demselben  Winke!  —  er  sei  «3,  «nd  wir 
haben; 
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ÄJfo},e 


■  Zur  &an 


»  de,   Kre, 


and  der  Kugtl 


-.he-        I 


L 


l(fö)  Alle  Kreise,  welche  zwei  Kreise  k^  und  h 
I  sichlich  Quter  den  Winkeln  «,  und  %  schiieiden,  wer- 
den von  jedem  Kreise  der  durch  ky  und  Ag  bestimmten 
Kroisscliaar  z.  B.  von  k^  unter  dem  gleichen  Winkel  — 
er  Bei  «g  —  geschuitteu. 

Haben  wir  irgend  ein  System  von  n  Kreiacn,  welche  einen  Kreia 
«  zum  gleichartigen  Orthogonal  kreis  besitzen,  so  BcLneidet  man  alle 
diese  m  Kreise  durch  einen  beliebigen  Kreia  k  beziehlich  unter  den 
Winkeln  a^a^a^....  Transforniirt  man  das  ganze  System  in  Bezug 
auf  den  Orthogonalkreis  als  Transforraationskreis,  so  gehen  die  ejsten 
s  Kreise  in  sich  selbst  über  und  der  Kreia  k  transformirt  sich  in  den 
Kreia  k'.  Dieser  schneidet  die  n  ersteren  Kreise  beziehlich  wieder 
Buter  den  Winkeln  «„  bj,  —  «„.    Wir  haben  so : 

106)  Werden  n  Kreise,  die  alle  denselben  Kr«is  zum 
Orthogonalkreis  besitzen,  von  irgend  einem  Kreise  be- 
ziehlich  unter  den  Winkeln  oj,  a^,  a^, ....  geschnitten,  bu 
werden  sie  alle  noch  von  einem  zweiten  Kreise  bezieh- 
lich  unter  denselben  Winkeln  «,,  Oj,,  ....  geschnltteD. 
Diese  beiden  Kreise  sind  in  Bezng  auf  den  Orthogonal- 
kreis jener  n  Kreise  polarreciproke  Kreise. 

Haben  wir  irgend  drei  Kreise  i^,  *„  ig  und  sei  ftm  ein  äusserer 
Kreis  in  Bezug  auf  je  zwei  der  drei  Kreise,  so  muss  er  nach  Satz  70) 
jeden  der  drei  äusseren  orthogonalen  Potenzkreisc  .d,,,  A^^,  A^  je 
zum  Orthogonalkreis  besitzen.  Da  sich  die  drei  Kreise  A  in  den- 
sdben  zwei  Punkten  schneiden,  so  folgt,  dass  St  ein  Kreis  der,  zu 
der  durch  die  drei  Kreise  A  bestimmten  Schaar  conjugirten  Kreis- 
achaar  ist.  Ist  ffia.s  in  Bezug  auf  A,  und  k^  ein  äusserer,  iu  Bezug 
auf  kf  uud  Ar,  wie  k^  und  k^  ein  innerer  Kreis,  so  ist  S\2.3  ein 
Kreis  der  Schaar,  welche  zu  der  durch  die  orthogonalen  Polenzkreise 
A^i,  ./j3,  ./a,  bestinmiten  Schaar  conjugirt  ist.  Ebenso  findet  man 
die  Schaaren  IF23.1  und  lT3i,2.  Die  Aien  dieser  Schaareu  oder  die 
Potenzlinieu  der  Kreiatripel  .4,j,  A^^,  A^^;  A^^,  J,a,  J^^;  etc.  gehen 
durch  den  Hauptpotenzpunkt  «  der  drei  Kreise  *.  Hieraus  fliesat 
nun  der  folgende  Satz: 

lOT)  Alle  Kreise,  welche  iu  Bezug  auf  zwei  von  drei 
Kreisen  äussere  oder  innere  Kreise  sind,  oder  mit  an- 
dern Worten,  alle  Kreise,  welche  drei  Kreise  gleich- 
winklig sehneidon,  bilden  vier  Kreisachaaren,  deren 
Potenzlinien  beziehlich  die  Hauptähnlichkeitsaxen  der 
drei  Kreise  sind  und  deren  Azen  alle  durch  den  Haupt- 
potenzpunkt der  drei  Kreise  hindurchgehen. 


AffolttT:    Zur  Geomtlrit  dtt  Krtiiu  and  der  KugtL 

In  jeder  Schaar  giebt  ee  aber  zwei  Kreise  von  gegebene 
dias.    Beachtet  man  ausHerdem  nocb  den  Salz  76),  ao  folgt: 


108)  Es  giebt  acht  Kr 
Radius  (oder  welche  je  gle 
Kreise  beziehlich  je  gleic 


:ise,   welche   einen   gege 

che  Radiea  besitzen)  and  drS] 

winklig  schneiden. 


Beachten  wir  weiter  den  Satz  76),  so  ergiebt  sich  über  die  Lage 
der  Mittelpunkte  der  acht  Kreise mitlelpankte  folgende  Bedingungen: 

J09)  Die  Mittelpunkte  der  achtKreiio,  welche  je  drei 
gegebene  Kreise  je  gleichwinklig  schneiden  und  deren 
Bsdien  alle  beziehlich  ctinander  gleich  sind,  liegen  secha 
mal  zn  je  vieren  auf  einem  Kreise.  Die  Mittelpunkte 
dieser  sechs  Kreise  sind  beziehlich  die  Hauptähnlich- 
keitspnnkto  der  drei  Kreise.  Durch  je  zwei  Mittelpunkte 
gehen  drei  dieser  sechs  Kreise.  Die  sechs  Mittelpunkte 
liegen  also  je  paarweise  symmetrisch  zn  den  vier  Hanpt- 
ähnlichkeitsaxen.  Ferner  liegen  je  zwei  solche  Mittel- 
punkte miv  dem  Hanptpotcnzpunkte  in  derselben  Ge- 
raden. 

Es  sei  der  Radius  iler  gleichwinklig  BcLneidcnden  Kreise  gleich 
dem  Radios  des  Orthogonal kreiscs  der  drei  Kreise,  eo  fallen  von  den 
acht  Kreisen  vier  mit  dem  Orthogonalkreis  zusammen  und  man  hat: 

110)  Ausser  dem  Orthogonalkreis  gieht  es  noch  vier 
Kreise,  deren  Radius  je  gleich  dem  Radius  des  Ortho- 
gonalkreises ist  und  die  die  drei  Kreise  gleichwinklig 
schneiden.  Die  Mittelpunkte  dieser  vicrKreise  sind  die 
Symmetriepnnkte  des  Hauptpotenzpunktes  in  Bezug  auf 
die  vier  Hauptähn Jichkeitsas  cn. 

Da  nach  Satz  77)  alle  Punkte  der  orthogonalen  PotenzkrdW 
äussere,  beziehlich  innere  Kreise  sind,  welche  den  Radius  gleich  Nnf 
besitzen,  so  folgt: 

111)  Es  giebt  in  der  Ebene  dreier  Kreise  acht  KreiBJj 
mit  dem  Radius  gleich  Null,  die  die  drei  Kreise  gleiclr 
winklig  schneiden.  Diese  acht  Kreise  sind  identisch  mi^ 
den  acht  orthogonalen  Potenzpunkten  der  drei  Kreis 

Da  in  jeder  Kreisschaar  es  zwei  Kreise  giebt,  welche  einen  l 
Kebigen  nicht  zur  Schaar  gehörenden  Kreis  nnter  dem  Winkel  i 
schneiden,  so  folgt  aus  Satz  106)  und  107): 


113)    Drei  Kreise  werden  von  acht  Kreise 
einem  beliebig  gegebenen  Winkel  geschnitten 


je  untefl 
Yon  di«l 


k. 


Af/otlt 


:    Zur   Geonuln'f  rfes   Krrisrs  und  der  Kugrl 


zwei   in   der  Art  i 
zug  auf  den  Ortliog 
Gciproko  KreiBO    Bin; 

immer  auf  der  zuff 


BOn  aclit  Kreisen  sind  viermal  je 
nailor  beigeordnet,  daas  sie  in  Bi 
nalkreiB  jener  drei  Kreise  polari 
Solche  zwei  Kreise  schneiden  siel 
bOroudeu  Ilanptähnlichkeitsaxe. 

Da  jeder  Potenzkreis  zweier  Kreise  ij  und  k^  mit  dem  Pote 
verhältniss  Pjg  ein  Centrenkreis  ist  mit  dem  VerliältniBS  »,,  = 
Boergiebt  sich,   wenn  die  drei  Kreise  A-, ,  k^,  tj,  von  dem  Punkte^ 
aus   transformirt   in  den   Tranflformationen  die  Radien  ; 
besitzen: 


»s-vsi  =+1  = 


A.h.  die  drei  dem  Punkte  P"  zngehörenden  Centrenkreise  gehen  nodi 
durch  einen  zweiten  Punkt  F.  Dies  folgt  auch  daraus;  Wenn  drei 
Potenzkreise  zweier  Kreise  durch  einen  Punkt  gelien,  so  geben  sie 
noch  durch  einen  zweitun.    Hieraus  folgt: 

113)  Zu  irgend  drei  Kreisen  giebt  es  acht  Punkte, 
Ton  denen  aus  die  dreiKreiae  nach  dem  Prinzip  derreci- 
proken  Radien  transformirt  die  Radien  der  Transforma- 
tionen im  gegebenen  Verhältniss  stehen.  Diese  auhtCen- 
tren  sind  viermal  zu  je  zwei  einander  conjugirte  Potenz- 
punkte  jener  drei  Kreise. 

Spociell  folgt  aus  diesem  Satz,  wenn  die  Radien  der  Transfor- 
mationen einander  gleich  werden  sollen: 

114)  Die  acht  orthogonalen  Potenzpnnkte  dreier 
Kreise  sind  Centren,  von  denen  aus  die  drei  Kreise  zu 
gleichen  Kreisen  transformirt  werden. 

Gehen  die  drei  Kreise  !.:,,  k^,  h^  dnrch  denselben  Punkt  P,  so 
ist  dieser  Punkt  der  Hanptpotenzpunkt  der  drei  Kreise.  Da  seine 
Potenz  in  Bezug  auf  alle  drei  gleich  Null,  so  ist  also  auch  der  Or- 
thogonalkreis gleich  Null.  Von  zwei  Kreisen,  von  denen  der  eine 
der  polarreciproke  des  anderen  ist  in  Bezug  auf  diesen  Orthogonal- 
kreis,  mnss  der  eine  selbst  den  Badius  gleich  Null  haben,  was  aus 
Gleichung  34)  auch  ohne  weiteres  hervorgeht.    Hieraus  folgt: 


A/J.li. 


I  anJ  lier  Kwjtl. 


114)  Alle  Potenzkreise  dreier  Kreise,  die  darch  den- 
palben  Punkt  hindurchgohen,  gehen  auch  durch  dieseu 
l^nnkt.  Die  Kreise,  welche  diese  drei  Kreiao  gloich- 
irinklig  schneiden,  bilden  vier  Kreis schaaren,  deren 
ifcxen  auch  durch  diesen  Pnnkt  gehen.  In  jeder  Schaar 
^iebt  ea  einen  Kreis,  der  die  drei  Kreise  unter  einem 
beliebig  gegebenen  Winkel  schneiden.  Bor  zweite  Kreis, 
der  alle  jene  drei  nnter  demselben  Winkel  schneidet, 
fallt  mit  dem  gemeinsamen  Punkt  zusammen  und  sein 
Badins  ist  gleich  Null.  Alle  diese  vier  Kreisscbaaren 
sind  daher  Kreisscbaaren  mit  zwei  Grenzkreisen  und 
der  zweite  Grenzpunkt  ist  je  der  zweite  orthogonale 
Potenzpuukt. 

Transformirt  man  das  System  dreier  durch  denselben  Pnnkt 
hindurchgebenden  Kreise  nach  dem  Prinzip  der  reciproken  Radien, 
ans  diesem  Punkte  als  Trans formationscontmm,  so  folgt: 

\SSt\  Drei  Gerade,  oder  die  Seiten  eines  Dreiecka 
werden  von  den  Kreisen  Ton  vier  concentrischen  Kreis- 
scbaaren gleichwinklig  geschnitten.  Die  Centron  dieser 
Sc&aaren  aiiid  die  Schnitte  der  Wiukellialbirenden  des 
Dreiecks.  Die  Winkelhalbirenden  sind  also  als  die  or- 
thogonalen PotenzkreisB  der  drei  Seiton  des  Dreiecks 
anzusehen  nnd  schneiden  sich  somit  viermal  zu  je  dreien 
in  einem  Panktoi  den  vier  orthogonalen  Potenzpunkten 
des  Dreiecks. 

Haben  wir  die  vier  Kreise  t„  tj,  Äj,  fci,  so  gehören  zu  je  drei 
_  der  Kreise  k  vier  Kreisachaareu  S(Ä),  deren  Kreise  je  die  drei  Kreise 
tichwinklig  schneiden.    Wir  bezeichnen  diese  Schaaren  mit 


S(«)lM, 

«(«)■«, 

SW» 

«(«hl.», 

S(B)2,., 

S(lt)«, 

S1R)2,,. 

S(S)„,, 

SM).!, 

•5(»)a4,i, 

.5(9)4,.. 

■S(lt),j, 

S(!})u,! 

S(ff)l!,< 

S(K)i., 

S(«)„ 


i 


Die  Axen  um  und  ft^ai  schneiden  sich  in  einem  Punkte  J/isu- 

Ipieser  Punkt  ist  also  jVIittelpunkt  eines  äusseren  Kreises  zu  k^  und  jI» 

ind  folglich  schneidet  dieser  Kreis  alle  vier  Kreise  k  gleichwinklig. 

gehen  also   auch  die   Axeu   R^u  und  ftua  hindurch.    Die  Axen 

1  und  ftii,4  schneiden  sich  in  dem  Punkte  Mizi,i.    Dieser  Punkt 

t  also  Mittelpunkt  eines  äussern  Kreises  je  zu  k^  und  k^,  h^  und  k^, 

Kirie  tg  und  k^,  und  eines  innem  Kreises  je  zu  k^  und  %^,  k%  und  i!^, 
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AJfotu 


md  der  KogtL 


wie  i)  iittd  A-j.     Es  ist  dies  also  der  Mittolpnnkt  einoa  Kreises,  i 
alle  Tier  Kreise  k  gleiclininklig  and  zwar  ^4  in  Bexag  auf  die  « 
anderen  ungleichartig  scbnoidot.    Es  gehen  somit  durch  Mas,* 
die  Axen  Ä13.4,  fci3,4,  taa.t.    Auf  diese  Weise  weitergehend,  ( 
man  die  acht  Punkt« 


^lEMt    Afia.i,    Afiu.i 

Ms,»,     3^11,34,      Mu.S3 


A6tl,3,      -Ml!.3 


Durch  jeden  dieser  Pnnkte  gehen  vier  Aien  der  16  Ifreisschaa 
S(tl)  und  zwar  hat  man  hierfür  nachfolgende  Zusammoustellung : 


: 


Von  den  16  Äxen  schneiden  sich; 


1)     «,..,      Ä.a4, 

9..1, 

Su. 

2)    I.„,      «H. 

«»,. 

».n 

3)    K.!„     »ai 

Sm.i 

Rill 

4)    I„,     Sil! 

Itu.i 

itu.i 

5)    ft,is.a,  1Ä,1,3 

»ßi 

Su,i 

6)    Ria,B,    Ä12.4 

«».1 

B:u.j 

7)    Xa.,,    HX.X 

Äl.,! 

»...> 

8)    «I..,,    »u,. 

fe,. 

».4,S 

ieraus  orgiebt  Bich: 

ffua    in  dem  Mittelpunkte  M^^^ 


M]2,M 

Jtfas.M 


116)  Irgend  vier  Kreise  derselben  Ebene  werden  von 
acht  Kreisen  je  gleichwinklig  geschnitten.  Von  den 
Mittelpunkten  dieser  acht  Kreise  liegen  je  viermal  ja 
twei  mit  jedem  der  vier  Uauptpotenzpunkte  dreier  der 
vier  Kreise  in  einer  Geraden.  Von  diesen  16  Geraden 
geben  durch  jeden  der  acht   Mittelpunkte  je  vier. 

Haben  alle  vier  Kreise  denselben  Orthogonalkreis,  so  schneiden 
sich  alle  16  Axen  in  diesem  Punkte.    Hieraus  folgt  sogleich: 

117)  Schneidet  einer  der  ach 
Kreise  gleichwinklig  schneiden, 
oder  aber  wird  er  selbst  von  allen 
nom  Durchmesser  geschnitten, 
Kreise  alle  sieben   Übrigen  znsai 

Oder  auch: 


118)  Besitzen  vier  Kreise  denselb< 
80  werden  sie  ausser  diesem 
mehr  je  gleichwinklig  geschnitten. 


t    Kreiso,    welc 

ho    vier 

unter  rechtem 

Winkel 

vier  Kreisen  über  sei- 

so    fallen    mit 

diesem 

men. 

Iben  Orthogon 

alkreiftf 

keinem  zweiten  Krelae 

AJ/olttr:  Zur  Gsomelrle  rf«   Kreist,  und  dtr  Kuyl. 

Eb  seien  die  Axen  ff,,3  nnd  ff^^  parallel,  dann  liegt  Jtfi«,  in 
nnendlicb  fernen  Pnnkt  der  Ebene.  Alsdann  §ind  aber  auch 
141  '»8»  ™*  jenen  Äsen  parallel.  Es  möBsten  also  auch  die  vier 
fiuesereu  Hauptahuliclikeitaaxen  ff,„,  3^^,  g^^^,  g^^^  mit  einander 
p&rallel  sein.  Da  aber  je  zwei  z.  B.  ^„3  und  3,3,  durch  den  Haupt- 
ahnlichkeitapnnkt  A^  gehen,  so  fallen  diese  zwei  und  folglich  alle 
vier  Hauptähnlictakeitisaxon  zugammeu  z.  B.  ia  g^^^  und  wir  haben, 
d&  jede  HauptähnlichkeitsUnie  zweier  Kreise  diese  glejcbwinldig 
Bchnddet: 

119)  Fallen  von  den  Hauptähnlichkeitsaxen  zn  Tier 
Kreisen  gehörend  je  vier  entsprechende  zueammen,  so 
ist  sie  al§  eine  der  acht  Kreise  aufzufassen,  welche  jene 
vier  Kreise  je  gleichwinklig  schneidet. 

Sollen  ausser  den  Axen  Stm,  ^»m>  -■-  ^^^  j**  (1'^  vier  Axen 
(tin,  Uli,*,  fti3.4,  9n.*  mit  einander  parallel  werden,  bo  rnttssen  djA 
vier  Haaptähnlichkeitsaxen 


wieder  zusammenfallen.  Es  inOsste  also  diese  Axe  selbst  mit  3,^94 
fdentiscb  sein.  Dies  ist  aber  nicht  möglich,  weil  sonst  je  J^i  und  -^14, 
Jf^  nnd  An,  J^  und  Ag^  zusammenfallen  milssten. 

Solleu  nun  aber  endlich   drittens  die  Axen  Svi,3,  S 
Ikt.s  parallel  sein;  dann  müssen  die  Axcn 


ff  12, 3 


ffia,< 


3«.i 


4 

141 


zusammenfallen.  Diese  Gerade  sei  313,3*-  Auf  dieser  liegen  die 
finsseren  Hauptähnlichkeitspunkts  Aj^  und  .^31.  Also  föJlt  anch 
S12.M  mit  pijg4  zusammen.  Dies  ist  aber  wieder  nicht  möglich,  wenn 
nicht  A^i  und  A^^  zusammenfallen.  Es  finde  dies  nun  statt.  Auf 
jni.u  liefen  also  die  sechs  Uauptähnlicbkcitspunktc: 

ErsÜich  die  in  dem  Punkte  ^ij,b4  zusammenfallenden  Punkte 
(  und  Ag^  und  femer  J,g,  J^^,  J^^;  Jjj.  Halten  wir  von  den  vier 
reieen  fc,,  t„  t^,  t^  die  drei  ersten  fest,  während  wir  h^  beliebig  so 
ine  Lage  ändern  lassen,  dass  J,^,  Ä^^  und  folglich  auch  A^^  sich 
Äof  Sissj  bewegen,  so  dass  A^^  fest,  dass  im  allgemeinen  keine  zwei 
■  übrigen  Punkte  A,^,  A^i,  -dgi,  -^w  zusammen  fallen,  und  es  er- 
1  sich  folgende  zwei  Sätze: 

120)   Von   den   acht   Kreisen,   welche    vier   Kreise   je 
tteichwinklig  schneiden,   können  zwei  in  Gerade  über- 
Dann  fallen  aber  von  den  12  Hauptähnlichkeits- 
pltskten   der   vier   Kreise   zwei   gleichartige    zusammen 


TA  Af/^lter:    Zmr   GtAmpJrU  des  KrtiMS  mmd  der  Kmyd. 

nnA  Ton  den  16  Haoptähnlichkeitsaxen  der  vier  Kreise 
fftlles  zweimal  je  vier  in  je  eine  Gerade  zasammen.  Diese 
beiden  Geraden  geben  dorcb  die  zwei  zasammen  fallen- 
den Haapt&bnlichkeitspankte, 

121)  Hat  man  drei  Kreise  mit  einer  ihrer  rier  Haupt- 
Abnlfcbkeftsaxen.  Verbindet  man  einen  beliebigen Pnnkt 
der  Ebene  mit  den  Mittelpunkten  der  drei  Kreise 
ond  zieht  von  den  Schnitten  dieser  Geraden  mit  der 
Haaptfthnlichkeitsaxe  die  Tangentenpaare  beziehlicb 
an  die  drei  Kreise,  so  berühren  die  sechs  Tangenten 
einen  Kreis,  welcher  jenen  Punkt  zum  Mittelpunkt  be- 
sitzt 

Fallen  nicht  nur  die  beiden  Hauptähnlichkeitspunkte  A^  und 
A^  in  dem  Punkte  A^^^  ^ ,  sondern  auch  die  Punkte  A^^  und  A^ 
in  dem  Punkte  ^131  s4  zusammen,  so  ergiebt  sich  folgendes:  Weil 
^1  und  ^84  zusammen  fallen,  so  müssen  die  Hauptähnlichkeitsaxen 
^119  und  giu  folglich  auch  //^i,!  und  g^^.y^  sich  vereinigen.    Ebenso 

^i„3  und  /7iti4  wie  folglich  ^34,^  und  g^^^ 

Weil  ilio  und  A,^^  zusammen  fallen,  so  vereinigen  sich  auch  ^13,2  und 
^ifl»4  ^^0  somit  auch  g^^^i  und  g^^^^^.  Bezeichnen  wir  diese  drei  je 
vierfach  zu  zUhlondcn  Hauptilhnlicbkeitsaxeu  mit  ^12,34,  ^13,24  und 
(ri„i4.    Auf  dor  Ocradon  <7i2,8a  und  ^713,24  liegen  je  die  Punkte 

•^J8i      «^lA»      »^23»      •^24 
•A«>      «Aa»      »^28'      »^34 

Dlos  ist  uhor  nur  möglich,  wenn 

•/14    und    J22 

in  doni  Hc.hnlUpunkto  der  g^^y^^  und  ^713,24  vereinigen.  Beachten  wir, 
dasH,  ^\>\\\\  z.  U.  yti2  und  .A34  zusammen  fallen  würden,  unmöglich 
noch  («in  andrt^r  Hauptähnlichkeitspunkteupaar  sich  vereinigen  kann, 
m)  foUts 

l'J'J)  Fallen  von  den  12  Hauptähnlichkeitspunkten 
von  viiM'  Kroisou  zweimal  je  zwei  zusammen,  so  tun  es 
noch  i^.woi  dor  übrigen.  Von  diesen  sind  zwei  Paare  je 
lUiNHoro  und  ein  Paar  je  innere.  Die  Seiten  des  durch 
dtoMO  ilroi  Punkte  bostimmtenDreiecks  sind  als  vierfach 
t\\  «iUiloudo  Hauptähnlichkeitsaxen  anzusehen.  Ausser- 
dorn  sind  dioAo  drei  Seiten  als  drei  der  acht  Kreise  zn 
botraohton,  welche  jene  vier  Kreise  je  gleichwinklig 
»chwoidow. 


Beachten  wir,  dass  dio  Geraden  Uu'Si  Swmi  ff.wi  "nd  ffatw  sich 
dit  yeroinigeu  könDCn,  so  folgt,  wenn  man  die  Figur  zu  Satz  122) 
1  dem  Princip  der  reciprokcn  Radien  transformirt: 

123)  Von  den  acht  Kreisen,  welche  je  vier  KreiB' 
K«ichwiuklig  schneiden,  können  hÖcbstenB  je  drei  dun 
Mnselben  Punkt  gehen. 

Sollen  yier  Kreise  von  mehr  als  acht  Kreiden  je  gleichwinklig 
_  nitten  werden,  so  ist  das  nur  möglich,  wenn  von  den  16  Axeu 
dt)  je  zwei  and  folglich  je  vier  eutsp  rech  ende  zusammen  fallen.  Es 
ist  alsdann  jeder  Punkt  dieser  Axe  als  Schnittpunkt  der  vier 
vereinigten  Äsen  anzusehen.  Hieraus  folgt  also,  dasa  alle  vier  zu- 
gehörigen Kreiaschaaren  in  ein  und  dieselbe  übergehen.  Hieraus  er- 
giebt  sich  sogleich ,  dass  alle  Wer  Kreise  denselben  Ortho gonalkreis 
besitzen  und  von  keinem  weitern  Kreise  als  denen  der  Ereisschaar 
je  gleichwinklig  geachuitteu  werden.  Da  aber  diese  Schaar  durch 
zwei  Uirer  Kreise  bestimmt  ist,  so  folgt: 

i^")  ■Be%itzcn  vier  Krciae  denselben  Orthogonalkreis 
and  werden  sie  ausserdem  uoch  von  einem  Ereia  gleich- 
winklig geschnitten,  so  werden  sie  von  allen  Kreisen  der 
dnrch  den  Ortliogonalkrcia  und  diesen  Kreis  beatimmten 
Krcisschaar  gleichwinklig  gescbnitten. 


m 


i  Kreise  tj,  tg,  tj,  A-^  denselben  Orthogonalkreis  n:,iu 
und  &Ueu  von  den  1^  Hauptilhnlichkeitspunkteu  zwei  z.  B.  J^  nnd 
A^  zusammen.  Legen  wir  den  orthogonalen  Potenzkroia  A^g,  so  ge- 
hört er  auch  da  er  ftj^^^  zum  Orthogoualkreis  bat,  znr  Schaar 
der  durch  h^  und  l\  bestimmten  Kreisschaar.  Dieser  Kreis  ist  also 
auch  der  orthogonale  Poteuzltreis  zu  k^  und  i-^.  Legen  wir  nun  den- 
jenigen Kreis  a  der  Schaar  Ir^,  h^,  welcher  den  Kreis  .^1,831  zum 
Orthogoualkreis  hat,  und  transformirt  man  das  ganze  System  in  Bezug 
auf  A,2,u  als  Trausformation&kreis,  so  geht  k^  in  /.-g,  nnd  Jc^  in  h^ 
und  umgekehrt  über.  Der  Kreis  a  transformirt  sich  in  sich  selbst 
und  da  er  zn  der  Schaar  (t^  l-^)  gehört,  so  gehört  er  also  auch  zur 
8chaar  (k^h^).  Da  aber  i-^  und  tg,  also  auch  k^  und  tj  den  Kreis 
j4j(jj  nicht  je  gleichwinklig  schneiden,  so  folgt,  dasa  der  Kreis  a  nicht 
orthogonaler  ^otenzkreis  zu  den  Kreispaaren  fcj,  kg  und  h^,  k^  ist. 
Also  iat  der  Schnittpunkt  der  Centrallinien  A,,  A-j  nnd  ig,  i^  nur  dann 
zuBammeufallender  Ilauptähnlichkeitspunkt  der  Kreispaare  Ä„  Jts  und 
Ag,  tj,  wenn  A^stu  die  zwei  Kreise  £j  nnd  £3  gleichwinklig  schneidet, 
und  wir  haben  so: 

125)  Jrgend  zwei  gegebene  Kreise  werden  nur  dann 
von  mehr  als  acht  Kreisen  je  gleichwinklig  geschnitten 


^ 


w. 
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wenn  iie  tlle   desselben  Ort&a^analfcreia  besitz«!!  ' 
Boch   von  einem   tweJten  Kreise  gleichwinklig   geschl^ 
leu  werdeB. 

Wir  hftben  insbesondere: 

136)   Tier    Kreise    werden    von    nllen   Kreisen 
Kreisscbaar    gleichwinklig    geschnitten,    wenn   sie 
denselben   zam  Ortbogonalkreis   besitzen   and  wenn 
sechs   Insseru   Äehnlichkeitspnnkte   naf   derselben 
rnden  liegen.     Diese   Gerade    ist  dann   Potenilinie   i 

isschnar. 

127)  Vier  Kreise  werden  Ton  allen  Kreisen  zw6^ 
Krcisschaaren  je  gleicbwioklig  geschnitten,  we 
denselben  Orthogonal  kreis  besitzen  und  wenn  irgeal 
zwei  der  insseru  Haaptähnlichkeitapnnkte  zusamme 
fallen.  Die  Potenzlinien  gehen  darch  diesen  doppelt' 
Hanpt&buUchkeitspnnkt. 

128)  Vier  Kreise  werden  von  allen  Kreisen  dreier 
Kreisschaaren  je  gleichwinklig  geschnitten,  wenn  sie 
denselben  Ortbogonalkreis  besitzen  nnJ  wenn  itweimal 
je  zwei  der  V2  Hauptähnlichkeitäpnnkte  znaammenfallfin. 
Die  drei  Potenzlinien  sind  die  Geraden,  welche  je  durch 
jene  zwei  nnd  noch  dvrch  einen  dritten,  darch  jenen  be- 
dingten doppelten  Hanpt&hnlicfakeitspunkt  bestimmt 
sind. 

129)  Vier  beliebig  gewählte  Kreise  können  dnich 
nicht  mehr  als  durch  die  Ercise  dreier  Kreisschaarea 
je  gleichwinklig  geschnitten  werden.  ^ 

Beachtet  man  den  Satz  116),  so  folgt:  fl 

190)  Vier  Kreise  können  im  allgemeinen  durch  eineä^ 
Kreis  nntor  dem  bestimmt  gegebenen  Winkel  a  geschnit- 
ten  worden.    Jedoch  in  specieller  Lage  kann  er  zn  vier 

Kreisen,  1,  2,  3,  4,5,  6,  jedoch  nie  mehr  als  sechs  Kreise 

geben,  welche  4  Kreise  unter  dem  gegebenen  Winkel.s 
Bobuelden. 

Ebenso  folgt  aas  demaelbon  Satze: 

131)   FUnf  Kreise  derselben  Ebene  können  im  allg<i 
meinen  von  keinem  Kreise  gleichwinklig,  jedoch  in  Bpd 
^Olellen  Fallen   von  l,  3,  3,   1,  &  oder  höcbstena  von  4 
KreUen  je  gleichwinklig  geschnitten  werden: 


Äfjolt^r:    Zur 
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wie  oben  leicht  der  folgende  Satz 
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Ans  obigen  Betrachtangen  ist  leicht  ersichtlich: 

133)  Irgend  fünf  Kreise  kCtnnen  von  nicht  mehr  kll 
den  Kreisen  einer  Schaar  jo  gleichwinklig  geschnitten^ 
werden. 


131)  Irgend  fünf  Kreise  können  höchstens  ti 
reisen  je  unter  dem  gegebenen  Winkel  a  geachu: 
erden. 


Den  Satz  132)  können  wir  verallgemeinert  so  aussprechen: 


135)  Haben  irgend  n  Kreise  denselben  Orth< 
kreis  und  schneiden  sie  alle  eineu  Kreis  einer 
unter  dem  Winkel  «i,  einen  zweiten  Kreis  nnter  dem 
Winkel  a^  nnd  gehört  aach  jener  Orthogonalkreis  zn  der 
Kreisscbaar,  so  schneidet  joder  Kreis  dieser  Schaar  alle 
n  Kreise  je  unter  gleichen  Winkeln.  Insbesondere  gieht 
es  zwei  Kreise,  welche  unter  demselben  Winkel  schnei- 
den. Diese  beiden  Kreise  haben  den  Ortbogonalkreis 
znm  orthogonalen  Potenzkreis.  Eine  der  Hauptähnlich- 
keitspunkto  von  je  zwei  jener  n  Kreise  liegt  auf  den 
ptonzlinien  dieser  Kreisscbaar. 


I 
I 


ffieraus  folgt  umgekehrt: 


136)  Alle  Kreise,  welche  von  zwei  Kreisen  unter  dem 
Winkel  «  und  beide  gleich  oder  ungleichartig  schneiden, 
haben  den  einen  orthogonalen  Potenzkreis  dieser  zwei 
Kreise  zum  Orthogonalkreis  und  der  eine  Hauptähn- 
lichkeitspunkt von  je  zwei  von  ihnen  liegt  auf  der  Po- _ 
tenzlinie  dieser  beiden  Kreise.  I 


AUeKreise 
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e  je 
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icbwinklig 

oder 

angleich  oder 

gleichartig 

BChne 

den 

be 

issen 

wir 

eine 

Kreisreihe. 

je  untor  dem  Winkel  a  geschnitWii ,  wo  je  die  Kreise  Jtf  und 
Bezug  auf  den  Orthogonolkreia  Wj^  der  drei  Kreise  t,,  i,,  , 
polarreciprok  entsprechen.  Von  diesen  acht  Kreisen  giobt 
sechsmal  vier  Kreiae,  welche  je  eine  der  sechs  ortiiogonalen  Potenz- 
kreise znm  Orthogonalkreis  haben.  Es  ist  z.  B.  der  Kreis  .4,,  Or- 
thogonal kreis  zu 


■^Aaa 


^'w> 


M',. 


► 


Nehmen  wir  in  Bezug  auf  ^m  als  Trausformationskreis  nach  dem 
Princip  der  rociproken  Radien,  so  gehen  die  vier  Kreise  M  in  sich 
selbst  Über.  Der  Kreis  i,  transformirt  sich  in  t^  und  umgekehrt  und 
den  Kreisen  b^  entspreche  der  Kreis  ia,jg.  Es  schneidet  alsdann  ancli 
ki,ii  die  vier  obigen  Kreise  Af  unter  beziehiich  dem  Winkel  a.  Hier- 
alis  folgt  der  Satz: 

137)  Von  den  acht  Kreisen,  welche  drei  Kreise  unter 
dem  Winkel  a  schneiden,  giebt  es  je  sechsmal  vier 
Kreise,  welche  jo  noch  von  einem  vierten  Kreise  unter 
demselbou  Winkel  u  geschnitten  werden.  Diese  sechs 
Kreise  besitzen  mit  den  drei  Kreisen  denselben  Ortho- 
gonalkreis. 

Bezeichnen  wir  diese  6  Kreise  mit  Aj.za,  A'i.aa;  *3,ai,  *'2.ai; 
i3,i3i  A's.ia,  so  sind  diese  nach  dem  obigen  nnabhängig  von  dem 
Schnittwinkel  a  der  acht  Kreise  M.  Von  diesen  6  Kreisen  ii.^, 
werden  je  drei  von  zwei  zugeordneten  der  acht  Kreise  M  gleich- 
winklig nnd  gleichartig  geschnitten.  Z.  B.  werden  die  Kreise  ii.is; 
fe.si;  fc,i2  von  den  zwei  Kreisen  JM123,  M'm  gleichwinldig  und  gleich- 
artig geschnitten.  Ferner  *i,33,  i's.sii  *'a,  lavon  J/as,  1,  M'i3,\  Ptc, 
Bieraus  folgt: 

138)  Bestimmt  man  zu  je  zwei  von  drei  heliebig  ge- 
■^egenen  Kreisen  die  orthogonalen  Potenzkreise,  be- 
stimmt  alsdann    in    Bezug    auf  jeden    von    diesen    den 

ociprokcn  Kreis  je  des  dritten  Kreises,  zu  welchem 
i^icser  Kreis  nicht  als  orthogonaler  Potenzkreis  gehört, 
80  erhalten  wir  auf  diese  Weise  sechs  den  drei  ersten 
Kreisen  beigeordnete  Kreise.     Jeder   dieser   Kreise    hat 


ÄffoUer:   Zur  Gtomtrit  Aes  Krmr,  und  ,Ur  K«ge). 


Ikreia  jener  drei 
und  wird  mit  de: 


Kreise  selbst  zum  Or- 
1  beigegebenen  Kreiseu 
weier  Kreisscliaarcn  j 


<aeii  Orthogo 
-fctiogonalkrei 
ipon  den   sämmtlichf 
gleichwinklig  gesch. 


139)  Alle  Kreise  Ton  den   vier  Kreisschaaren,   dereii'j 
Kreise  je  drei  Kreise  gleicbwinklig  scbneiden,   schnei- 
den je  drüi  der  sechs,    die  den    drei  Kreisen  beigeordne- 
ten, je  unter  demselben  WinkL-l,  wie  dicso  drei  Kreise  J 


^  Oder  aach : 


■ 

^H|  140)  Drei   Kreise   m 
^^Rermal  je  sechs  Kreis 

^gebi 


t   ihren   6 
von  je  eim 


3igeordnetGu   bildeit.J 
■  Kreisreihe. 


Bezeichneii  wir  allgemein  die  acht  Kreise,  welche  ja  vier  ge^J 
'gebene  nuter  gleichen  Winkeln  schneiden,  mit  Mxgst,  so  sind  sie  ge»  T 
geben  durch: 


Jf,jj4;    A/ias,*-,    3/33»,  i; 
r  von  diesen  die  vier  Kreise 


Mm 


Mas,  4 


Jlfiai,  3,    Afia,  34 


BD  sind  die  äussern  Kreise  in  Bezug  auf  l.\  tind  l:^  und  besitzen  da-- 
her  den  orthogonalen  Potenzkreia  A^^  selbst  zum  Orthogonalkreis. 
Nehmen  wir  Aj^  zum  Transformationakrcis  und  transformiren  die  4 
Kreise  l-  nud  die  vier  Kreise  jlf,  so  gehen  letuttire  in  sich  selbst  über. 
Femer  wird  ans  ij  der  Kreis  t^  und  umgekehrt  und  zu  k^  und  t^ 
gehören  /.-g.ia;  h,ii-  Diese  schneiden  die  vier  Kreise  M  beziehlich 
unter  demselben  Winkel  wie  sie  bezichlieb  die  Kreise  k^  achneiden, 
und  wir  haben; 


141)  Die  24  zu  je  G  und  6  je  dre 
beigeordneten  Kreise  schneiden  : 
12inal  je  vier  der  acht  Kreise,  wel 
gleichwinklig  schneiden,  nuter  d< 
diese  vier  die  gegebenen  vier  Krei: 


Schueiden  sich  die  drei  Kreise  k^,  k^,  k^  in  den  drei  Puuktß- 


so  sind  dies  in  Bezug  auf  den  Orthogonalkreis  n  jener  drei  Kreise 
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'  SugtL 


I 


tln>l  Vbmi  iioloiTOciprok  ontsprechender  Pankte.  Je  drei  von  dies 
tochiPunkteo,  nutur  denen  drei  sich  je  keine  zwei  pokrreciprokecK 
intaprccbendu  bulinden,  btistiiumeu  oiuea  Kreis.  Wir  erhallen  60  di^ 
Knüiü 


^'iu  =  (p'uP'uP'i 
w'uj  =  (p'it  P'n  p": 
m'ia,i  =  ip'it  p"«fl  p'i 

m'lS3=(p")Bp'sBj''; 


i)i  (p"!.  p"m  p'si)  =  mVa 
l)i  ip"!!  P'iS  P"»t)  =  w'Vl 
i);     (p'u  p"ti  p"si)  ^  "»"le^ 


61^^^ 


Von  dioBon  Kreisen  entsprochen  sich  je  dieselben  zwei  derselben  Zei 
als  polarrecipruko  in  Bezug  auf  den  Onhogonalkrcis  n  als  Trans- 
fonnntionskrcis.  Joder  Kreis  der  nun  z.  B.  ni'1,3  und  m'\^  gleich- 
winklig schneidet,  hat  den  Kreis  ji  zum  Orthogonalkreis.  Nnn  gieht 
es  aber  je  acht  Kreise,  welche  von  diesen  acht  Kreisen  m  je  vier 
gleichwinklig  schneiden.  Es  achneide  K  die  Kreise  m',}j,  m'31,2, 
m'ai.i  und  m'\„  unter  demselben  Winkel,  so  folgt  sogleich,  dass  er 
auch  die  Kreise  (»"31,3  und  m"ia.i  noch  unter  dem  gleichen  Winkel 
schneiden  muss. 

Beachtet  man  femer,  dass  alle  Kreise,  welche  n  zum  Orthogonal- 
kreiti  haben  und  irgend  zwei  gleichwinklig  schneiden,  anch  noch  die 
polarrcciproken  unter  denselben  Winkeln  je  gleichwinklig  schneiden, 
,  80  folgt: 

142)  Von    den  acht  Kreisen   m,   welche  dnrch  je  drei 
tfer  sechs   Schnittpunkte    dreier   Kreise    bestimmt  sind 
'  [wo  unter  den  SchnittpunkCtripoln  keine  zwei  zusammen- 
gehörende der  drei  Schnittpuuktpaare  sind)  werden  vier- 
mal je  sechs  von  einem    und  nnr  einem  Kreise  je   unter 
elbenWinkel  geschnitten.   Yen  obigen  achtKreisen 
irden  jedoch   sechsmal  je   vier  je   von  den   Kreisen 
<   wenigstens  einer  Kreisschaar  je  gleichwinklig  gescbuit- 
d;  also  insbesondere  von  je  zwei  Kreisen  berührt. 

Subigon  hei  Solothum,  den  29  Mai  1874. 


teÄlo;  J^tpatiri/cht  Bilder  dei   AV«. 


Uvische  Bilder  des  Kreises  nnd  dlrecte  Bestlramung  J 
ihrer  Durchmesser. 


Gustav  Ad.    K  Peiekka 

drr  k.  k.  uchniichen  llocharhiile  i 


Diu  Perspective  ciues  Kreise-s  ist  im  Allgemeinen  eine  Linie 
zweiter  Ordnung.  -Bekanntlii'ii  kann  ein  Kegel,  dessen  Leitlinie  eine 
Curve  zweiter  Ordunng  (hier  ein  Kreis)  ist,  wieder  nur  in  einer  Linie 
derselben  Ordnung  durch  eine  Ebene  geschnitten  werden.  Hierans 
folgt  unmittelbar,  dass  ein  Kegel  von  kreiBförmiger  Leitlinie,  durch 
die  Bildebene  geachnitt«n,  entweder  einen  Kreis,  eiue  Ellipse, 
Perabel  oder  eine  Hyperbel  als  Sehnittfignr  liefern  werde. 

Ein  Kegel  von  lireisförmiger  Leitlinie  kann  nur  durch  zwei  ver 
schiedenc  Lagen  von  Ebenen  nach  Kreisen  geschnitten  werden,  wovon  ^ 
die  eine  Lage  durch  dio  Basisebene  bestimmt  ist;  es  wird  somit  die 
PersperCtive  eines  Kreises,  ansser  einer  zweiten  besonderen  Lage  der 
Kreiaebene,  nur  dann  ein  Kreis  sein  können,  wenn  derselbe  in  einer 
zur  Bildcbcue  parallelen  Ebene  liegt. 

Ist  die  Kreiaebene  gegen  die  Bildfläche  geneigt  nnd  erreicht  die  | 
Peripherie  des  Kreises  eine  durch  das  Auge  parallel  zur  Bildfläcfae  j 
gefOhrte  Ebene  {Terschwindungsebenc)  nicht,  so  wird  sich  als  das 
perspectivische  Bild  des  Kreises  eine  Ellipse  ergeben;  findet  hingegen 
ein  blosses  Beratren  des  Kreises  mit  der  eben  erwähnten  Verschwin- 
dnngsebene  statt,  so  nird  die  Perspective  des  Kreises  eine  Parabel 
aän,  während  endlich  in  jenem  Falle,  wo  der  Kreis  die  Verschwin- 


ovon^^^l 

""e 
r 


a)  PenpeotIvisobeH  Bild  des  Ereltos  ala  Fu-kbeL 


Ptiehha-.    Ptrujitflloin^t  Bilder  des  Kreist) 

Sgsebene  schnoidt-t,  das  Kreishild  als  Hyperbel  crschomt. 
dio  Eboae  des  Kreisoa  durch  daa  Auge  gehen,  so  stellt  sitli  dessc 
Perspective  ala  gerade  Linio  dar. 

^^"   In  einer  Ebene  E  (Fig.l.),  deren  Bildflächtrace  E»  ut^ 
ileron  Fluclit-    oder  Verschwindungslinie  i,'»  sei 
Krois   K  derart   gegeben,    dass    dessen   Periph 
durch  daa  Projectionsceutrnm  O  (Auge)  zur  Bildebe 
Be  parallel  geführte  Ebene   (VerBubwinduEgsebeue)  bd 
rUbrt;  es  ist  dessen  Bild,  welches  als  Parabel  erschcinj 
zn   construiren,    so   wie    die   Kauptaxe    sowohl, 
Scliciteltftn^eute  des  Bildes  direct  zu  bestimnn 

Man  denke  sich  vor  Allem  die  Zeicbnungsfläche  vorbereitet,  s 
das  Auge  O  um  die  Verscbwinduiigalinie  E,  nach  O^  (Nebenauge" 
in  die  Bildebene  (Zeichnnngsüäche)  Bs  umgelegt,  und  den  gegebenen  1 
Kreia  K  ala  auch  die  Spnrlinie  E,  (d.  i.  jene  Gerade,  in  welcher  die 
Ebene  B  die  Versch windungsebene  Tg  schneidet,  and  deren  Abstand 
von  der  Bildflächtrace  Ej,  gleich  iat  der  Entfernung  dea  Projcctions- 
centrums-  von  der  Fluchtlinie  £,)  um  die  BildflilchtraCB  Et,  in  die 
Bildebene  in  gleichem  Sinne  gedreht  Sei  in  dieser  Lage  o^  der 
Kreismittelpunkt  und  Äq  der  Berührungspunkt  des  Kreisea  mit  der 
Spurlinie  Es,  SO  wird  selbstverständlich  das  perspectivisdio  Bild  des 
Berührungsradius  bf,c^5,  nach  dem  derselbe  den  unendlich  fernen 
Punkt  5(1  mit  dem  Kreisbilde  gemein  bat,  ein  Durchmeaser  der  Pa- 
rabel sein.  Nachdem  b^c^S  auf  der  Bildflächtrace  i't  senkrecht  steht 
und  i  der  Dnrchstosspnnkt  mit  der  Bildebene  ist,  wird  das  perspec- 
tivischo  Bild  desselben  durch  die  Verbindungslinie  dea  der  Ebene  E 
ontsprecheudeu  Nebenauge])  unk tes  A^  mit  dem  Punkte  S  repräsentirt. 

Um  nun  die  Scheiteltaugente  und  die  Hauptaxe  des  Kreisbildes 
(Parabel)  zu  bestbnmen,  hat  man  blos  zu  erwägen,  dass  alle  Durch- 
messer der  Parabel  untereinander  parallel  seien  und  dass  die  Scheitel- 
taugente zu  denselben  senkrecht  stehe.  Bedenkt  mau  ferner,  dass 
Gerade,  deren  perspectiv! sehe  Bilder  untereinander  perallel  sind,  sich 
sämmtlicb  in  einem  Pnokte  s  der  Verschwindungsebeue  Fe  schneiden 
und  dasB,  wenn  diese  Geraden  in  einer  Ebene  liegen,  der  erwähnte 
Schnittpunkt  in  der  Spnrlinie  E,  der  besagten  Ebeue  /i  sich  ^ 
linden  müsse,  so  wird  sich  ohne  jedwelche  Schwierigkeit  daa  a 
strebte  Resultat  ergeben. 

Führt  man  nämlich  eine  Senkrechte  60  zn  Ä^S,  so  wird  diosfd 
als  das  Bild  einer  Geraden  in  der  Ebene  E  und  O^a  \\  8a  gleichaaj 


und  ilirec'e  Batimynung  ihrtr  Durchniaier. 

i  deren  ParallelstralJ,  bo  wio  «  in  der  Spnrlinie  E,  als  deren  Sdioilt^ 
ikt  mit  der  Verschwindungsebeno  Pg  aufgefasst  werden  können. 

Idar,  daBS  alle  Geraden  in  der  Ebene  E,  welclie  sich  \ 
a  Bchneiden,  untereinander  parallele  und  zn  AfS  aenkreoht  stehende 
Bilder  beBilaen.  Zieht  mau  demnach  von  «  an  den  gegebenen  Kreis 
iT  die  Tangente  r^,  so  wird  sich  das  Bild  (  derselben  als  Tangente, 
an  die  Parabel,  senkrecht  zu  ^,J,  darstellen  nnd  die  Scheiteltangi 
an  besagtes  Kreisbüd  liefern. 

Bestimmt  man  nun  den  Bcrfihrungepnnkt  o  der  Tangente  T  im 
Bilde  d.  i.  «,  was  entweder  mittelst  des  Nobenaagps  O,  nnd  dea 
■Nebenangen pnnkt<>8  Ai  [«)9  senkrecht  zu  Ey,  ß  mit  -1,  uud  a  mit  O^ 
verbunden  gibt  im  Schnitte  der  letzteren  den  gesuchten  Schnitt- 
punkt n]  oder  direct  dadnrch  geschehen  kacn,  dass  man  den  Dnrch- 
schnittspunkt  ^  von  o*  mit  der  Bildebene  bestimmt  und  durch  diesen 
Funkt,  nachdem  er  auch  dem  Bilde  von  ««  angehört,  eine  zn  SA^ 
■echte  aJ  führt,  nm  durch  letztere  die  Schoitcltaugenfe  ( 
^CTspectivischen  Bildes  I  II  m  a  . . .  nnd  im  Schnitte 
'mOf  den  Scheitel  a  der  Parabol  zu  erhalten. 

Pnrch  a  eine  Parallele  aM  za  A,6  gezogen,  liefert  die  gesnchl 
Uauptaxe  der  Parabel. 

Sollten  noch  anderweitige  Punkte  des  perspocti  vi  sehen  Bildes, 
die  aelbstvorständlich  paarweise  in  den  Senkrechten  zur  llanptase 
rjV liegen  mttssen,  gefunden  worden,  so  wird  man  den  Kreis  K  von 
s  aus  dnrch  Strahlen  sl,  «2,  *3, . . .  teilen  und  jeden  einzelnen  Strahl 
eammt  seinem  Kreisachnittpunkt  bildlich  bestimmen.  Zu  diesem  Be- 
hnfe  wird  man  beispielsweise  1  und  1,  mit  s  verbinden,  durch  den 
Schnittpunkt  f  mit  der  BUdcbonß  eine  Parallele  zu  (  fuhren  und  die 
Bilder  1  und  I,  mittelst  der  Strahlen  lOj  nnd  IjO»  besHmnien, 


;ento,^^ 
lenta^H 

r  Im  -- " 


detJfl 

M 


In 


b)   Perspectlviaches  Bild  des  Kreises  als  n]>perbel. 

K  gcgehei 


iner  Ebene  E  {Fig.  2.) 
die    Verschwindungs 
e  Es  in  zwei  Pnnhten 
<en  Bild,  welches  als  H/p 


ist  ein  Kl 
ibeuo  Pb, 
ir,  und  ffj  E 
rbol  ersoh 


J 


:hneidet;  es  ist 
lint,  darzustel- 


^a  und  sind  dessen  Axen  direct  zu  bestimmen. 

Denkt  man  sieb  das  Auge  O  um  die  Fluchtlinie  £p  der  Ebene  E 
1  Of  (Nebenauge)  nnd  die  gegebene  Ebene  E  aammt  den  in  ihr 
lüden  Kreis  K  und  der  Spurünio  E,,  um  die  Uildfüichtrace  Ei, 
1  E  nach  derselben  RicMung  in  die  Bildebene  gedi'eht  iiiiil 


^Ö  Ptiekka;  Persptctivische  Bilder  du  Ri-etsa 

In  dieser  Lage  in  den  Schnittpunkten  o,  nud  e^  dea  KreiBes  mit  B,  I 
die  Tangenten  t,  und  r,  an  den  nmgelegten  Kreis  A'  gefahrt,  sp  wird    I 
man  bloss  die  Bilder  der  letzteren  zu  bestimmen  habeu,  um  sogleicli    | 
diö  Asymptotfin  des  perspectiv ischcn  Kreiabildes    (der  Hyperbel)   zu 
erhalten;  denn  es  ist  bekannt,  dass  allen  Punkten  der  Geraden  E»,    \ 
also  auch  den  Punitoa  o^  und  a^  Bilder  in  unendlicher  Entfemnng    | 
entsprechen,  daas  Tangenten  im  Originale  auch  als  Taugenten  im 
Bilde  erscheinen,  dass  folglich  auch  die  Tangenten  r,  und  Tg  an  den 
Kreis  K  als  Tangenten  an  die  Hyperbel  H  sich  darstellen  mflssen, 
und  dass  endlich,  weil  ihre  Berührungspunkte  d.  h.  die  Bilder  der 
Punkte  Ol  und  ffj  im  Unendlichen  liegen,  diese  Tangenten  in  die 
Asymptoten  f,  und  (^  d«*  Hyperbel  übergehen. 

Die  letzteren  wurden  einfach  dadurch  bestimmt,  dass  man  deren 
Durchstossponkte  i^  und  S^  mit  der  Büdebene,  so  wie  deren  Flucht- 
oder Verach Windungspunkte  r,  und  v^  mit  Zuhilfenahme  der  entspre- 
chenden Parallelstrahlen  O^v^  und  O^i-j  ermittelte  und  die  bezeich- 
neten Punkte  ii  und  «„  d,  und  t«,  mit  einander  verband.  Der  Schnitt- 
punkt dieser  beiden  Geraden  ä,?',  und  S^v^  gibt  den  Mittelpunkt  M 
der  Hyperbel. 

Halbirt  man  den  Asymptotenwinkel  'jJfij,  so  repräsentirt  dio 
Halbimugslinic  MZ  die  Riclitung  der  realen  AxO  der  Hyperbel,  welche 
letztere  als  das  Bild  der  Geraden  ieq^q  erscheint.  Um  nun  die  anf 
der  Richtung  von  MX  liegenden  Scheitel  des  Kreisbildes  zn  finden, 
hat  man  eben  blos  di^enige  Gerade  ao^t,  in  der  Ebene  E  aiUzusuchen, 
als  deren  Bild  sich  die  Richtung  AIS  ergab.  Verbindet  man.  zu  die- 
sem Behufe  das  Nehenaugo  Og  mit  dem  Fluchtpunkte  gr,  welcher  in 
der  Fluchtlinie  E,  der  Ebene  E  liegt  und  fährt  man  zu  dorn  so  ge- 
fundenen Farallelstrahl  O^^  durch  den  Dnrchstosspnnkt  d  von  MS 
mit  der  Bildebene  eine  Parallele  do^ioi  so  hefern  a,  und  Sa  die 
Schnittpunkte  der  bildlich  dargestellten  Geraden  MS  mit  dem  Kreise 
E  in  der  in  die  Bildebene  hineingedrehten  Lage. 

Die  Bilder  a  und  6  dieser  beiden  Punkte  a^  und  in  werden  sich 
.  in  dem  Bilde  MS  einfach  dadurch  ergeben,  dass  man  die  Teilstrahlen 
Ojdo  und  Ojfio  zieht.  Nachdem  ferner  Punkte  des  Kreises  im  Bilde 
als  Punkte  der  Hyperbel  sich  darstellen,  die  Punkte  a^  und  60  aber 
auf  der  Axe  der  letzteren  liegen,  so  müssen  deren  Bilder  a  nnd  b 
die  Scheitel  der  Hyperbel  sein ,   also   die  reelle   Axe   ab   dieselben 


Fuhrt  man  durch  einen  dieser  Punkte,  etwa  dnrcb  a  eine  Souk- 
,   rechte  yt  zn    MS,   so  werden    die  beiden  Asymptoten  i,  und  t^   in 
den  zwei  Funkten  y  nnd  t  geschnitten,  deren  Abstand  ye  =  ce  die 
Bichtung  und  Länge  der  imaginären  Hyperbelase  oe  bestimmt. 


und  dirtele  Batimmvny   ifirer  Durdatititzr. 

l  IJm  beliebige  znr  Hanptaxe  MX  aymmetrisch  li^eiide  Punkt« 
P  Ereisbildes  I  IT  III  ...  zn  fixiren,  verfahre  man,  wie  bei  der 

itabel  bereits  gezeigt  wurde.  FUbrt  man  aftmlich  durch  O^  otne 
Senkrechte  zu  MX,  welche  die  Spurlinie  E,  m  a  trifft,  und  lagert 
man  durch  »,  ala  Träger,  ein  Strahlenbüschel,  dessen  Strahlen  die 
Kreispeiipherie  in  1,  S,  3,  4,  ...  Bchneideu  and  bestimmt  man  auf 
analoge  Weise  wie  vorher  die  Bilder  der  einzelnen  Strahlen,  so  wia 
jene  I  H  ...  der  KreiBpankle,  so  ergibt  Bich  durch  Verbindung  der 
aufeinanderfolgenden  Funkte  I  III  V  a  VI  . . .  das  Bild  des  Krdses 
als  Hyperbel. 

Anmerkung.    Häufig  tritt  der  Fall  ein,  d&ss  der  Mittelpiukt  iCi 

ausserhalb  der  Grenzen  der  Zcichnungsflache  fällt;  man  hat  dahef 

die  Hjperbelaxe  nach  einen  unzugänglichen  Punkt  M  zu  führen. 

I  Unter  dieser  Voraussetznag  könnte  man,  um  die  Richtung  der  Axe 

I  MX  nnd  den  Scheitel  des  einen  Hyperbelastes   zu   bestimmen, 

aUenfalla  folgends  vorgeben: 
\  M.«ii  ziehe  in  beliebigen  Punkten  n,  und  n^  der  gefundenen 

,  Asymptoten  ;,  t^  auf  letztere   die  Perpendikel   n^  l^   nnd  n,  i,, 

I  mache  die  Strecken  Jijii  =  Jt^l^  und  itifi^  ■=  «a(ij,  führe  so- 

I  dami  durch  H,  und  l^,  so  wie  durch  fi,  und  ^  Parallelen  zu  dea 

k Asymptoten  und  bestimme  deren  Schnittpunkte  |  und  if. 

^^^^B  Diese  beiden  Punkte  i  und  >|i,  welchen  gleiche  Abstände  von 

^^^^P  den  Asymptoten  entsprechen,  miteinander  verbunden,  bestimmen 
^^^^fti^e  Halbinmgslinie  des  Asymptoten  wink  eis  und  folglich  die 
^^^^^^chtnng  der  reeUen  Axe. 

In  einer  Ebene  E  (Fig.  3.)  ist  ein  Ereis  K  gegebe 
welcher  die  durch  das  Ange  O  (ProjectionBcentrum)  p 
rallel  zur  Bildebene  geführte  Ebene  Fg  (Verschwindungs- 
«bene)  nicht  schneidet;  es  ist  dessen  perspectiviscbes 
Bild  (Ellipse)  zu  construiren  nnd  sind  die  Durchmesser 
der  sich  diesfalls  ergebenden  Ellipse  direct  zu  be- 
stimmen. 

Sei  Os  das  in  Bezug  auf  die  Ebene  £  nm  £>  in  die  Bildebene 
umgelegte  Auge,  K  der  in  E  liegende,  um  E,  in  gleichem  Sinne  ge- 
drehte Ereis,  nnd  E,  die  Spnrliuie  in  der,  gleichfalls  nm  Eb,  in  die 
Bildebene  gebrachten  Lage. 


e)  FerspectlTlscheH  Bild  des  Kreises  als  Ellipse. 


4 


Denkt  man   sich  durch  den  Mittelpunkt  t 
umgelegten  Kreises  R  eine  Senkrechte  acS  xui 


des  in  die  Bildebene 
Bildfläch trace  Ei,  ge- 


i 


OS  Pesehha:  PerspeclwlicHt  Bilder  det  Kre!ses 

zogen,  so  wird  sie  die  letztere  und  folglich  auch  die  Bildebene  im 
Punkte  d  und  die  Spurlinie  in  s  treffen. 

Zieht  man  von  j  aus  Tangeuton  r,  und  tj  an  den  Kreis  K,  bo 
werden  deren  Bilder  (j  und  (3  zu  einander  parallel  und  zugleich  Tan- 
geuten an  die  Ellipse  sein;  denn  wenn  sich  in  einer  Ebene  Gerade 
vorfinden,  welche  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  so  wird  das  Gleiche 
von  ihren  Bildern  gelten,  wenn  aber  der  Schnittpunkt  s,  in  der  Ebene 
E,  in  die  Gerade  E,  fällt,  welche  als  Schnitt  der  durch  das  Auge  O 
parallel  zur  Bildebene  gelegten  Ebene  mit  E  resultirt,  so  ist  deason 
Bild  in  der  Bildfläche  [nachdem  der  Projoctions strahl  Os  in  der  znr 
Bildebene  Be  parallolen  Ebene  Pe  liegt,  also  zu  Bs  selbst  parallel 
ist]  im  üueudliclien  zu  suchen.  Die  Bilder  so  bczeicbueter  Geraden 
haben  also  den  unendlich  fernen  Punkt  gemeinschaftlich,  erscheinen 
somit  unlereiuauder  parallel;  es  wird  folglich  das  Bild  ab  der  Be- 
rühnmgsBebiie  oofio  im  umgelegten  Kreise  einem  Durchmesser  der 
Ellipse,  welche  als  Perspective  des  gegebenen  Kreises  erscheint, 
entsprechen. 

Da  die  Sehne  aj,b(,  zur  Bildebene  parallel  läuft,  mnss  auch  deren 
Bild  ab  zur  Bildflächtrace  £&  parallel  erscheinen  und  os  werden  unter 
dieser  Voraussetzung  die  Strecken  im  Originale  in  dem  nämlichen 
Verhältnisse  wie  jene  im  Bilde  geteilt.  Es  liegen  folglich  die  Hal- 
birungspunkte  o  und  o,,  von  ah  und  00*0  "^i'  ^i  ""^^  derselben  Ge- 
radon, Hiervon  wird  selbstvers ländlich  o  den  Mittelpunkt  des  per- 
apectiviscbeii  Bildes  bestimmen,  während  oq  den  ihm  entsprechenden 
Punkt  im  Kreise  K  repräsentirt. 

Was  nun  den  zweiten  zu  ab  conjugirteu  Durchmesser  ef  betriffi, 
BO  bat  mau  blos  zu  bedenken,  dass  derselbe  zu  deu  Tangenten  ^ 
und  tg  parallel  sein  müsse,  dass  er  also  in  der  Umlegung  mit  den 
Tangenten  t^  und  Tj  den  Punkt  *  gemeinschaftlich  habe  und  daaa 
sein  Bild  mit  dem  von  afac^ef,  Übereinstimme.  Letztere  Gerade,  welche 
die  Bildeboae  in  ö  trifft  und  Benkroeht  zur  Bildflächtrace  Ei,  steht, 
hat  bekanntlich  ihren  Vcrschwindungspunkt  im  Nebenaugenpunkte  Ä^, 
daher  die  Vorbindungsgerade  Aj6  das  Bild  des  Kreisdurchmessers /„eo 
darstellen  wird.  Nachdem  aber  A^ä  parallel  zu  /,  und  (j  liegt  und 
durch  deu  Mittelpunkt  o  der  Ellipse  gebt,  so  ist  0.4,  die  Richtung 
des  zu  ab  conjugirteu  Durchmessers  des  Kreisbildes.  Um  dessen 
Greazpnnkte  e  und  f  zu  erhalten,  wird  man  blos  durch  _/„  und  e^  die 
TeiLstrahlen  0^/"o  und  Ose^  zu  ziehen  und  diese  mit  der  Richtung 
derselben  zum  Schnitte  zu  bringen  haben,  wodurch  sich  der  zu  ab 
conjugirte  Durchmesser  in  fe  ergibt. 


d)  FenpectlvlsGhes  BUd  des  Kreises  aia  Kreis. 

1)  In  der  Bildebene  Be  sei  ein  Kreis  E,  Fig.  4,  fernst  • 
Bei  das  Projectionscentrum  (Auge)  O  Uaruh  den  Di- 
Etanzkreis  D,  so  nie  die  ortbogouale  Projectioii  Ä  (Ango- 
pBnkt)  von  O  auf  der  Bildebene  gegebun;  es  ist  eine 
Ebene  £  zu  suchen  und  in  dieser  ein  Kreis  Ki  2D  be- 
Btimmen,  dessen  centrale  Projection  fUr  das  Centram  O 
den  Kreis  K  gibt. 

Legt  man  dnrcb  die  Basis  eines  schiefen  Kreiskegcls  eine  Engel, 
so  schneidet  diese  bekanntlich  den  erstercu  in  einem  zweiten  Krttiso', 
denn,  wenn  sich  zwei  Flächen  2,  Ordnung  (also  auch  die  Kugel  und 
der  Krciskegel)  schneiden,  so  sind  deren  SchuitÜJiiieu  (deren  es  im 
AUgemeiuen  zwei  gibt)  innere  Carven  derselben  Ordnung.  Ist  der 
eine  Schnitt  ein  ebener  (im  vorliegenden  Falle  die  Basis  des  Kegels), 
so  muHs  es  notwendigerweise  auch  der  andere  sein.  Im  vorliegenden 
Falle  kann  dieser ,  nachdem  der  ebene  Schnitt  einer  Kugel  stets  ein 
Kreis  ist,  nur  wieder  ein  Kreis  sein. 

Schneidet  man  demnach  den  Projections- oder  Sehkegel  (OÄ')  durch 
«ine  £Dgcl,  welche  deu  Kreis  K  in  eich  aufnimmt  und  uimrat  man 
der  Einfachheit  wegen  an,  dass  der  Kugelmittelpunkt  c  mit  dem  Mit- 
telpunkte m  des  Eroisos  A'  zusammenfalle,  dass  also  der  letztere  ein 
grösster  Kreis  der  Kugel  werde,  so  wird  der  zweite  Schnitt  des 
Projcctionskegoia  (OK)  mit  der  Kugel  schon  die  gesucbte  Ebene  be- 


Nachdem  aber  eine  Ebene  dnrch  drei  nicht  in  einer  Heihe  lie- 
gende Fonkto  vollkommen  bestimmt  ist,  wird  es  sich  blos  darum 
Landein,  den  Schnitt  dreier  Erzeugenden  des  Kegels,  also  dreier 
Projection Bstrahlen,  mit  der  Kugel  zu  ermitteln. 

Legt  mau  zn  diesem  Behuf  durch  O  und  den  Mittelpunkt  m  eine 
zur  Bildebene  senkrechtstehende  Ebene,  deren  Traee  Am  sein  wird, 
BO  erfolgt  der  Schuitt  mit  dem  Projectionskegel  in  den  beiden  Er- 
zeugenden aO  und  bO  und  jener  mit  der  Kugel  in  einem  grössten 
Kreise.  Wird  nun  die  Ebene  sammt  den  bezeichneten  Elementen  um 
ihre  Trace  Am  in  der  Bildebene  umgelegt,  so  fällt  der  Kugclschuitt 
mit  dem  Kreise  K  zusammen,  während,  wenn  O,  das  gleichzeitig  um- 
gelegte Projectionscentrum  vorstellt,  dio  Sti'ahlen  0,a  und  0,b  die 
umgelegten  Erzeugenden  repräsentireu.  Letztere  begegneu  dem  um- 
geklappten Kugelkreis  in  zwei  Punkten  a  und  ß,  welche  offenbar  dem 
KU  Buchenden  Durchschnitte  angeboren  und  mit  einander  verbunden 
eine  Gerade  oß  der  zu  ermittelnden  Ebene  EiEe  bestimmeu. 


Fm 


!chka!  Perspecrieüehe   Bildei-  des   Kre, 


Dor  Darebscbnittspunkt  d  dieser  Geraden  aß  mit  der  BUdebeiH 
wird  als  Id  der  Trace  Am  ÜGgend,  auch  dann  keine  Äendernng  er- 
fahren, wenn  die  febeno  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurückgeführt 
wird.  Nachdem  im  vorliegenden  Falle  dio  Gerade  Am  die  Bild-  und 
Flttchtracc  der  Ebene  AmO  gleichzeitig  vorstellt,  wird  man  den  Ver- 
schwindung spunkt  der  Geradeh  aß  in  Am  zu  Huchen  haben  und  Ihn 
erhalten,  indem  man  durch  das  umgelegte  Centrum  0^  den  Paraüel- 
Btrahl  O,«  11  aß  fuhrt.  Es  sind  hiemach  a  und  h  die  centralen  Bilder 
der  Punkte  «  und  ß  im  Räume. 

Obwöl  es  nun  von  selbst  erhellt,  dass  die  Schnittlinie  dos  Kegels 
mit  der  Kugel  durch  die  Ebene  AmO  symmetrisch  geteilt  wird  and 
die  zu  bestimmende  Ebene  E  ein«  zur  Ebene  AOm  seukrechtc  Lage 
besitze,  also  auch  deren  Tracen  EbE,  senkrecht  zu  Am  sein  müssen, 
BO  läsat  sich  dies  anch  noL-h  in  folgender  Weise  dartnn. 

Legt  man  durch  O  Tangentialebenen  an  die  Kugel,  welche  zur 
Bildebene  senkrecht  stehen,  so  werden  deren  Tracen  dureh  ,Ip  und 
Alt  und  deren  Berührungspunkte  durch  p  nud  ii  dargestellt  erschei- 
nen; denn  zieht  man  den  BerllhrangsnidiDS  mn,  so  steht  sowohl  dio 
Traco  Ax,  als  eine  Gerade  der  Ebene  AnO,  als  auch  die  in  m  auf 
dio  Bildebene  gefüllte  Senkrechte',  dio  gleichfalls  in  .dnO  liegt,  auf 
domselheu  senkrecht;  es  wird  somit  AnO  die  BerührungHebene  an 
dio  Kugel  im  Punkte  w  sein.  Analog  läsat  sich  der  Nachweis  iHx 
den  Punkt  tt  liol'urn.  Kachdem  aber  n  und  q,  als  Punkte  der  Basis 
auch  Punkte  des  Kegels  und  zugleich  Funkte  des  Sehnittes  mit  der 
Kugel  sind,  so  sind  dieselben  auch  Punkte  der  zu  sucbenden  Ebene 
E,  und  da  sie  in  der  Bildeboue  liegen,  müssen  sie  auch  der  Bild- 
flächtrane  Kb  der  Ebene  augcLüren.  Dass  der  Punkt  d  als  Durch- 
stosspunkt  mit  der  Bildebene  in  Et  liege,  erhellt  auch  daraus,  wenn 
man  sich  d  als  den  Pol  zu  AO^  und  umgekehrt  np  als  Folaxe  zu 
A^  in  Bezug  auf  den  Kreis,  TorstellL  Es  ist  somit  die  Verbindungs- 
linie ^dQ  die  Büdflächtrace  Ei  und  die  durch  v  parallel  zu  Et  ge- 
führte Gerade  E,  die  Vcrschwindungslinie  derjenigen  Ebene  in  wel- 
p  eher  der  Kreis  liegen  muss,  um  im  Bilde  als  Kreis  £  zu  erscheinen. 

Legt  man  das  Auge  O  um  E,  uacb  O^  und  die  Ebene  E  um  Ei, 
1  derselben  Seite  in  die  Bildebene  um,  so  läast  sich  aus  den  nnn 
äkanntcn  Elementen  £„  £(,  Oj  und  Ä"der  umgelegte  Kreis  Äj  durch 
mutzung  der  Parallelstrahlen  auf  bekannte  Weise  bestimmen. 

aj  In  der  Bildebene  Be  ist  ein  Kreis  K  Fig.  5.  gegeben, 
ferner  ist  eine  Ebene  E  durch  ihre  Büdflächtrace  Eb  und 
ihren  Neigungswinkel  n,  gegen  Bg  bestimmt;  es  ist  das 
Projectionscontrnm    0   (Auge)   so   zu   ermitteln,   dass    K 


^B  das  perspectiviBclie   Bild  eines  in  der  Ebene  E  \U 
[psdea  Kreises  K,  erscheint. 

Anf  Gruud  der  unmitleibar  vorher  gegangenen  Betracbtangen 
als  beltaniit  anzunehmen,  dass  das  ProjectioöHc«utr«m  in  einer  Ebene 
liege,  welche  durch  den  Kreis  mitte!  punkt  m  geht  und  sowohl  anf  da- 
Bildebene,  als  auch  auf  der  Ebene  E  senkrecht  steht.  Die  Traceu 
der  genannten  Ebene  e  sind  demnach  ti,  tc. 

Auch  hier  kann  man  sich  durch  K  eine  Engel  so  gelegt  denken, 
dass  sie  die  Ebene  K  nach  dem  verlangtes  Kreise  Kj  schneidet  Um 
den  Kugel mittelp unkt  bestimmt  zu  machen,  sei  beispidsireise  die 
Fordening  gestellt,  dass  dem  in  der  Ebene  E  liegenden  Kreismittel- 
paukte  von  £,  ein  bestimmter  Abstand  il  von  der  BUdebono  ent- 
sprecha. 

Da  der  Mittelpunkt  der  Kugel  in  der  durch  ni .  zur  Bildebene 
senkrechten  Geraden  zu  suchen  ist,  musa  er  offenbar  auch  in  der 
Ebeue  t  liegen.    Die  Kugel  wird  also  von  dieser  Ebene  nach  einem 

gröasten  Biejao  Ä',  und  die  Kreise  K  und  A',  in  je  zwei   einander 

diametral  gegenüberliegenden  Punkten  geschnitten. 

Denkt  man  sich  die  Ebene  £  um  ihre  Tracc  tj  in  die  Bildebene 
umgelegt  and  in  dieser  Lage  die  Gerade  m/i^  gezeichnet,  in  welcher 
der  Kugelmittelpunkt  sich  vorfindet,  und  sucht  man,  unter  Berück- 
sichtigung dessen,  dass  na  der  nach  Bs  umgelegte  Schnitt  mit  der 
Ebene  E  sei,  in  letzterem  den  Punkt  0„  so,  das»  sem  Abstand  von 
fA  gleich  X  wird,  so  ist  O^  als  der  Mittelpunkt  des  Eroises  A^  in  der 
Ebene  E  zu  betrachten. 

Fällt  man  im  Baume  vom  Punkte  o^,  ein  Perpendikel  auf  die 
Ebene  E  (in  der  in  die  Bildebene  hinein  gedrehten  Lage  ist  derselbe 
durch  oufio  dargestellt),  so  wird  die  vorher  erwiihnt«  Gerade  m^Q  im 
Mittelpunkte  jiq  der  Kugel  getroffen. 

Die  Punkte  a  und  b  in  «  gehören  dem  Kreise  K,  folglich  anch 
■  Kngeloberfläche  und  zugleicli  der  Ebene  t,  ferner  ergibt  sich 
rch  Umlegung  der  letzteren  der  grössto  Kugelkrcis  Aj,  welcher  die 
1  nOf)  in  zwei  Punkten  a^  und  ig  des  Kreises  A,  schneidet. 
i  so  erhaltenen  Punkte  a  und  og,  b  und  h^  sind  aber  als  per- 
JCfivische  Elemente  zu  betrachten,  daher  sich  die  Projectious- 
hlen  aoj  und  bb^  in  dem  gleichzeitig  mit  der  Ebene  e  umgelegten 
fkojectionscentrum  Oj  schneiden  müssen.  Fällt  man  nun  ans  O, 
e  Senkrechte  auf  Si],  so  erhält  man  den  Haupt-  oder  Augepunkt  A. 
Dm  nun  schliesslich  noch  die  Verschwindungslinie  E,,  der  Ebene  E 
festzustellen,  wird  es,  da  man  ihre  Richtung  kennt,  genügen,  einen 
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m. 

Untersnchmigeii  fiber  algebraische  Oleichiuigeii. 

Von 
Alfred  SieöeL 

Fortsetzang  von  N.  XXXVII.  im  Torigen  Teile. 


-  Artikel  n.  (§  4-§  9.) 

Hierzu  8  Tafeln. 

Theoretische  Betrachtungen. 

Einleitung. 

Im  ersten  Artikel  haben  wir  gezeigt,  wie  sich  die  reellen  Wur- 
zeln der  beliebig  vorgelegten  Gleichung: 

als  Abadssen  der  Durchschnitte  zweier  convexen  Gurven  construiren 
lassen. 

Wir  wollen  dieselben  einer  näheren  Betrachtung  unterziehen 
einerseits,  um  die  in  Artikel  I.  §  3.  vorausgeschickten  geometrischen 
Kriterien  zu  beweisen,  andererseits  solche  zur  analytischen  Auflösung 
der  Gleichungen  zu  gewinnen. 

Den  Hauptgegenstand  der  vorliegenden  Untersuchungen  bildet 
das  bisher  in  höchst  unvollkommener  Weise  gelöste  Problem  der 
Trennung  4er  reellen  Wurzeln. 
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Wir  gehen   darauf  aus,    1)   eiue   obero  Grenze   einefl 
beliebigen  Wurzel   aus  einer  unteren  und  umgekehrt  Z^ 
bestimmen,  2)  die  Wurzel  selbst  aus  einer  oberen 
unteren  Grenze  derselben  darzustellen. 

Wir  werden  sehen,  dass  dreigliedrige  Gleichungen  von  der  Fora 

««'+^,'->+r_o 

bei  der  Trennung  und  näherungsweisen  Bestimmung  der  reellen  Wal 
zoln  von  f(x)^0  eiue  wichtige  Eolle  spielen  nud  zeigen, 
Grad  der  HUlfagleichung  für  die  Trennung  auf  r  ^  2  redacirbar  ii 
Dieser  Gedanke  leitet  uns  bei  den  Untersuchungen  in  §  7.  und  {  I 
I.  und  II. 


§4- 
I.    Wir  betrachten  im  Folgenden  das  System  zweier  heliebigea 
sich  achneidenden  convexen  Cnrven  K  und  Ä,  zunächst  den  Fall,  dass 
eine  derselben  eine  Gerade  ist 

Punkte  bezeichnen  wir  mit  grossen  Buchstaben,  die  AbBcissen 
derselben  mit  den  entsprechenden  kleinen,  ausgenommen  die  der 
Punkt«  P  und  p,  und  zwar  seien  allgemein  dip  Absciaaen  von 


Die  Durchschnitte  v 


i  Ä-  und  fl  seiei 


W,  die  Abaciasen  von  W: 


Die  Ebene  denken  wir  uns  vertical,  die  -T-Achse  für  jede  Figur 
horizontal,  die  r-Achse  senkrecht  dazu. 

Diese  Bedeutung  der  kleinen  Buchstaben  ist  im  Folgenden  durch- 
weg festzuhalten. 

Wir  lehnen  uns  zur  grösseren  Kürze  stets  an  Figuren  an.  Wie 
die  Resultate  auf  ihren  analytischen  Ausdruck  gebracht  werden  kön- 
nen, mllaaen  wir  teilweise  dem  geneigten  Leser  Überlassen. 

n.  Eine  convexe  Curve  kann  als  Polygon  mit  unendlich 
kleinen  Seiten: 

...  P"P"P'PaP^PtFi... 
angesehen  werden,  für  welches  (Figi  I.): 

(1)  ...«r<fl/'<a'<a^<«i<fl^<>:s... 

(2)  ...t"<*'<'fl<t,<'.    ■■ 


wclcUe  in  der  Richtung 


Dies  kann  ais  Definition  einer  Cnrve  gelten, 
y  ¥  gesehen  convei  ist. 

Ist  ihre  Gleichong 

so  Unten  die  Bedingungen  (1)  und  (9): 

F{x)  nnd  F'{x)  sind  eindeutige,  stetige  Functionen. 
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Die  1.  DeriTirte  F'{x)  wichst  stetig  mit  t,  oder  was 
dasselbe,  es  ist  die  2.  Derivirte  F"{x)  >•  0  nnd  zwar  für 
ein  gewisses  Int<!rval]  von  t. 

Ziehen  wir  ein  beliebiges  Polygon  mit  nur  eiuspringeB-*' 

en  Winkeln  wie  in  Fig.  I.  in  Betracht  nnd  behandeln  gleichzei^d 

den  Fall,  dass  die  Seiten  unendlich  klein  sind,  d.  h.  eine  convox©  I 

Curve  (Fig.  IV.)  vorhegt 


Ein  Blick  auf  Fig.  ET.  besagt: 

Iftft  %iecke  auf  einer  zur  i-Achse  im  Abstände 


genen  ParaUeJen  und  zwar  zwischen  den  uubegrenzten  Goraden  P'P^ 
nnd  P,jJ\  gerechnet  resp.  von  l'^Pt  oder  P'P^  ist  positiv. 

Hieraus  ergibt  sich  eine  Reihe  von  Eigenschaften,   die  wir  in 

folgende  Rnbriken  bringen  könneu  und  die  in  den  Figuren  zur 
schauung  gebracht  sind. 


1.  Aufeinanderfolge*)  der  Durchschnittsponkte  der 
mit  einer  Geraden  8'8  und  zwar 


\  Tangenten ) 


.  m)  einer  Parallelen  zur  I'-Äehso  (Fig.  II.,  Fig.  IV.) 

3r  Seite  des  Polygons  (F'g-  II-) 
resp.  Tangente  der  Curve  (Fig.  IV.) 
\  einer  beliebigen  Geraden  (Fig.  III  a.  b.,  Fig.  IV,) 
In  Fig.  nia.  sowohl  wie   in  Fig.  nib.  sind  zwei  Lagen  voiij 
8'8  yerzcichnet. 

(  Ecken  \  j 

Grösscnvcrbältniäs  **)  der  Abstände  der    |  Curyenpunkte  M 

X  S'Ü. 
«J  8'C  sei  eine  Seite  (Fig.  11.)  resp.  eine  Tangent«  (Fig.  IV.) 
Sammtliche   |  S^"  „„„.,,  |   liegen  oberhalb  S'S. 
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b)  Vi  ad  beUebig  (Fig.  ma.  b.,  Fig.  V.) 

o)  Ist  in  Fig.  ma.  der  Abstand  des  P'  von  Vi  grösser  als 

der  Abstand  des  Po  ^o^^  ^'^9  ^ 

Abst  des  P**  >  Abst.  des  P' 

u.  s.  w.,  die~  Abstände  T'Y  algebraisch  gemessen. 

^  Ist  in  Fig.  mb.  der  Abstand  des  Punktes  P^  grösser  als 
der  Abstand  des  Pnnktes  Pq^  so  folgen  ebenso  die  Abstände 
Ton  Pqi  -^19  Pf*'  dei'  Grösse  nach  aufeinander. 

3.'  Aufeinanderfolge  der  Verbindungslinien  der  Ecken  mit  einer 
derselben  P^  (Fig.  I.) 

Femer  gelten  folgende  Sätze: 

4.  In  einem  Punkte  P  schneiden  sich  höchstens  2  Seiten  (Fig.  ü.) 
resp.  2  Tangenten  (Fig.  lY.) 

5.  Auf  einer  Geraden  liegen  höchstens  2  Ecken  (folgt  aus  3), 
Fig.  L,  resp.  2  Curvenpunkte  (Fig.  V.) 

6.  Verbindet  man  die  jite,  ^te,  rte  . . .  Ecke  (i»  •<  9  <C  **  •  •  •) 
der  Reihe  nach  mit  mander,  indem  man  Ecken  überschlägt,  so  ent- 
steht ein  Polygon  wie  das  ursprüngliche  (Fig.  I.,  Fig.  V.) 

§5. 

Wir  heben  noch  folgende  Eigenschaften  der  convexen  Gurven 
hervor: 

1.  Liegt  in  Fig.  IV.  P  der  Curve  auf  der  convexen  Seite  hin- 
reichend nahe,  so  sind  2  Tangenten  vorhanden.  Die  Bertthmngs- 
punkte  Po)  -^o'  befinden  sich  auf  entgs.  Seiten  der  Ordinate  von  P. 

2.  Zu  einer  Sehne  WW\  Fig.  VI.,  lässt  sich  eine  und  nur 
eine  parallele  Tangente  ziehen.  Der  Berfthrungspunkt  Q  liegt  zwischen 
W  und  W,    Dies  folgt  aus  §  4.  (2)  und  §  4.  3. 

3.  In  Fig.  V.  ist 

1)    aj^<a^<aj  <«" 


2) 

<B    <«"<«' <a:o 

3) 

a!"<<B"<«  <,»' 

4) 

X,    <.*     <«8<«4 

6) 

H  <*1  <««<» 

6) 

«1   <»    <ie»<«8 

Siebtl:    Untfriudunjtn  aber  algthrrÖKKt  Gltichimgen. 

I  £e  Abecisse  des  Darchschnitta  von  J*"Pj  mit  resp. 
P"'P",  P'Pg,  P-^P'  ad  1)  bis  3) 
PiPä,     ^1^0.  ^3^1    ad  4)  bis  G) 


4.    Ist  in  Fig.  VI.  *)  speciell  «-"■  =  a!' 
I       wenn  die  Tangeote  in  Q  parallel  S'S  bt; 

I 1)  ^  <  '.  <  "    falls    c  <  *o  <  '" 

i  3)  z«  nnd  2]  liegen   iu  jedem   dieser  Fälle  auf  derselben  Seitä 

L      von  q. 

^^^iBFig.Vn.**): 

^^H    4)  w  <«<»,     falls     r;<3:o<«'    und    «•  <  a-,  <  «■' 

^^V        s".  <*  <  "■'       ^-     «■'  <  *o  <  c'    und    .1-  <  E,  <  lo' 


1  Höire  V 


.  luancn  Eich  tlcr  Reihe  nach  folgende 


■         T>r.  n 


^-AnTgiben  l(>«eii: 

Aufgabe    1 

.       Die    in    (c,   c')    enthaltenen    Worein    von    g(i)  =a 

n^)-»^-(J  = 

0   darinElellcn,  fall.  F"W[=g"W]>U  fflr  e<i<e*; 

Aufgabe  a. 

Die  reellen  Wurzeln  von  g(a)  =  o„i«-|-o,i»-l+..j.„=0 

dennsutlen,  wenn 

die  von  g'(i)  =0  bckannl  sind. 

Aufgabe  3. 

und  nlherangBweii 

se  zu  buatimmen,  wenn  die  von  g'W  =  0  und  g'W  =  <> 

gmbei.  .ind. 

m  Aufg.be  4. 

Die  reellen  Wurzeln  der  beliebig  vorgelegten  Glciehöngl 

-J- o,  iH'l-t""»  ^ '^  ^^  berechnen. 

Vergl.  „die  Anfl.  der  nlgebr.  und  transcendenicn  Gleichungen 
Dr.  H.  Sehcfrier,  Brounsehweig  I8S9",  %  10  (diroeie  AuÜ.  einer  Glelehang 
ohne  Versach srechnnny).  Die  dort  nngcRebene  Methode  Btimmt  im  Wesent- 
lichen mit  der  hier  nngedeiitetcn  Qberetu,  möchte  aber  hanptEllchlirh  ein 
theoretisrbes  InterrBse  haben. 


* 


•)   In   BW  =  *■(')- 
Näherungswert) . 
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'     §  6. 

Wir  beschäftigen  nns  jetzt  mit  dem  System  zweier  con- 
vexen  Carven,  Fig.  YlUa.  b.  o,  durchschnitten  Yon  ein^  belie- 
bigen Geraden  9'9. 

1.  Bezeichnen  wir  mit  w  allgemein  die  Absdsseii  der  Durch- 
schnittspnnkte  von  K  nnd  ff,  so  folgt  ans  §  ^  Definition  mid  §  4., 
n.  2.  b): 

a.  Ist  ii  <  r,  <  »1  <  ar,  (Fig.  Vina.X  so  enthält 
dl,  Xj)  nnd  {x^y  xj)  kein  tr,  dagegen: 

(^3)  'i)  gci^Q  ein  solches. 

b.  Ist  )Pi<ari<«^<r8  (Fig.  Vmb.),  so 
(ij,  ar,)  nnd  («j,  Xj)  kein  tr. 

c.  Ist  r^  <  afi  <  3^  <  X,  (Fig.  Vnic.),  ao 
(r,,  xt)  nnd  (X,,  xj  kein  ir,  dageg^: 
(xj,  ]^)  genan  ein  solches. 

2.    Fallen  in  Fig.  IXa.  b.  c.  speziell  P^  nnd  /^  mit  Po  zusammen, 
so  folgt,  wenn  die  Tangenten  in  Pq  nnd  |)o  sind: 

a.  Ist  Xi  <  ]^  <  «b  (Fig.  IXa.),  so  befindet  sich 

b.  Ist  xo  <  X,  <  Xj  (Fig.  IXb.),  so 

in  (Xi,  Xs)  kein  ir,  in  (x^,  Xi)  Ein  va. 

c.  Ist  Xi  <  Xo  <  Xj  (Fig.  Kc),  so 
in  (Xi,  Xo)  nnd  (xo,  Xs)  kein  tc^. 

3.    Zwischen  xo  und  Xo  liegt  höchstens  ein  tr. 

'4.  Liegen  in  Fig.  Ymb.  ^^  nnd  ^t  &^  ^^  convexen  Seite  von 
K^  ferner  zwischen  Xi  und  Xj  2, 4  ...  Abscissen  «p,  so  schneidet  |>,  |>, 
die  Cnrye  K  in  zwei  Punkten  P^,  P^,  so  dass: 

Xi  <  a^  <  apj  <  Jf« 

und 

J^i  <  a^o  <  ^29 
wenn  die  Tangente  in  Pq  parallel  S'S  ist. 

Findet  das  Eine  oder  Andere  nicht  statt,  so  enthält 

(Xi,  Xg)  kein  w. 


Sitbtl:    UntfratieAuiytn  Über  alfftiawicte   G/eü-WijK"- 

i  5.    In  Fig.  X.  hat  man,  wonn  PPiP"  l^utgente  an  K  ist, 

«^  <  «  <  «I  <  «'  <  »'. 
1  die  TangcnW  auf  dem  Dogen  W  W  Ton  P  fort,  so  nimmt 
mit  X  sowohl  wie  x'  das  a-,  gleichzeitig  za  oder  ab  und  umgekehrt. 


,  wenn  P,-Fo'  und  r^Pg  die  Carve  K  bei 
wenn  ?p — r,  selir  klein, 


6.    In  Fig.  XI. 
nach  2.  a)  and  b) : 

Denn  zoaächst  folgt  ans  2.  a)  ^o'  <  ir',  sodann  ans  Fig.  XII., 
wenn  V  ein  beliebiger  Pnntt  von  ff  nnterLalb  der  Tangent«  WT  ist. 
dass  die  Berührungspunkte  Pq'  der  von  jedem  zwiscbeu  F  nud  H' 
gelegenen  Punkte  P,  au  £  gezogenen  Tangenten  auf  die  positive 
Seite  der  Ordinate  von  W  falleu,  also  auch  die  den  Punkleu  ^,  des 
Corvenbogens  VW  entsprechenden  Pnnkte  P^'.  Analoges  gilt  für 
W  in  Fig.  XI. 

7.    In  4.  ist  S  3.,  Kriterium  I.  enthalten.     Aus  2.  fulgt  §  3,,  Kri-^ 
iam  H.,  aus  2,  c.  §  3.,  Kriterinui  HI. 


^rühreiis^^i 


ß 


§  7. 


Im  TOrigen  ä  and  zwar  unter  6.  haben  wir 
wenn    in    Fig.  XI.    P,    sich    auf  H    dem   Punkt«    • 


\'i 


stets  auf  die  entgegcugesetzto  Seite  der  Ordinatfi  v 


lUllt,  wenn  P,  eine  gewisse  Grenze  überschritten  hat,  und  dass  zwischJe 
if  und   I    °   I   die  Absciese  von  höchstens  einem  Durchschnitt  liegt  I 


olgenden  ( 
Pa,  Po)  se 
esit/t. 


;n  Punkt  P  sncben,  decl 
I  Lage  verändernd  die-T 


.  dabei  ankommt,  ist  am  Scbluss  der  EinleitD 


Wir  wollen  in 
mit  P,  (ähulich  \ 
selben  Eigeuschaftei 

Worauf  ( 
angedeutet.. 

Bewegt  sich  in  Fig.  XIII.  ein  Punkt  P,  auf  der  Geraden  ?'8 
auBserbalb  K,  ist  Blflts  P,  Pg  parallel  Y'  T,  ao  beschreiben  die  Darcb>B 
schnitte  P  und  (P)  der  Tangenten  PiP^,'  und  P^P^  mit  P^P  eioGRij 
K  ia  W  berührenden  Ort  und  zwar  sind  W  Wendepunkte.  (Diei'l 
folgt  hauptsächlich  ans  §  4.,  II.  1.  b.,  Fig.  IV.).  Aus  der  nähereil-| 
Betrachtuug  dieses  Ortes  —  die  uus  hier  zn  weit  führeu  würde  - 
ergjbt  sich: 


Der  verftnderliche  Punkt  P  in  Flg.  JJJL  hat  die  beregten  Eig^i- 
schaften,  wenn  tt  eine  Gerade  i'i  ist  Er  besitzt  diesdbe  aber  andi 
wenn  Pj  sich  anf  einer  beliebigen  convexen  Cnrve  It,  Fig.  XIL,  be- 
wegt; denn  ist  Pi  ein  Punkt,  der  beliebigen  Sehne  F  TT  unterhalb 
WT  nnd  zwar  so  nahe  an  W^  dass  nach  Obigem  as  >  tr,  so  ist  auch 
<p  >  u?  —  f>  sei  der  Durchschnitt  der  Tangenten  PgP'o  ^u^d  9sf)i 
f>if>,  parallel  FT—  nach  S  4»  ü,  1,  b. 

n.  Wir  lassen  hier  den  algebraischen  Beweis  fOr  den  Fall 
folgen,  dass  St  eine  Gerade  von  9%  Fig.  Xm.,  ist: 

Die  Gleichung  von  K  sei 

S'8  schliesse  mit  der  X  Achse  den  ^  a  ein,  so  dass: 

tga  =  €./"(«?),    wo    c^l. 

Die  Absdssen  x^  nnd  a^'  wollen  wir  mit 

M    resp.    < 
bezeichnen.    Alsdann  ist  die  Gleichung  von 

(1)  8'8  :y— €.  F'H .  «+£.  IT .  F'(«7)— i?(«7)  =  0 

(2)  PjP'oiy— F(0.«+«.F'(0— ^(0  =  0. 

Also: 

(3)  z (F' (t)  —  € F'(w)  ^i.F'it)—  F(t) —(iw F'(w) — F(w) 
oder: 

(4)  (»-t^)(JF"(0-€P'(W«g>W 
wo 

(5)  q>{t)  ^{t—w)  F\t)  —  F{t)  +  PH 

Die  erste  Derivirte  ist: 

q>'{t)  =  (t^w)F"(t\ 
die  zweite: 

q/\t)^{f^w)F^{t)  +  F"{i\ 

also: 

(6)  <pOr)  =  0,    q>\w)  =  0    und    q>'\w)  =  P"W  >  0. 


Aus  (6)  folgt:  Ist  *—  ^0  hinlänglich  klein,  so  ist  q>{t)  >  0,    da 


Stebel:   UntermckuHgen  über  (ügdnraueke  GleitAunffen.  gj 

Zeichen  von  (z — to)  also  nach  (4)  gleich  dem  von  F'(<)— f/"(tr) 
■=  Zeichen  von  — F\w)(b — 1)  und  weiter: 

Stimmt  nnter  jener  Yoraussetzong  das  Zeichen  von  (t — tr)  mit 
dem  von  +-^(*^)(^"-"l)  überein,  so  sind  die  Vorzeichen  der  Diffe- 
renzen z — w  nnd  i — w  entgegengesetzt,  te  hegt  also  zwischen 

(7)  »    nnd    t. 

Femer  haben  wir  als  Gleichung  von  P^P: 

(S)  y-'F'(z),x+zF'{z)'-^F(z)^0    - 

also  ans  (2)  nnd  (8) : 

x(F'(z)-'F'(t)  «  äF'W— F(«)  — (fF'W  — F(0), 
oder: 

(9)  («-trXF'W-nO)  ■=  t(0, 

wo 

(10)  t(t)^F'(z)(z^w)-^F\t)(t-tü)-^(Fiz)-F(t)), 

mithin  : 

(11)  tH  =  0. 

Die  Gleichung  (10)  differentiirt  gibt: 

^'(0  -  n«)f  +  ^'W  f  (z-w)-F^(t)--F'\t)(t-^v^)  -  F'(.)  I 

Durch  Differentümng  von  (4)  finden  wir: 

dz 

Also  fttr  t  «-  tt»  —  da  wegen  (4)  nnd  (6)  «  =  w  nnd  (p'ito)  -=  0  ist  — : 

dz       ^ 

^  =  <>' 

mithin: 

(12)  ^'(«7)  «  0. 

Femer  ist: 

— ^"'(OC^— «^). 
T«n  Lvn.  6 


g2  Sie  hei;   ünUriuchungen  über  algebrai$che  Gleichungen, 

dz 

pnrch  nochmalige  Differentürung  obiger  Gleichung  für  ~  ergibt  sich: 

(z-u,)F^{t)  +  -  iP"(0+(J"(0-«n«'))  ^»  +  J^(«)^  =  V"(0, 

also  für  *  =  w  (da  ^  —  0  und  nach  (4)  und  (6)  ä  =  ir  und  q>"(w) 

«  F^iw)  ist) : 

dh  F"(w) 

€ä8"~F'(m;)(1  — fi)' 

folglich  für  diesen  Grenzfall: 

(13)  W)  =  —  F"{w)  <  0. 

Aus  (11),  (12)  und  (13)  folgt:  Ist  {t—w)  absolut  hinlänglich  klein, 
so  ist  V'(0  <  0,  also 

nach  (9)  das  Zeichen  von  («  — m?)        =  Zeichen  v.  jP'(<) — F'(fl^ 

„    §4,  n(3)„        „         „    F'(ty-F'{z)^        „     ^t^z 

n       (7)  «  «  9?       * «)•  =  99         99    «^ — «9 

mithin  „        „  „    « — w  =         „     „  tr — ^srfw.z.  b.). 


§8. 

I.  Wir  fahren  mit  der  Lösung  der  uns  in  §  7,  I  gestellten  Auf- 
gabe fort.  Wenn  in  Fig.  XIY  a,  b  Pj  sich  auf  Ä  dem  Durchschnitt 
W  von  Ä  und  K  nähert,  so  bleibt  von  einer  gewissen  SteUe  an  P  auf 
der  entgs.  Seite  der  Ordinate  des  Punktes  TT.    (Siehe  §  7,  I). 

Ist  H  eine  sich  mit  P^  verändernde,  jedoch  stets  convexe  und 
durch  Pj  und  P'o(J^o)  gehende  Curve,  so  hat  auch  P'  die  besagte 
Eigenschaft  von  P  (folgt  aus  §  5,  4.  4)    ,  Fig.  VII). 

Lauten  die  Gleichungen  von  K  und  ft: 

l  y  -  F{x) 

(1)  <  und 

'  y  =  S(^) 

so  finden  wir  eine  Curve,  welche  för  jede  Lage  von  P^  durch  P^  und 
P'o(^o)  ge^^9  i^  ^^^  ^rt  der  Berührungspunkte  der  von  P^  an  das 
System 

y  =  a.F(x)    (a  variabel) 
gezogenen  Tangenten. 


Sie  bei:  Untersuchungen  über  algebraitehe  Gleichungen,  83 

Die  Gleichling  desselben  ist  bestimmt  dorch 

%(x)  —  aF(x) 


X* — X 


uF\x) 


and* 


also: 


aF{x)  =  y, 

y-%{x,)        r(x) 

«—«1     "  ^  F(x)" 


oder: 

n.    Ist  spedeU  Fig.  XV, 

F{x)  —  Xaf^ 
^  ^o  l  >>  0  und  r  eine  ganze  Zahl  (>>  1)  bedeutet, 

80  ist^i  —-»   folglich  jener  Ort  I  (2): 


i-C^-a^Oi 


oder: 

(2)  y  =  ^^^»^*- 


ra?i —  (r — 1)« 


/  d.  h.  eine  durch  O  und  P^  gehende  gleichseitige  Hyperbel 
mit  zu  den  Coordinatenachsen  parallelen  Asymptoten,  ML 
und  MN^  dargestellt  durch: 


(3) 


^-     ;:zzi^ 


y-=-;:z:i-yi- 


Die  Katar  dieses  Ortes  erhellt  auch  daraus,  dass  die  Abschnitte  der 
Tangenten  der  Cnrve  y  =  Xx^  auf  der  X  Achse  proportional  den  Abscisien 
der  Berührnagspunkte  sind,  die  in  Frage  stehende  Carre  also  der  Durch- 
schnitt zweier  proportionalen  Strahlenbüschel  ist,  von  denen  P,  den  einen 
Mittelpunkt  bildet  und  der  in  der  Richtung  der  Y  Achse  liegende  unendlich 
entfernte  Funkt  der  Ebene  den  andereo. 

Liegt  in  Fig.  XV.  P^  im  1.  Quadranten,  auf  der  conyexen  Seite 

6* 


^  Siebel:   ünUrsuckungen  über  algebraische  Ghuhungen, 

von  JT,  SO  sind  O^P^  sowie  die  Berührangspunkte  Pq  ^^'^  ^'o  ^^^ 
von  Pi  an  K  gezogenen  Tangenten  Punkte  eines  und  desselben  Zweiges 
der  gleichseitigen  Hyperbel. 

Derselbe  kann  also  als  eine  Curve  H  (siehe  zu  Anfang  des  §  8. 
Fig.  XIY.  a,  b)  betrachtet  werden,  wenn  P^  besagte  Lage  hat 

III.  Wir  wiederholen,  oder  vielmehr  stellen  zusammen  für  den 
vorliegenden  speciellen  Fall  11  (1): 

Nähert  sich  in  Fig.  XV.  Pj  auf  der  convexen  Seite  von  K  einem 
Curvenpunkt  W(  W)  längs  der  beliebigen  convexen  Curve  Ä,  so  ist, 
wenn  PiP©,  PiP'o»  -P-Pa-P'  Tangenten  von  K  bilden,  von  einer  ge- 
wissen Grenze  an: 

1)  «Jq  <^  w  <^  a?i    resp.    a^i  <C  *<''  <C  ^'o 
ebenso : 

2)  x<^w  <^Xi        „        a?!  <1  «^'  <C  a^' 

3)  In  die  Intervalle  {xqX^  bezügl.  (x^x'q)  mithin  auch  in  die 
kleineren  Intervalle  {xx^  bezügl.  {x^x')  kann  von  den  Abscissen  der 
Durchschnitte  von  K  und  It  höchstens  eine  fallen. 

4)  Das  sich  auf  {x^x\)  Beziehende  gilt  auch,  wenn  P^  im  4. 
Quadranten  liegt.  —  Welche  Verhältnisse  bis  zu  jener  Grenze  statt- 
finden, geht  aus  §  6.,  6  hervor. 

Auf  diese  Krieterien  in  Verbindung  mit  Art.  I,  §  2,  Aufg.  I. 
basiren  wir  unsere  Methode  der  Trennung  der  reellen  Wurzeln  alge- 
braischer Gleichungen;  auf  §  6,  5.  verbunden  mit  §  2,  Aufg.  IL  die 
Annäherung  an  dieselben. 


§  9. 

I.    Es  ist  von  Interesse  die  auf  geometrischem  Wege  erhaltenen 
Sätze  1)  bis  4)  auch  algebraisch  abzuleiten. 

Die  Sätze  3)  und  4)  ergeben  sich  leicht  durch  Betrachtung  des 
Verlaufes  der  Function  q>{x)  «  P(a;)  — (aa;+i3),  Fig.  V. 

Die  einzige  Schwierigkeit  bietet  2)  dar,  weshalb  wir  den  alge- 
braischen Beweis  hier  folgen  lassen: 

Sind  in  Fig.  XTV.  a,  b  die  Gleichungen  der  convexen  Curven 

(1)  K:  V^Fix), 

(2)  ft;  P  =  F(x)-f/(x), 


Sie  bei:  Untersuchungen  über  aigebraische  GUichungen,  g5 

(3)  gnach§8,I:y^  ^^'^~'^^'J 

—  wir  nehmen  an,  dass  (3)  eine  convexe  Gorve  darstellt  — ,  so  ist  di« 
Abscisse  von  P'  eine  Wnrzel  von 

F'iao)       r 

In  Fig.  XV.  ist  speciell   -«t-;  =»  - ,  also  die  dortigen  x  nnd  «' 
Wurzeln  von 


1  — 


1— (a? — arj)  - 


odftt  -. 


XXi 


(l-r). 


Also,  J^Carj)  —  Aari»"  gesetzt: 

Somit  ist,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

'^'"2r(r— 1)A 

und         q>(xi)  —  «i-:h  — t^t 
(5)  ^  *» 

setzen,  iu  Fig.  XV.: 


^,}«9K)±V[<p(«ri)?-V' 


II.    Wir  gehen  nun  zum  Beweis  der  Sätze  2)  in  §  8.  über  und 
beweisen  dass  in  besagter  Figur: 

1)  X'<Cw  <C.xi  Ist,  wenn  ar,  —  ?r  hinreichend   klein  genommen 
wird: 


86  Siebet:   Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen^ 

Es  ist 
also  X  reell  und  ^  t^?  je  nachdem: 


oder: 


d.  h.: 


11,2 2(p(Xi),W-\;'Xi^  ->^  0, 


Wir  bezeichnen  diese  Function  mit 
(1)  iK%)  =  K  — w;)^a;i»-l— 2M?fV(a;i), 

so  ist  also  o;  ^  t<?,  wenn  bezüglich: 


(2) 

^(x^)  ^  0. 

Nun  ist 

I/(a;i)  =  Aa;/— ^(«1), 

f(w)  =  0; 

folglich: 

(3) 

rl)(w)  —  0. 

Durch  Differentürung  von  ^^(a7l)  und  !/(%)  erhalten  wir: 

^'  (a^i)  =  (^»2  —  w?)2  (r  —  l)a;i»-2 + 2  («i — ««)a;i»-l  —  2wr  f  (x^ 
und 

f y '(t^)  =  F'  (w,)  -  %\w)  >  0    (Yergl.  die  Fig.) ; 
also : 

(4)  i\^\w)  =  —  2wXf\w)  <  0. 

Durch  nochmalige  Differentürung: 

t/;''(a:,)  =  (oji— t/7)2(r— l)(r  — 2K»--3+4(«i— iö)(r-l)ari»-2 

-f2a:i''-l  — 2t^r/''((Ci) 
und 
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oder: 


Irir—l) 
Also 

(5)        ^"H  -  u>{2wr-2^2kY'(v^))  ^  (,r-2+  j^^^  >  0 

da  8"H  >  0  und  Z  >  0,  r  =-  gz.  Zahl  >  1. 

Aus  (3),  (4)  und  (5)  folgt: 

Für  ein  dem  w  auf  der  pos.  Seite  hinreichend  benachbartes  % 
ist  ilf{xi)  <  0,  also  nach  (2): 

a?  <  tp    (w.  z.  B.) 
Wir  beweisen 

2)  dass  ari  <«?'  <  a?'  ist,  wenn  w' — a^  hinreichend  klein  genommen 
wird.    (Fig.  XV.). 


wo 


^1 


also  rc'  reelL 


Ist  ip{xi)  >  t£?',  so  um  so  mehr  x'  >  «?' 
^  ^  M     95      <  «^'>   »5    ^'  ^  *^'>  J6  nachdem: 


^   tn(a>\ 1 


oder 


i[sp{^)y—^i  <  9>(^)-"«''» 


t£7'2— 2g)(aji).ir'  +  aJi2^0; 


<2)    d.  h.  je  nachdem  '^{x^  ^  0  ist, 

wo  i/^(a?i)  die  obige  Function  1,  (1)  ist,  darin  w'  statt  w  gesetzt.   Also 
analog  wie  ad  1) : 

,f,(«,')  =  0,     il>\w')  >  0    und    t\>'\w)  >  0. 

Für  ein  w*  auf  der  negativen  Seite  benachbartes  x^  ist  somit  '^(«i)>0, 
also  nach  (1)  und  (2) 

aj'  >  w'     (w.  z.  B.) 
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Bei  den  obigen  Beweisen  ad  1)  und  2)  haben  wir  yorausgesetzt 
und 

d.  h.  geometrisch: 

dass  sich  die  Qurven  K  and  9  schneiden,  nicht  be< 
rühren  (wie  überhaupt  in  sämmtlichen  Figuren). 

Wir  wollen  dies  bei  den  weiteren  Untersuchungen  im  Auge  be- 
halten. 
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IV. 
Zum  Problem  des  dreifach  orthogonalen  Flächensystems. 

Yierter  ArtikeL    Fortsetzung  ron  Bd.  66.  N.  XXIII. 

Von 

R.  Hoppe, 


Sm    IMsenssion  der  allgremeinen  Bedin^ngrsgrleichnngren  fOr  das  ortho- 
srooale  Fiaehensjstem,  welches  einem  ebenen  System  Ton  Geraden 

und  parallelen  Trajectorien  entspricht« 

Die  in  Rede  stehenden  Bedingungen  sind  in  §  5.  Seite  253.  254. 
durch  die  GL  (73)  (74)  ausgedrückt.  Jeder  Term  derselben  ist  das 
Product  einer  Function  H  von  u  und  einer  Function  A  von  v,  wenn 
man  w  als  constant  betrachtet,  so  dass  die  Gleichungen  die  Form  haben 

2HA=:^0 
In  dieser  Form  dargestellt  lauten  sie: 

jy+^ifi  +  fiifii+iöiTr+Äj^a+l  A^+hA^  +  A  =  0     (120) 

(121) 
und  zwar  ist 

^     /,    jk ,  h^d^k\Sh  ,  Ä»  s^k     jk    ^  ,  ,^^^^ 


/     S^,    ,a^Ä:\8Ä  J^      dk_ 
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dh 

ZT 

*       cw 


.x-=i(l  +  .^+|&') 


A  -=  fi-^i— ftj|.^2  +  7r^8  (123) 

jIq  =  a'sinA,+jS'smacos^+n^j3'cosa+^ 
,  .  Bn  ^    ,  du ,  .         ,^  dAa 


^9  —  f«l48  — M7  +  gf  ^8 

WO  znr  Abkürzung  gesetzt  ist 

Ä=  /  ^8cosA;      T=l  J^Bsiul 

5i  =  g x^'sina+TlS'cosa;       2i  =  ^^  —  xa' —  Äß'cos  a 

Dass  ft  mit  A  variirt,  also  gy  nicht  constant  null  ist,  ist  Vor- 
aussetzung für  das  ebene  Liniensystem.  Femer  können  wir  jetzt  dev^ 
in  §  6.  behandelten  Fall  ausschliessen,  wo  k  ganze  Function  höchstens 
2.  Grades  von  h  ist.  Setzt  man  also  in  GL  (120)  für  u  vier  ver- 
schiedene Specialwerte,  so  ergeben  sich  für  -<i,  -^i^,  ^ig,  -^3  Aus- 
drücke linear  in  fi,  fi^  und  n.    Diese  mögen  sein: 
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Nach  deren  Einsetzung  geht  die  Gleichung  Aber  in 

H+A-i-Bh+C^+Dk-\-(n^+A^+BJi+C^^+D,kj(i 

(125) 
+  {ffi-h^2+B2h+C^\+D,k^li^+(^Hs+As+B^h+cJ^^ 

Die  eingeführten  CoeMcienten  sind  sämmtiich  Functionen  von  tc  allein 
oder  constant. 

Die  weitere  Untersuchung  teilt  sich  nun,  je  nachdem  zwischen 
f»,  (A)  und  n  eine  lineare  Relation  besteht  oder  nicht  Wir  nehmen 
^T^\.  daa  letztere  an. 


9»    Fall,  wo  zwischen  /«,  ^i  und  n  keine  lineare  Relation  besteht. 
Hier  kann  Gl.  (125)  nur  erfüllt  werden  durch 

H+A+Bh+C -^  +  Dh  =0    ^ 


Hi+A^+B^h+C,\+D^Ic  =  0 

^2  +  ^2  +  ^2Ä+C2  2  +D^  =  0 


(126) 


Nach  Definition  der  H  ist 


8ä        Sä  ^"+"  aA  8ä 


Eliminirt  man  die  ^mittelst  der  vorigen  Gleichungen,  so  kommt: 

D^Jc^^Mk  =  i\^.,        ^3  y  -  8ä  8Ä  =  ^  (^^^^ 


wo 
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ilf=ö— ^j-(A+^8)A+(A-C3)|  (128) 

N  =  A-\-{B-A^)h+iC—2Bi-\-A^)^+(-Ci+B^)\-\-  C,  ^ 

und  nach  Auflösnng  beider  Gleichungen,  wofern  i7,  nicht  null: 
woraus  nach  Elimination  von  k; 


'  -  m 


Ba  i?2  2ten,  jß^  4ten  Grades  ist,  so  ist  einer  der  3  verschiedenen 
Factoren  doppelt  in  R^  enthalten.    Sei  also 


dann  wird 


oder 


2^2       Ol?  I?       _L3Ä4       oi?^^i  I   7?  ?:? 
-^  «  2Ä0Ä  -  E,  Bh   ^  ^^"SÄ  +^1  8/i 

^/  8JBA  „       „  8i2 


folglich  steckt  i2i,  wenn  es  nicht  null  ist,  als  Factor  in  R.  In  beiden 
Fällen  ist  k  ganze  Function  2.  Grades  gegen  die  Voraussetzung.  Es 
bleibt  daher  nur  möglich 

Jetzt  erhält  man  durch  Elimination  yon  k  zwischen  den  Gl.  (127): 

Ist  nun  M  weder  null  noch  ein  Quadrat,  so  ist  es  Factor  von  iV, 
und,  damit  h  nicht  2ten  Grades  sei,  niedern  als  2ten  Grades.  Sei 
also  j^=="  ML\  dann  wird  die  Gleichung: 

^=3Ä-8ä5        ^=^,  (130) 

Ist  hier  m  der  Coefficient  von  ä  in  3f ,  und  l  der  Coefficient  von  ä' 
in  X,  so  werden  die  Coefficienten  von  ä*,  ä*  bzhw.  in  P,  iV^: 


also  Im  =  0,  und,  da  l  nicht  snll  sein  darf,  m  =  0,  d.  i.  ü/  cons 
i  ganze  Function  3.  Grades. 

Wäre  Äf  ein  Quadrat,  so  ergäbe  sich  nach  EinseUnng  in  (129) 
eogleicfa.  dass  es  Factor  von  N,  mithin,  weil  es  niedem  als  2.  Grades 
»ein  muas,  constanfKärc,  Gi.  (130)  gäbe  dann  i"— 0,  also  C'»  =  0, 
wie  vorher.  Wir  haben  daher  nur  die  2  FälJe:  entweder  ist  k  ganze 
Fnsction  3.  Grades,  oder  M^O,  Jtf  =  0,  /'  ™  0  und  über  k  uichbi 
catschieden. 


10.    Fall, 


(  §:anze  Funt-tfoii  3.  (iradrs  Ist. 


Sei 


I  dafiQ  nt^hmen  die  Gl.  (126)  die  Form  an; 

B  +A  +Bh  +C  ^-\-D  -^=0  ] 

minirt  man  mittelst  dieser  Gleichangen  die  il  aus  den  Gl.  (122), 
)  geben  die  einzeln  verschwindenden  Coefficieuten  der  verschiedenen 

azea  von  h: 
A  ■'=■  A^u^if;     D  ■=  A^\c^ 

Df  =  C'jWj 
mer  ist  nach  Beßuition  der  H 

1  Einsetzung  der  geümdenen'  Werte  erhält 
B  =  fis«-(, +«'  +  «-/;    C=u.'i' 


i 

131) 

1 

132) 

22), 
inen 

4 


94         Hoppe:  Zmm  Problem  des  dretfadk  ordkogomJem  FtmAeanfsiemM. 

Die  Tabelle  der  Coeffid^iteii  lässt  sich  nim  folgendennassen  schreib^i: 

A  ^  A^iCf^j     A.g  =  ji^ — M^Wqj     -«29     -«s 
WO 


iro^s' 


A^  -.  «'+tro'— ^jiTi  +  -g— ;       A^  ==  -4sir,— t«?/ 


Ä,«3^3tr3— ir,'+^; 


'S 


«'s^s'  D        ^^s' 


(135) 


2U!^ 


3 


zu  setzen  ist  Führt  man  diese  Coefficientenwerte  in  die  4  GL  (132) 
ein,  eliminirt  mittelst  derselben  4  Gleichungen  nnd  (131)  2;,  H^  ^, 
H^  H^  ans  der  ersten  ürgleichnng,  nnd  erfollt  diese  nnabhlüigig  tob 
A,  so  kommt: 

Nach  Einführung  dieser  Werte  geben  die  4  ersten  GL  (123): 

0  =  0 

r«'+5j3'sina+^+^2f*+^2(l-f*i)+g]^(5'cos«+g5^+^3«  =  0  (137) 

/8iC0sA+riSinA+^2--^2f*=*0  •  (138) 

g£  +  a'sin;+/S'sinacos;+|^/S'cosa+^3fi  — ^3-=0      .       (139) 

Diiferentürt  man  Gl.  (138)  nach  ^,  so  kommt: 

—  ÄiSinA+TiCOs^+l^/S'cos«— J52g^=:0  (140) 

Differentiirt  man  nochmals  und  addirt  die  primitive  Gleichung,  so 
findet  man: 

Nehmen  wir  die  zweite  Urgleichung  (121)  hinzu,  so  wird  deren  linke 
Seite  nach  Einführung  des  Wertes  (131)  von  h  eine  ganze  Function 
4.  Grades  von  ä,  deren  Coefficienten  einzeln  verschwinden  müssen. 
Die  4  ersten  tun  dies  von  selbst,  der  Coefficient  von  ä*  giebt: 
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^8  =  0    oder    ä-  =  ß'cosa 

Das  Integral  wollen  wir  schreiben: 

^  =  »0+^    (Q^fcosadß)  (141) 

Demgemäss  lassen  sich  die  Gl. .  (139)  (140)  folgendermassen  aas- 
drücken: 

(ä^j + **'"  — ^s+ «'sin  i+  /»'sin«  cog  i  =  0  (142) 

wo  bei  Differentiation  nach  w  nicht  A,  sondern  v  als  constant  zu  be- 
trachten ist.  Die  Differentiation  nach  A  kann  man  als  Differentiation 
nach  vq   betrachten,   so  dass  sie  sich  unabhängig  von  w  vollzieht 

Addirt  man  so   die  61.  (142)  zn  ihrer  zweiten  Ableitung,  so  erhält 

man,  mit  Beachtung  des  Wertes  (135)  von  B^ : 

und  nach  Integration: 

Hiervon  hat  das  vollständige  Integral  die  Form: 

Dies  in  (142)  eingeführt  giebt: 

/yt<T36(8ing8ing)  P  yw^Bi^nacosg) 

während  v^  willkürlich  bleibt.  Dagegen  verlangt  Gl.  (144)  die  Ke- 
lation : 

.es 

Gl.  (143)  geht  jetzt  über  in 

oder,  bei  Anwendung  der  Werte  (135): 
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und  giebt  nach  Integrati^m: 

oder  einfacher: 

•  < 

Muitiplicirt  man  mjit 

^  3vq  =  -7 —  (ot^j  —  2i?5  sin  vo  ^0  ~t~  '^e  ^s  »q  3»q) 
und  integrirt,  so  kommt: 

Moltiplicirt  man  statt  desseii  einzeln  mit  8  cos  X,  8sin)l  und  integrirt, 
so  erhält  man: 

S  ^  )Sl)+(w?i  — i«^4*)cosA  +  (3tt?4yiü3 — M^aXfiCOsA— g^sinX) 

+cosp/v28cost?o — 8inp/v2  88int;o  (14:7) 

.  8tt 
r  =  ^0+  (w?i  — 5W742)  sinA+(3w4y  w^3— «^2)  (fisin  A  +  gj  cosX) 

+ sin  gfv^  d  cos  t?o  -f-  cos  Qfv2  d  sin  ^0 

Diese  Werte  haben  noch  die  Gl.  (138)  zn  befriedigen,  deren  Ableitung 
nach  V  identisch  erfüllt  ist.  Es  geht  daher  nur  eine  Relation  zwischen 
Functionen  von  w  hervor,  welche  lautet: 

Endlich  bleibt  noch  h  zu  bestimmen.    Zufolge  der  Werte  (134) 
(135)  reducirt  sich  die  letzte  Gl.  (132)  auf 

und  giebt  integrirt: 

—  yti^Ä  =  %4-w?4  (148) 

Hiermit  sind  alle  Grössen  bestimmt,  und  man  kann  leicht  daraus  die 
Lösung  zusammensetzen. 
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IL    Fall,  wo  ib^  keine  kubische  Fimetioii  Ton  A  ist. 

Wenn  nnter  der  Bedingung  von  §  9.  A;  keine  kubische  Function 
¥on  h  ist,  so  sind,  wie  sich  zeigte,  die  3  Grössen  (128)  unabhängig 
von  h  null,  daher 

.4  =  0;   A  =  ^;   ^=-^;   ^z  —  D 

C%  =  0;         C3  «  A 

ond  man  hat  nach  (126)  und  (124): 

H+Bh+C    -^  +  Dk  =  0      ' 

H2  —  C  +CiÄ  +DJe^O 

H^  +  D^D,h+D^^^  =  0  (U9) 


^8=  JD +Z)ifi  +Z>2fii 


(150) 


Die  4te  Gleichung  enthält  k  nicht,  die  3  ersten  sind  identisch  und 
lassen  sich  durch  (133)  vertreten,  welche  lautet: 

dk  h^ 

(Ä^  dk 
D-D^Ä+A-^jg^  (151) 

Sie  hat,  gleichwie  (121),  die  Form: 

a^  -  «1  +  g;i  *!— -«1  g^ 
also  bleibt  nach  Subtraction  wiederum  die  gleiche  Form: 

Für  einen  Specialwert  von  v  gehe  Q,  Ä  über  in  Qo?  ^o?  clann  wird 

Teil  LVn.  7 


99       BtnMz 

Dies  eiDgefibt  ia  (153)  peftt: 

Im  allgeinemcai  ist  1^  traBasceiideirt;  dum  Teriangt  die  lelite  Glei- 
chuDg: 

B^w^B^l     Q»ir«<4  (154) 

fd^^ch  sind  Q  md  R  unaMriJngig  Ton  v.    Ist  ifc«  ntional,  so  ist  es 

L 

im  aUgemeineii  Ton  der  Form  -^  snd  L  finear,  also  ifr  =  X  gjeidi- 

fiüls.    Ausnahmen  smd  folgoide: 

1)  Ist  i2^  =  If^  Jf  linetr,  so  wird 

Ir  =  ir^lf-f-«^  +  ^;    tr,  nicht  Sttll, 
nnd  nach  Einffiifaning  in  (153) 

fol^ch  M  Factor  Yon  R,  itnd  wasn  £  «  P n; 

folglich  If  anch  Factor  Ton  P,  und  man  hat  wieder  die  (U.  (154). 

2)  Ist  i?  linear,  so  wird  k  Function  2.  Grades. 

3)  Ist  R  anabhängig  Ton  A,  so  wird  h  kohisehe  ganze  Function 
davon. 

Schliessen  wir  also  die  Fälle  ans,  wo  h  ganze  Function  höchstens. 
3.  Grades  ist,  so  sind  stets  Q  und  A  unabhängig  tou  o,  also  auch 
Q]  und  jßi,  sowie  deren  je  3  Coeffidenten.    Man  hat  also: 

>  (155) 


WO  Q,  72,  etc.  beliebige  Functionen  ton  w  bezeichnen,  und  zwar  gilt 
entweder  Gl.  (153),  oder  es  ist  —  nämlich  wenn  (121)  und  (151) 
identisch  sind  — 

Q 
R 
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Führt  man  die  Werte  (150)  und  (155)  in  (123)  ein,  so  kommt: 
0  —  0 

2V+Ä^'8in«==^|?  +  (A^-^'co8«)^|  +  (A+ö,^)^ 

~^+^f*+Q(fH-l)  (157) 

SiCOsI+TiSinX  =  C4-Ci|ii+i>j7K  (158) 

a'sml+ß'sinacosl+^+^^ß'cosa  =  D+I>,f4+D,^i  (159) 

(Ä,— D,)«^-(Ä»+D,)<«i  3j  +  (Ä— *'- Q)^ -=  0 

(Bg+D,)^  +  (Q,+C,)  g^  =  0. 
81  8u 

ä;'"^äi+'''*=<'^"  (160) 

/z>-Ä-HA-Äi)f»-KA+Ä»)»h )  li  =  0  .  (161) 

woraus  nach  Elimination  von  k-, 

(Äi— Z>i)7r+J5— x'  — Q+(Ci  +  Q2)fii  =  0 

l^ach  Voraussetzung  von  §.  9.  lassen  sich  diese  beiden  Gleichungen 
nur  erfüllen  durch 

R^^  D^',  -Kg  =  —  Di 

Dann  aber  bleibt  von  Gl.  (152)  nur  übrig: 

Ä  =  Z> 

Hiemach  gelten  die  Gl.  (156)  ohne  Einschränkung;  dies  hat  zunächst 
die  Folge,  dass  die  2  Bestimmungen  für  h  (121)  und  (151)  unter 
allen  Umständen  identisch  werden;  (151)  bildet  die  einzige  Bestim- 
mung. Femer  sind  jetzt  von  den  9  aus  (123)  fliessenden  Relationen 
die  erste,  5te,  6te,  7te  und  9te  von  selbst  erfüllt,  so  dass  zur  Be- 
stimmung von  A,  ft,  n  allein  (160)  (159)  (157)  (158)  übrig  bleiben. 

Doch  auch  (157)    (158)   sind,    wenigstens  in  ihren  Ableitungen 
identisch.    Differentiirt  man  nämlich  (158)  zweimal  nach  A,  so  kommt: 


100      Hoppe:  Zum  Problem  des  dreifach  orthogonalen  Flächenst/stems. 

— SjSini+riCOsA+^lS'cos«  =  C^^^-^D^^ 
also  nach  Addition  der  primitiven  Gleichung: 

i  t) +h(|)  C'-.  =  «+  ft  (. + |S)'+i>.  (»+ 1?)  (162, 

Dasselbe  Eesultat  erhält  man,   wenn  man  (157)  und  (159)  einmal 
nach  A  differentürt  und  lue  Grösse  a'cosA — ^'sinasinX  eliminirt 

« 

»  Die  Gl.  (160)  (159)  (162),  welche  jetzt  )l,  ft,  «  bestimmen,  sind 
bereits  in  §.  6.  als  Gl.  (85)  (88)  (90)  vorgekommen,  nur  fehlten  in 
(90)  die  beiden  ersten  Tenne  der  rechten  Seite  von  (16?).  "Wir 
haben  sie  daselbst  nur  für  den  Fall  «  =  /S  =  0  integrirt.  Ein  anderer 
Fall  der  Integrabilität,  den  wir  hier  betrachten  wollen,  ist  D^  =  0, 
Die  Gleichungen  werden  *  , 


8i 


5-  ==  ß'cosa  (16B) 

(ö^j  =  I>+JDif*--a'sinil — /J'sinacosil 

Verbindet  man  die  zweite  mit  ihrer  Ableitung 


fc  gi)  =  A|5-«'co8i+/S'8m«sinl 


so  erhält  man: 


(^['^  +  43)  =  -ö  +  ^i  [,*  +  «•  |5]-(^'8m«+.V)«-.-^     (165) 

Hier  gelten  zur  Linken  überall  die  unabhängigen  Variabeln  v,  «?,  was 
die  runden  Klammem  anzeigen  sollen.    Zur  Vereinfachung  sei 


w' 


Wi 


Bwq  =  cosadj^;      D=:  w^w^  \     D^  =^  -^ 

C  =  Wq —  W2W4,  ;      Vi  ==  ~ 
woraus: 


Wj_ 


/S'sin«+^V  ==  — -(e-«'«'°sina)' 


cosa 


Hoppe:  Zum  Problem  des  dreifcuh  orthogonalen  Fläehen»ystems,       IQl 

dann  giebt  Gl.  (163)  intcgrirt: 

1  =  vq'{-wq  (166) 

und  die  61.  (165)  (164)  gehen  über  in 

iU'+'fü)  -  -.'.'+S^[''+'lf]-S^v-..../ 

Erstere  giebt  integrirt: 

wovon  der  reelle  Teil: 

(      ,  /'8(smtoA8m«)       .        /*d(co8tcABina)) 

.»  =  "1 ;».+«'«- cos»oj  -j^coii; — smroy    ..^cos«   ! 

(168) 
Der  Coemdeat  ron  «  ist  davon  fOr 

nur  die  Ableitung.    Dies  in  (167)  eingeführt  j^ebt: 

und  nach  Integration  bei  constantem  v: 

-  Multiplicirt  man  mit 
Su^  (_         ^  /^3(sinw?oSina)      .  .         /^8(siiiiPoSina)^ 

und  integrirt  bei  constantem  w^  so  kommt: 

«P  =  Wj  I  «Tg  +  w?3  t?i  +  \w^  \v^  +  ^  j  +/y2  9»i  (1Ö9) 

WsCOSüo+Möcost^o+^^i  \^ViC08ro— ;;^smvojJ  J        ^^  ^Qg  ^  — 
W88int;o+/y298mvo+«^4\^%S"i«?o+^cost'ojjy        tg^^cos«"") 


,- .  ^.     ...  ...  .    ,     .     ...  •    . 


•  ■      ••    ••     •••   ••• 


•    •     .••  -     -    ••   •'•    •  • 
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Multiplicirt  man  statt  dessen  mit  dcosiv^-^too)^  8sin(ro4'«'o)  '"*d 
integrirt  ebenso,  so  erhält  man: 

-{-coBWQfv2ScosvQ — BinwQfv2d&mvQ 

(170) 

+ sin  wq  fv^  8  cos  vq  +  cos  WQfv2  9  sint?o 

Die  hier  eingeführten  Functionen  von  tr,  d.  i.  Sq  nnd  Tq  haben  jedoch 
noch  der  Gl.  (157)  zu  genügen,  welche  nach  isinsetzung  der  Werte 
von  S  und  T  giebt: 

Toa'+SoWo'tga+B+w^{ws'+w^W2')  +  ^^^^^^w^'  ==^0     (171) 

Die  Einsetzung  derselben  Werte  in  (158)  liefert  noch  folgende  2  Glei- 
chungen, die  hier  durch  Identificirung  der  Coefficienten  von  cos«^ 
und  sint?o  erhalten  werden,  Coefficienten  die  beiDeduction  von  (IGÄV 
aus  (158)  eliminirt  worden  sind: 

«/  I  /^         XXII       /  f  /^9(sini£7oSina) 

^'+(ro-«tga)V+V  Jcostroy       ^^eosa 


(172) 


/*8(cosi^o8ina)\       ^ 
"^Z         tv^cOBa      ) 

r^ä      «      /  /  .       /  f   .  /*S(sinti;oSina) 

J         w?iCOSa      ) 
Eliminirt  man  Zq,  so  erhält  man: 

Ä — 2+^  =  5 — I Isma — K-^  — 

ow?o  ow?o\cosa/  ot<?o  «'i 

1       8  (w4^'cos^wq\    /^8(sinasin«?o) 

C08W?o  9^0  \        «^o'        /«/  WiCOS« 

__     1       8   / V  sin^X    /^8(sinttCÖ8^7o) 
""  sint^o  9m7o  \     «'o'     /i/       ^icos« 

und  nach  Integration: 

«     ^       .       (    /*/     ,  «?4\9(sin«costi?o)  /*8(sintfcos«£'o)) 

ii/    \       y^iJ       cos«  *t/        «^?iCosa      ) 

(    /*/     .  w?4\9(sinasinwo)  /*9(sinasinwo)) 


Boppt:  Zum  Problem   des  dreifach   orAiK/analen  Flächemytltmr. 

isos  nach  der  enten  Gl.  (172) : 


{/(' 


3  Werte  mttaseii  wiederum  der  Gl.  (171)  genügen.    Nach  ] 
j  erhalt  man; 

I         r     '   I             '\    I    l  +  «'i*K'»'      , 
+  w,(u'5  +v>3!rj  )  H -g- "* 

(Bin neos mq)'  f    /'/'     ,  mtA  gfBJngCOBK'o) /'9(smacosip„)iI 

Die  FuncücmeD  A  und  h  von  (u,  w)  werden  beetiBmit  durch  dia 
fi.  (14ä)  ond  (151),  welche  2  Intcgrationswcgo  darbieten,  die 
Ziele  fuhren.    Zunächst  giebt  GL  (149),  d.  i. 


p  «  eine  von  u  unabhängige  Spoclallösüng  bezeichnet,  die  sich  «Ib 
Qrliche  Function  von  m  betrachten  lässt,  indem  man  die  Gleichong 

a'-l-Ö— Oifl+Os|- =  0 


ji  einen  der  Coeffidaiten  erfüllt,  wo 

ferner 

r  =  £■'■'^'-^•'"3";         p  = 

:  kJO^tZw                            (17 

%  eine  willkürliche  Function  von  u 

ist 

eist  der  aimultanen  Gleichungen 

6A 

5t 

D— 2JiA+ß, 


j-  +  (0,-0,A)ft| 
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integrireiL    Benntzt  man  die  bereits  vollzogene  Int^ration  der 
und  beachtet,  dass  Tormöge  (174) 


K  +  Q>* 


ist,  wo  %  anfänglich  nnr  Constante  der  Integration,  bei  Anwendmig 
der  Int^;rale  anf  die  partielle  Differentialgleichnng  in  den  für  (173) 
gflltigen  Wert  übergeht,  so  erhält  man: 


das  ist  entwickelt: 


wo 


und  14  eine  zweite  willküriiche  Function  von  «  ist 

Statt  dessen  kann  man  auch  ^eich  anfangs  anf  die  Unabhängigen 
u,  tr  übergehen,  indem  man  GL  (151)  schreibt: 

Um  h  zn  eliminiren,  setze  man  erst: 

und  lasse  den  von  1c^  unabhängigen  Teil  sich  unabhängig  von  h  auf 
beiden  Seiten  heben,  so  dass  nur  bleibt: 

Hierzu  haben  JS,  F,  (?  die  3  linearen  Gleichungen  zu  erfüllen: 

E'-'D^E—FD  =  B'  — x' 

F'—GD-^-ED^  =  C  )  (176) 


fw 
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Ist,  wie  oben, 

I>,  =  0;         A  =  — 

80  hat  man  unmittelbar: 

nnd  die  Goefificienten  ergeben  snccessive  die  Werte: 

Andem&Ils  gelangt  man  durch  die  neue  Substitution 

zu  derselben  Gleichungsform,  deren  Auflösung  dann  k^  =  tij/^tr)  ist. 
^\zen  irä  deshalb  sogleich  Arg  =  «^;  dann  ergiebt  die  Einführung: 

N'—DP-^-D^M^O   >  (177) 

woraus: 

NN'  —  PM'-'MP'  —  0 
und  nach  Integration: 

N^  =  23fP+ö  (178) 

Eliminirt  man  3f  und  P  zwischen  den  Gl.  (177),  so  erhält  man  eine 
lineare  Gleichung  3.  Ordnung  für  N,  Da  es  sich  hiemach  nur  um 
Ermittelung  von  Speciallösungen  handelt,  so  können  wir  c  =  0  setzen, 
und  Gl.  (178)  durch 

3f  =  vw^N\        N  =  2vwj^P  (179) 


«0,  f 


erfQllen,  wo,  wie  oben  Di  =  -^  gesetzt  ist    Dann  gehen  die  ersten 

beiden  Gl.  (177)  über  in 

N'        D      v'        D 

^  ^  .±1-  —  -  «  -. D^w^v  (180) 

woraus: 

w^v'  =  ^D+D^w^^v^  (181) 

Betrachtet  man  hier  v  als  willkürliche  Function  von  «?,  und  erfüllt 


i 
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die  Gleichung  durch  D  oder  D^»  so  ergieht  sich  N  ans  (180),  und 
M^  P  aus  (179).  Diese  Specialwerte  lassen  sich  verallgemeinem, 
indem  man  GL  (181)  anf  Gbrond  des  Specialwerts  v  Tollstftndig  inte- 
grirt    Hat  man  dann  3  Lösungen  N^,  N^  i^,,  so  folgt  nicht  nur 

f^  constante  Cy  sondern  anch 

fOr  Ck>effidenten  W^  welche  den  rechten  Seiten  Ton  (176)  entsprechen, 
da  die  linken  gani  mit  (177)  Obereinstinuuen,  und  hieraus  E  und  G, 
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V. 
Miscellen. 


1. 

Bemerinmgr  m  dem  Beireise  einer  bekannten  Formel  fOr  den  Inlialt 
des  Tetraeders  N.  V.  Seite  17.  im  vorigen  Teile. 

Der  dtirte  Beweis  geht  wohl  am  einfachsten  mit  Hilfe  des  von 
N^\tt&t.e\i&  Vn  einer  Brochüre  über  das  Prismatoid  gebrauchten 
Satzes: 

^er  iniialt  eines  Tetraeders  ist  gleich  dem  doppelten  mittleren 
Qaerschnitt  X),  mnltiplicirt  mit  i  des  Abstandes  h  der  diesem  Quer- 
schnitt parallelen  Gegenkanten;  also   Q  »  }A.JD.''  Nnn  ist  D  (als 

^        abh  . 

Q  «»  -^sin«. 
Stuttgart  den  9.  März  1874.  Prof.  Oelschläger. 


2. 

Beweis  desselben  Satzes« 

Das  Tetraeder  heisse  JÜABC,  Sein  Inhalt  ist  der  dritte  Teil 
des  Prismas  ABCA'B^C'^  welches  man  erhält,  indem  man  die  zweite 
Grundfläche  durch  A'  parallel  ^^Clegt;  und  dieses  Prismas  ist  wieder 
die  Hälfte  des  Parallelepipeds,  welches  entsteht,  wenn  man  durch  AA^ 
und  BB'  die  Ebenen  parallel  zu  BCB'C  und  AA!  CC'  construirt. 
Der  Inhalt  dieses  Parallelepipeds  ist  das  Prodoct  aus  der  Fläche 
BCB'C   mit  der  Entfernung  dieser  Ebene  von  der  Kante   AA\ 
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Aber  Inhalt  BCB'C  '-^  BCBB'siaB' BC,  wo  B'BC  der  Winkel 
der  ursprünglichen  Kanten  ÄÄ^  und  BC  (da  BB^  parallel  ÄÄ')  und 
BB'  ==  ÄÄ' ;  ebenso  ist  die  Entfernung  der  Kante  ÄÄ'  von  BCB'  C 
nach  der  bekannten  Construction  nichts  anders  als  die  kürzeste  Ent- 
fernung  der  Kanten  AA^  und  BB\    Es  ist  also 

Inh  A'ABC^\AA',BC,mi{AA\BC),c^  kahanrnv. 

Dr.  W.  Stammer,  Oberlehrer  an  der  Realschale 

in  Düsseldorf. 


3. 

Bemerkung  zu  demselben  Thema. 

Die  zwei  vorhergehenden  Mitteilungen  sind  augenscheinlich  di^ 
durch  hervorgerufen,  dass  der  citirte  Beweis  in  der  Ueberschriffc  ^ 
einfacher  genannt  worden  ist.  Um  in  dieser  Beziehung  einen  Ter- 
gleich  anzustellen,  möchte  es  wol  am  Orte  sein,  einmal  die  Herlei- 
tungsmethoden durchzugehen,  zu  denen  man  ohne  besondere  Erfahrung 
geneigt  sein  wüi"de  zu  greifen.  ^ 

Es  liegt  nahe  die  Simpson'sche  Regel 

T=\{A+4.B+C) 

anzuwenden,  wo  A,  C  parallele  Endflächen ,  B  den  parallelen  Mittel- 
schnitt eines  Körpers  T  bezeichnet.  Legt  man  die  parallelen  End- 
flächen durch  die  Gegenkanten  a,  h  des  Tetraeders  T,  so  ist  ii  =  C 
=  0,  und  der  Mittelschnitt  als  Parallelogramm  aus  den  Seiten  Ja, 
\h  und  den  Winkeln  «,  «— a 

B  =  \äb^ma 
woraus  sofort: 

T=  jÄaJsin« 

Will  man  keine  Inhaltsformel  voraussetzen,  so  ist  wol  die  nächst- 
liegende Integrationsmethode,  das  gemeinsame  Lot  der  Gegenkanten 
zur  Axe  der  x  zu  nehmen.  Die  Querschnitte  sind  dann  Parallelo- 
gramme von  constantem  Winkel  «,  deren  Seiten  bzhw.  proportional 
X  und  h — X  sind,  also  ^ 

h 

T  =  const.  fxQi — x)dx  sin  a 

o 

Die  Constante  bestinmit  sich  durch  specielle  Einführung  x  »  ^^,  das 
übrige  ist  eine  leichte  Rechnung. 


loll   ancii   keine  lutegralrecbnuag   in   ADweudnng   koDuncn 
1  man  sich  anf  den  aoB  der  elenientären  Stereometrie  bekänuUn 
Salz  stutzen,  dass  zwei  Körper,  die  von  deoselben  paruUelen  Ebeuca 
in  proportionalen  Figuren  geschnittea  werden,  den  letztem  selbst 
portional  sind.     Uan  legt  dann  ein  regelmäasiges  Tetraeder 
chem  Abstand  der  Gegenkanten  mit  dem  gegebenen  so,  dass  die 
Abstand  messenden  Lote  ZDfammenfaUen.    Der  Beweis  der  Propoi 
tioaaljtät  der  Schnitte  bat  keine  Schwierigkeit,  ans  dem  bekannl 
Inhalt  des  regelmässigen  Tetraeders  folgt  dann  der  des  gegebenen. 

Um  dnrch   blosse   Trigonometrie  zam  Ziele  zu  kommen 

man  erst  den  Abstand  der  Gegenkanten  AB  and  CD  in  der  Fignr 

bähen.     Zieht  man  zu   diesem  Zweck  AE  parallel  CD  und  lUlt  auf 

!  BAE  das  Lot  CF  —  /i,  so  ist  zn  beweisen,  dass 

T=  ICF.AB.CD.siaBAE 
ni>0  das  BQhcnlot' des  Tetraeders  bezeichnet,  bekannt,  di 
T=  iDG.AB.ACamBAC 
'^WL  hat  man : 

CF^  ACsinCAF 
DG—CD&vaDCG 
es  bleibt  also  za  beweisen,  dass 

sinC<iJ'.sinÜE=  siaDCG.sinBAC 
Zieht  man  AB  parallel  CG,  so  wird  DCG  =  EAH.    A  ist  jetzt  ge- 
meinBamer' Scheitel,  nad  die  Gleichung  lautet  mit  Weglassung  dos 
Scheitalbochstabens : 

sinCF.Binßi'^  ainEif.siniC 

Betrachten  wir  die  Ecke  BCK  nnd  bezeichnen  die  Seitenwinkel  mit 

S,  die  Flächenwinkel  mit  3  Buchstaben,  so  ist  CF  darin  Höhenwinkel, 


man  erst  < 
Ji  bähen.  Zii 
^^fa^ätene 


euen  , 

int«i^^^H 
CD.   ^^H 

'  gur 
auf 

1 


daher 


sin  CF  . 


»der.  da  ßC  mit  HE  i 


nS£  =  sinBCEsi 

einer  Ebene  liegt, 
=  6inHC£BinCE 


iCE 


s,inHCE.siaCE=  sin  EH 

^  ist  erfüllt,  wenn  CHE  ein  Rechter  ist,  was  wiederum  aus  der 
senkrechteu  Lage  der  Ebene  CGD  gegen  die  Ebene  ABO  erhellt. 

Das  Vorstehende  zeigt  wol  zur  Genüge,  daas  mau  den  verlangten 
Beweis  auf  vielerlei  Weise  kunstlos  mit  gewübnliclren  Mittcb  angreifen 
^afln  und  immer  ohne  Um  stündlich  keit  das  Eeaultat  gewinnt.  Der 
Teriaaser  von  N.  V.  wird  hiemach  gern  einräumen,  dass  sein  Ver 
fahren  den  Erfolg  ^  Einfachheit  nicht  dartut.    Er  gesteht  diese 
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selbst  und  fllgt  am  Schlnsse  eiuen  Beweis  von  Klein  hinza,  der  an 
EliFze  und  Eleganz  nicLts  zu  wünschen  Übrig  läaat.  Doch  jener  Er- 
folg ist  erklärtcrmassen  nicht  die  Hanptsache.  Es  liandet  sich  viel- 
mehr um  die  Frage:  Ist  die  Schi usb weise,  welche  an  dem  vorliegen- 
den Beispiel  vorgeführt  werden  soll,  richtig?  Was  daa  Wesen  der- 
selben sei,  findet  sich  nicht  ausgesprochen;  die  vorkommenden  SchlflsBe, 
soweit  sie  eigentümlich  sind,  sind  unrichtig  und  haltlos.  Der  Ver- 
fosser  selbst  zweifelt,  wie  or  sagt,  an  ihrer  Bündigkeit,  ohno  sie  doch 
zu  verworfen.  Der  Zweifel  aber  aliein  ist  hier  schon  entscheidend; 
was  einen  Zweifel  znlässt,  ist  eben  nicht  evident. 

Es  wäre  nnn  nicht  zu  verstehen,  was  den  Verfasser  bewogen 
hätte,  im  Besitz  einer  ganz  einfachen  Dednction  diesen  äusserst  com- 
plicirtenWeg  zu  wählen,  wenn  er  nicht  einen  allgemeinem  Geaichte- 
pnnkt  verfolgt  hätte.  Dieser  giebt  sich  scheu  wiederholt  in  N.  V. 
dadurch  zu  erkennen,  dasa  gewisse  vorgJlngige  Limitationen  der  Ge- 
suchten, welche  den  Schlüssen  eine  Basis  gegeben  haben  wür- 
den, darin  beharrlich  versehmäht  werden;  oifener  tritt  er  zu  Tage  in 
der  Abhandlung  N.  VI.  über  das  Hanber'sche  Princip;  was  aber 
besonders  die  Anfmcrksamkoit  darauf  lenkt,  ist  eine  Verwandtschaft 
der  Richtui^  mit  derjenigen ,  welcher  überhaupt  in  neuster  Zeit  von 
mehreren  Seiten  zugestrebt  wird,  und  die  sich  auch  in  den  Bearbei- 
tungen der  Theorie  eines  Raumes  von  n  Dimensionen,  von  Betti, 
Lie  n.  A.  kund  giebt;  denn  auch  hier  wird  die  allgemeinste  Limi- 
tation, die  Voran ssEtznng,  dass  eine  bestimmte  Jite  Mannicbfaltigkeit 
eino  lineare  ist,  worauf  doch  alle  Bestimmungen  basiren,  beharrlich 
vorschwiegen.  Während  letztere  die  Unabhängigkeit  der  Kaumtheorie 
von  den  erfahrungsmässig  gewonnenen  räumlichen  Anschauungen  dar- 
ZQHtellen  suchen,  dabei  aber  noch  stets  innerhalb  des  Gebiets  der 
mathematischen  Begriffe  bleiben,  überschreitet  Günther  diese  Grenze, 
indem  er  ein  von  den  mathematisclien  Objecten  unabhängiges,  allge- 
meineres und  auf  die  Mathematik  anwendbares  Scblnss vermögen  auf- 
sucht, zn  diesem  Zwecke  jedoch  vorläufig  nur  einige  Beispiele  der 
Existenz  aufweisen  will.  Die  an  eine  solcho  Idee  goknUpft<in  Hoff- 
nungen beruhen  auf  dem  aus  dem  Altertum  vererbten,  bis  heute  nicht 
überwundenen  Irrtum,  dass  der  Grand  der  mathematischen  Evidenz 
in  der  Form  liege.  Vielleicht  wird  die  neue  Anreguug  in  den  vor- 
liegenden Arbeiten  die  Aufklärung  beschleunigen  helfen,  weshalb  ich 
der  Verfolgung  des  aussichtslosen  Zieles  allen  gewünschten  Spielranm 
gewähren  wollte.  Es  hat  bisher  den  herrschenden  Tendenzen  der 
Philosophie  zn  sehr  widerstrebt,  die  eigentlich  sehr  nahe  liegende 
Quelle  der  mathematischen  Evidenz  näher  anzusehen.  Zu  verfehlen 
ist  sie  nicht,  wenn  man  sich  entschliesst,  gewisse  Vorurteile  aufzu- 
geben.   Unausweichliche  Schlüsse  können  wir  ziehen,  soweit  wir  den 


mögliches  anterschiedlichen  Inhalt  nnscrer  Begriffe  in 
Gedanken  zu  dnrchlanfen  vennögen;  denn  allein  dadurch  sind  nir  im 
Stande,  aasschliesseuJe  Gegensalze  positivea  Inhalts  za  bilden.  Dieso 
Bedingnng  erfalleu  die  Begriffe  der  Grösse,  des  Raumes  und  der 
Zeit,  aber  niclit  der  Begriff  der  Quaüt&t,  welcher  für  onbegrenzt 
vieles  unbekannte  offen  bleibt  In  den  Objecten  der  Mathematik 
liegt  also  der  timnd  ihrer  zwingenden  Evidenz.  L&sst  man  die  Ob* 
jede  iinhestimmt,  oder  gestattet  man  ihnen  auf  an  bekannte  Weise 
yamren,  so  hört  die  Evidenz  auf.  wenn  gleich  die  Zustimmung  danfl,^ 
eben  weil  die  Möglichkeit  des  Andersseins  der  Einsicht  entzogen  ist, 
nur  nm  so  bereitwilliger  erteilt  zn  werden  pflegt-  Kur  im  Gebrauch 
des  positiv  Gedachten,  nicht  des  durch  Bedingnngen  negativ  Um- 
grenzten giebt  es  ein  exactes  Schi uss vermögen.  Meiner  Behauptung 
steht  die  gesammte  pädagogische  Erfahrung  zur  Seite;  denn  kein 
Schaler  lernt  anders  als  an  mathematischen  Objecten  mathoma tische 
Schlüsse  mit  zwingender  Evidenz  machen.  Die  Entscheidung  ist  Sache 
der  Gegner,  da  sie  bloss  ein  Beispiel  des  Gegenteils  anzafflhren  bran- 
(Aiea.  \on  denjenigen  Beispielen,  welche  Günther  vorführt,  ränmt 
er  selbst  ein,  dass  sie  deu  Erfolg  nicht  darlun.  Auch  de«  Fehlgriff 
Hanber's,  dass  er  das  mathematische  Urteil  als  Prädicirung  be- 
trachtet,  was  doch  im  wesentlichsten  Falle,  hei  der  Grössenrelalion, 
offenbar  nicht  zutrifft,  erkennt  er  insofern  an,  als  er  den  Hauber- 
schen  Satz  fBr  verbesserungsbedOrftig  erklärt  und  auf  die  Grössen- 
relalion Mnflherznleiten  sucht  Dies  bestätigt  nur,  dass  die  strenge 
GfUtigkeit  erst  mit  der  Bezugnahme  anf  mathematische  Object«  beginnt. 
Hag  man  also  die  Chimäre  solange  verfolgen  als  man  will;  nur  ist 
zu  wünschen,  dass  man  auch  einen  Blick  frei  behält  für  diejenigen 
Beobachtungen,  welche  mit  der  lange  gehegten,  uud  doch  durch  nichts 
bewährten  Ansicht  von  der  formellen  Natur  der  Beweiskraft  nicht 
stimmen.  R.  Ho 


'4 


^^V  Bemerkung  zn  ü.  XXX.  3.  im  vorigen  Teile. 

In  meiner  Bemerkung  zu  Herrn  Ligowski's  Kreis berechnuugS'S 
formel  befindet  sich  ein  kleiner  Fehler.  Auf  das  EesuJtat  der  Reell" 
nnng  hat  aber  dieses  Versehen  keinen  EinÖuaa.    Es  steht  nüralich  d 


att  der  lichtigen  Formel 


2"--i  aia.;;;,  =  J^.sin 


i^.j^) 
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WO  die  Grenzen  der  rechten  Seiten  in  beiden  Formeln  (für  m  =  od) 
dieselben  sind.    Ich  bemerke  noch,  dass  die  Formel 


2  ^  7t 

cos  22-i-x 
einen  besondere^  Fall  der  allgemeineren  leicht  zu  erhaltenden  Formel 

et  00  1 

=  n 


cos 


21+A 


darstellt',  die  Herr  LudwigSeidel  im  75.  Bande  des  Crelle'schen 
Journals  S.  273  gegeben  hat.  Nach  dessen  Bemerkung  ist  die  Con- 
vergenz  dieses  Productes  für  n  ohne  Vergleich  rascher  als  die  des 
bekannten  Wallis'schen  Productes. 

Warschau,  den  31.  Juli  1874.  S.  Dickstein. 


:  Lt   triidre  '(  /*  i/lrai-dri:  avec  applteali-m  dti  rfWrrmini 


VI. 


Ftrl^dre  et  le  ti^traMre,  avec  applicatlon  des 

df^termJnants. 


,   Profeiscur  ü  Pnrii. 


emi^re    Partie. 
Le  triedre. 


9  I.     Belalions  PDfre  les  sli  el^nents  A'm  IriMr«. 

Notation».  Consicl^rons  le  trifdre  SABC  (Fig.  1),  qui  est" 
compiis  entre.  les  trois  plana  SBC,  SCA,  SAB  et  qui,  par  suite,  est 
lermiD^  par  les  trois  aretes  SA,  SB,  SC.  Noas  reprÖBenterons  par 
A,  B,  C  lea  troia  diedrea  de  l'an^e  tri^e,  qai  aont  reepectlvement 
adjacenfs  ä  cea  aretea  SA,  SB,  SC,  et  nous  dösignerona  par  a,  b,  e 
les  anglea  plana  ou  les  faces  BSC,  CSA,  ASB,  qni  aont  oppoB^s  am 
di^drcs  reBpectifs  A,  B,  C. 

Cea  faces  et  cea  difedres  forment  lea  Bix  ^Ifiments  du  triSdre.  Or 
on  sait  que  le  triedre  est  determinß  par  trois  de  ces  six  £f^ments 
conatitatifs;  par  cons6qucnt,  cea  six  elemonts  sont  li6a  entre  eux 
par  trois  rclations  distiuetes,  qui  permettent  de  caleuler  trois  qnel- 
conqnes  d'ontre  enx,  lorsqu'on  connaät  lea  trois  antrea.  Noua  nots 
propoaoiis  de  diterminer  dircctement  ces  relations. 

2.     Relation  entte  lea  trot»  Haoea  et  db  an^^le  dlädre  (l'un  trlädre. 

Snr  l'arete  SC  (Fig.  1)  prenona,  h,  partir  du  aonimet  S,  one  longa« 

Teil  LTII. 
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SM  ^galo  k  Tunitö  de  longneur;  du  point  M  abaissons  snr  le  plan 
do  la  face  ASB  la  porpendiculaire  MP^  et  de  son  pied  menons  snr 
los  arßtos  SA^  SB  les  perpondiculaires  PQ  et  PR,  Si  nous  tiron» 
les  droitos  AfQ  et  MR^  ces  lignes  seront  aussi  perpendiculaires  anx 
ardtes  <SL4  et  SB^  et  les  angles  MQP  et  MEP  seront  les  angles 
rectiliguos  ou  les  sections  droites  qui  mesurent  les  di^dres  A  et  B. 

Cola  fait,  projetons  snr  l'arete  SB  la  droite  SR  et  la  ligne  brisee 
<SQ-f-(2i*+-PR  qni  est  termin^e  aux  memes  extr6mites  que  iSÄ;  ces 
deux  projections  seront  6gales.  Or  la  protection  de  la  longnenr  SR 
sur  sa  propre  direction  SB  est  6gale  k  SR]  celle  de  la  droite  SQ 
sur  SB  est  SQ,  cos  ASB  «  SQ.  cos  c,  Pnisqne  la  droite  QP  est  per- 
pondiculairo  sur  SA^  cette  ligne  fait  avec  SB  un  angle  compl^men- 
tairo  do  Tangle  ASB  >«  e ;  par  suite  la  projection  de  QP  sur  SB 
sora  i^.sino.  D'ailleurs  la  projection  de  PQ  sur  la  droite  SB^  qoi 
lui  est  pcrpendiculairo,  est  ^videmment  nulle.  Donc  nous  avons 
r^quation 

(1 )  SR  —  SQ .  cos  c + QP,  sine. 

Mais  il  est  &cile  de  voir  que  les  triangles  rectangles  SMR,  SMQ 
ot  MlXi  dounent 

SR  «  SM,  cosMSR  =  cosBSC  =  coso, 
SQ  -«  SM,  cos MSQ  =  cosCS^  =-  cos6, 
JlfQ—  SAT.  sin -MSQ  =-  sinCÄi  =  sinÄ, 
ot 

Qi*=  MQ ,  cosA/QP=  MQ ,  cosA  =  sin&cos^ 

Sul^atituant  cos  \^eurs  dans  r^galit6  (1),  on  trouve  la  rdation 
doM^andoo 

oosii  *»  cosftcose-f>sin&sui6Cos^. 

Noua  AM\ii$  aind  K>s  trois  <^oati<ms  fondaiu^itales 

i  co$A  ^  cos^coso-f-sin&sinccos^ 
{h  V  oosÄ  -*  cos  r  cos  «+ sin  «sin«  cos  ^. 

^  Ci>$^^=r  cos«cosA4*8iii<isin5cosC. 

KlUvs  ov|wiwtv4\i  5iW0$  Pausi  lout  iri^dre,  le  cosinus  d'une 
face  ogÄK^  Un  j>v^>dw<l  dos  Cosinus  dos  doux  autres  faces, 
plus  lo  ^nod^U  dOÄ  *i»«s  dos  doux  m^^mos  faces  multi- 
\vlio  var  Uv  C\^iiiiM^«  dw  di^dro  cowpri^ 
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% 

cosa  —  COS&COSC 
cos  ^  =  -  -      .  -—-- . ; 

Sind  Bin  c 
si  Ton  substitae  cette  valenr  dans  la  formale 


mf=y- 


—  cos-4 
sm 


ou  trouve  successivement  que 
.   A       l/sin&sinc^ — cosa-f-cosßcosc 

™2^r 


2sin2»sinc 


l/co8(^— c)  — cosa       1 /sin  ^(c+q  --^)  sin  ^o-t-^ —c) 

V        2sin5sinc  V  sin^sinc; 


posant  a-\'h-\'C  =  2p,  on  en  d^duit 


.    A       l/si 


sin  (p — b)  sin(p — c) , 
sin^sinc 


On  obtiendrait  d'une  mani^re  analogne  la  valenr  de  cos  z,-  On  a 
ainsi  lea  trois  formnies 


sm  TT 


=  J/«^ 


sin(|» — b)Bm(p — c) 


2        f  sin^sinc 


(rf\  J  ^       l/smp8in(y— g) 

UV  <     cos  ^  «=  1/  —    .   ,  . » 

1  2        r         sm&smc 


^^2  ~r       sini>sin(p— a)       ' 
dont  les  denx  premidres  donnent 


,TTTx  .    A       2ysmpsm(o— o)sm(|»— &)8in(£--c) 

(III)  sm-4= — r—r—' • 

^     ^  smÄsmc 

4.    Belation  entre  deux  faees  et  les  dii^dres  oppos^s  d^un  triddre. 

Par  les  denx  triangles  rectangles  JfPÄ,  MPQ  (Fig.  1)  on  a 

MP=  MIl.smMJRP=MR.smB, 
MP  ^  ME .  sinMQP  ==  MQ .  sin^; 

mais  les  deux  triangles  rectangles  SMR^  SMQ  nons  donnent 

ME  =  SM.  sin  MSE  =  sino, 
MP  -=  SM.  sin  iWSQ  =  sin*; 
par  snite  il  vient 

8» 
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d'oü  notts  tirons  en  divisant  par  le  produit  sin  ^  sin  ^, 

sing       sinfe 
«in  -4  "^  üin  i^* 

Kons  avons  donc  les  trois  rapports  ^gaox 

sino       sin 5  __  sine 
sin  4  "*  f^iEKß  "~  am  C* 


\ 


(IV) 


Ainsi,  dans  an  tri^dre,l6s  sinns  des  faces  sont  entre  enx 
comme  les  ainna  des  di^drea  oppos^s. 

5.  Belation  entre  deux  iäees  d'on  triddre,  le  dii^dre  eompils 
et  le  dlMre  oppos^  ä  Fun  d'enx.  Prolongeons  OP  jnsqn'ä  la  ren- 
contre  de  SB  en  D  (Fi^r.  1),  Dans  la  qnadrilat^re  PQSR  projetons 
le  contour  QiS-|-/Si2-|-JRP9Qr  la  direction  du  c6t6  PQ;  nons  obtem^f 
r6galit6 


et,  comme 


9¥ 

C08£>Z)Q  «b:  001  ( -g  -^  e j  •=»  sine, 
COSjRPQ  ^  ^  cobBPD  ^  —  cosc, 


il  viont 


PQ=-  iSÄ. sine— i?P. cosc, 
d'oü  Dous  tirons 

(2)  iSje ,  ain  c  -.  rp,  eosH*-  pq. 

Mais  il  est  ais6  de  voir  qne 

SR  ==  SM,cQsRSM==  cosfl, 
ieP=  RM.QOB.MRP=  SM,smRSM,QOsB  =-  sinacos-B, 

PQ  =-  MP.cotM(iP^RM.mMMP.QQtA:^SM.waiRSM.siüBGOtA 

=  sin(isinJ?cot4. 

Nous  tronvons  dono,  en  gQl^stituan.t  dans  (2), 

cosasinc^^  $inaC!Q9J?908<^rf'3ugiaai9^cot4, 
ou,  ou  divisant  par  sina, 


<r:  Le  IrüJre  el  Ic  Iglraidre,  avtc  appUcalioli  rl. 

cota8ine=  cosccosB-f-sinflcot-i, 


Divieons  lea  deui  niembreä  de  cetto  6galit6  par  cosccosi/;  aous 
obtenons  la  relatioa  suivaute:  ^^ 


cota      1 
cötc  *  cos  B  ~ 


cot  A      1 
colB '  cose 


qui  peat  se  tradtiire  eu  langage  ordin&ire. 

Bemarqnous,  pour  cela,  qu&  la  relatJon  pr^c^dento  cxiaCe  uutro 
les  qnatre  616inents  cona^cutifa  a,  B,  c,  J  du  tri^dre;  par  cous^quetit 
nons  pouvons  dire  que: 

Dans  tont  tri^dre,  lerapport  des  cotangontesdedeax 
faeeB,  divisß  par  le  cosinus  dn  di^dre  compris,  moiuB  le 
rapport  des  cotangentes  des  dcux  difidres  pris  en  ordre* 
inverse,  diTis6  par  le  cosinuä  dö  la  face  interm^diaire, 
est  egal  ä  l'unitä. 

&.  HeUtlon  entre  ane  tece  d'im  triidre  et  lee  trols  dISdres. 
Conaid^roi»  le  triedrc  S'A'B'C  supplömentairc  du  triödre  donnö 
SAJ/C,  ei  disignona  par  «',  6',  c'  les  trois  faWta  B'S'C\  C'S'A', 
A'S'B'  et  par  A',  B',  C  les  trois  diödres  opposes. 

Si  nons  appliqnons  i  co  triJ;dre  snppUmentaire  la  promi^re  de^ 
formnlea  (I),  nooa  avons  l'fiqaation 

(3)  cosa'  ^:  cosft'cosc'+sini'ainc'coa-l'. 

Mais  nous  savons  qne 

a'  =  7L  —  A,    h'  =-  n—B,     e'  =  it  —  C,     A'  =  «  — n, 
i  il  Yient 

cosa'  -= — CO&A,    cosö' =  —  cosi*,    cosc'  =  — cosC, 
eoaA' =  —  coso,     sinfi' ^^      siuB,     sine' =      siiiC. 

SabstitnonB  cea  Taleurs  dans  VigaMÜ  (3),  nona  obteuons  la  nou- 
iUe  relatiou  ^_ 

— COS^  >=  cos^cosC— siuitainCcösn,  ^^M 

,  en  changeant  lea  signes,  ^| 

[I)  cosjI  ^  — cosBcosC-|-ainjS9inCci>S'i, 

£xpreBsions  dea  demi-faeoa  d'mi  triMrc  eu  valcur  des  trols 
i^Mrea.    La  premiöre  des  formulcs  (IIJ,  etant  appliquee  au  tri^dre 
Q>pl^meiitaire,  dounc 


I 
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Sin 


^  _ l/sin ip'  —  &') sin 0>' ~ cQ 
2  ^  V  sin&'sinc' 


Or,  si  nous  posons  25  =  -4+i?-f-C+«,  nons  avons 

8in(|i'  — ft')  =  sin  — —^ =  sin 0 =  8in(jB — jS), 

sin(/>'— 0  =  8m — —^ =  sin 0 =  sin(C — 5); 

et^  comme  d*aillears 

8m-5^=8mls — o)~^^^9'    ainft  =  sinB,    smc  =  sinC, 
il  vient 


a |/sm(Jg— g)sin(C 

2"~r  sin^anC 


5) 
cos 


Qu  obtiendrait  d'nne  manidre  analognc  la  valenr  de  sin  ^      an 

moyen  de  la  deiud^me  des  rdations  (II).    On  tronve  amd  les  trois 
fbnnnles 


cos 


(Vm) 


a  _  1  y^n(^— iS)sm(C— iS) 
2~r  smiJsinC 

a I /sinS 

2~r  ~di 


sinU— S) 
^^^■^       sinBsmC     * 


i=F 


cot    —  -/^^^-'^>^<^"-'^ 


smiSsin(^ — S) 
dont  les  deox  premi^s  donnent 

ysiniSsin(^— 5)sm(Ä— iS)sm(C— S) 


(IX)         sina  =  2 


sin^sinC 


8.    Formnies  de  Belambre.    Bans  Fidentite 

.   A+B        .    A       B  .     ,   B       A 
sin — ^ —  =  sm-2C08-2  +  sm-2Cos-2 

snbstituons  les  valenrs  fonmies  par  les  fonnnles  (II);  eile  devient 

A-}-^  ___  gg(Pi^^)  1 /smp8in( j? — c)      sin(p — o)  l /sinpsin(p — 6) 
^     2  sine     V      sinasinö      *"     sine      V      sinasin^ 

sin(p  — a)+sin(i>  — Ä)        C 

= -j- cos  "s- 

sinc  2 


Dos  ton  Le  tr&dre  et  U  tOrtUdrCj  avec  appUcation  desIdittrminanU,    \\Q 


Or  il  est  ais^  de  voir  que 


sin(p-a)+  8in(p-i)      ^«^^  l  ^^«  V^      ^«»S"  ^ 


sine 


c        c 
28m  2  COS  ^ 


C08| 


par  suite  il  vient 


o— 6       C 

srn-g— ^ ^ 

cos  2 


A—B 


On  obtiendrait  d'one  mani^re  analogae  les  valeors  de  sin  — ö^-» 

A+B         A  —  B     ^  .    . 

cos  — k — >  COS  — 2 — •    ^^  trouve  ainsi  les  quatrc  formales 


(X) 


sm — K — 


COSg 


cos 


a — b 


cosj 


A-^B 


sm 


sin 


a — b 


COSg 


smg 


COS 


Ar\-B 


COS 


a+b 


smg- 


cos 


A'-B 


cos  5 


.   a+b 
sm    A 


.  c 
smg 


Ces  formales  ont  6t6  donn^es  poar  la  premiere  fois  par  De- 
lambre  dans  son  grand  Trait6  d' Astronomie.  En  Aüemagne  cües 
portent  le  nom  da  c61dbre  Gaass  qui  en  a  fait  asage  dans  sa 
Theoria  motos  corporam  coelestiam  etc. 

9.    Bdgrle  mn^monique  pour  ^crire  les  formales  de  Delambre. 

Ces  formales  peavent  s'6crire  facilement  an  moyen  d'an  procede 
graphiqne  analogae  k  celai  da  pentagone  de  Neper.  II  repose  sur 
la  constraction  d'an  hexagone  circonscrit  ä  an  t|*iangle  isoc^le 
(Cr.  Dostor,  Noavelles  Annales  de  Mathömatiqaes,  2®  serie 
tome  V,  1866). 


\2f)    Dottar:  Le  früdrt  el  U  i&raiire.  ante  appiicaiio»  da  derrmixoMlt . 

On  cöiLitroit  an  trianglc  isoc^lc  DEF  (Fig.  2),  aaquel    on  cir- 
conscrit  ITjoiagonc  DGEHFL     Sur  lea  cöt^  lateraoi  DE,  DF  da 

A  +  B 


triangle  isoc£le  oa  iciit  1&  demi-Bomme  - 


-  et  la  demi-difference 


— 3 —  de  den  dUdres  A,  B  de  l'angie  trifedre;  sur  la  base  £Fda 

mftme  tiiaogle  on  marque  le  comiilement  „  —  ä    de    la    moitie    da 

troisi^mo  diädre  C, 

Entin,  sur  la  suite  des  cAt^s  de  l'hnagone  DGEHFI,  ä  partir 
du  sominet  E,  dana  les  deax  Bens  EGDIF  et  EHF,  on  ficrit  les 


Cola  fait,  voici  la  rägis  mnemoniqnc  quo  noua  i 
pour  dcrire  tea  fonnulcB  de  Delambre. 

EUo  ae  composo  des  donx  priDcipes  saivants: 

1"  Le  ainnH  d'un  cöt£  du  triangle  isoc^le  est  ä,  celn 
du  la  basc  dans  Ic  rapport  des  siuus  dos  cötus  aous-ten- 
dus  dans  l'hexagono  qui  ne  sont  adjaeenta  au  Bommet 
comniuu  du  triangle. 

2"    La  Cosinus  d'un  cötä  du  triangloisocäle  eat&cer 
de  la  base  dans  lo   rapport   dos  cosiuus  des  cöt^s 
tondns  dauB   l'hexagone,    qui   tont   adjacents    au    sojnmet 
commun  du  triangle. 

A-j-B 


I 


4 

et  1 


En   etTot ,    consid^rons 
C  ^ 


c6t6    DE~' 


et    la     base 


£jP—  7, —  0  <lu  triangle  iaocäle,  qul  out  le  sommet  common  E\  le 
rdpport  den  aiuus  de  ce  cötö  et  de  la  base  est 


le         I 
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dont  les  sinns  ont  poor  rapport 

^[2  -  -2-) 

>  -  -  -  -        - 

™(f-|) 


a  — 

& 

COS     2 

COSx 

t 

smi 

£11  egalant  ces  deux  rapports,  on  a  la  premiöre  formulo  do  De- 
lambre. 

A—  B 
Si  Ton  compare,  d'aprös  la  meme  rfegle,  le  cöt^  DF=^   — 0 — 

n       C 
du  triangle  isoc^le  ä  la  baae  EF  =  9  ~  2'    ^^  obtient  la  deuxiömo 

farmule  (X). 

La  deuxi^ino  r§^e  fournit  les  dem  antres  fonnules.     Car,  si 

A.  "A-B  it       C 

Ton  consid&re  le  cöte  BE  =  —^—   et  la  base  EF  =  9 ""  2  ^"  ^* 

angle  isoc^e  qui  ont  le  sommet  common  E^  le  rapport  des  cosiuus 
de  ce  dbiJb  et  de  la  base  est 

A-V-B  A^B 

COS  — s —         cos  — s — 


(i-f) 


cosi-?; — K- 1  sin  "2 

les  cdt^s  de  Thexagone,  sons-tendus  par  les  cdt^s  DE^  EF  qui  sont 
adjacents  au  sommet  commun  E 

a'^h  c 

GE  =  — 2    ,        EH  ==  2 » 

dont  les  cosinus  ont  poor  rapport  ' 

COS  —TT—  ^  * 


c 

COS5 

L'^galite  de  ces  deux  rapports  donne  la  troisi^me  formule  de  De- 
lambre. 

§  n.    Le  SiMs  d'm  triedre. 

10*    Expression  da  idniis    d'nn  tri^^dre»     Proposons-nous  de 
d^terminer  la  valeur  effectu^e  du  d^t^rminant 
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0) 


1  C08C     COSb    . 

COS  c        1        COS  a  k 
cos6      COSa      1    '  I 


<|u»,  pour  abr6ger,  nous  repr^senterons  par  J^. 

Divisons  la  socondo  ligne  par  cosc  et  la  troisiöme  par  oos6;  le 
(letorminant  so  trouvera  divis6  par  le  produit  cos&cosc,  de  sorte 
((uo  nous  aurons 

1 


J^ 


cos  6  cos  C 


cosc  cosb 

1  cosa 

cosc  coab 

cosa  1 


COSb      COS& 


.  Hi  uouB  rotranchons  la  premi^re  ligne  de  chacune  des  deux  saiTaslas, 
lo  dötermlnant  consorvera  sa  valeur,  et  il  viendra 


O.OS&CORO 


1 

0 
0 


cosc 
sin^c 

COSc* 

cosa — cos^cosc 
cos^ 


COSb 

cosa — cos&cosc 
cosc 

sln^b 


cos  6 
sin^c 


cosc 

cosa — cos^cosc 
cosö 


cosa— cos^cosc  i 
cosc 

sin^Ä 


cosö 


Mulh)0toui4  iioliiolhMnont  la  prcmi^re  ligne  par  cosc,  lo  denxi^me  par 
\-\\^h\  lo  «IcM-ormliiant  «ora  multipli6  parle  produit  cos ä cosc,  et  nous» 
ohnoudiiHU 

ülnV  cosa— cos 6 cosc  j 

o,(>iü  n   -  cos  b  cos  c  sin% 


.1^^ 


sy\\.  o^\  »(OM»lommni, 

\^^  -1*  —  Mu*A»iMV     (cosa— cos  6  cosc)*. 

-♦*  —  MW*«iM«*4     (i^mh-   oos<?cosa)*, 

vv^  MvAWWxxN  x\i\  ^^^\^i^  )H>nv<M)1   w<>  tWiiiÄformer  en  prodnits. 
iMi  ed^  vk\N\^\^N>v?H.\\^*  U  ^UÄteww»^  iW  i^KTiS«  (l)  d«iis  le  produit  de 


4^  =  (sinSsiuc+costi  — 

=-  (cosa  — COSfiCOS(r-j 

=  [coso  —  cos  (i+  c)  ]  [coa  (i  — e)  —  cos  a], 
et,  pnisqne 


nons  trouvons  pour  ^^  la  forme  rcmarquablo 


a)8iii(;)  — i)sin{;)  — 


=  43mp8iu(p  — 

en  posant  a-\-h-^c  —  2p. 

%\  \ea  tiois  angips  o,  A,  c  sont  l<!s  troia  faces  d'un  triedre,  cbacus  j 
d'enx  Bera  moindto  que  la  Boinmc  dea  deux  autres.  et  leur  somroo  i 
sera  iaferieure  i  quatre  aagles  droits;  par  suite,   les  trois   deniit 

iJ-e—o    c-l~a—b    o-f-i— e  .      . 

differencM  — s — ,  — ^-s — »  —^ seroat  poBitiveB  et  moia-  I 

dres  chacune  qne  dcux  droits,  pendant  qne  la  demi-aommo — 

acra  aaesi  iafgrienre  k  deux  droits,  donc  les  quatre  siaus  du  prodtiit  1 
precödenl  seront  snpcricurs  ä  zero.    II  s'ßnsuit  alors,  d'apr^s  1 
tnole  (I),  que  le  caire  (coan — cos&cosc)*  est  tonjoora  moindre  qua 
ün'isin^c;  et,   comme  ce  dernier  carre  n'est  jainais  sop^rienr  h  1, 
la  qaantitö  ^  aera  elle-meme  tonjoura  coroprisu  eatre  3  et  1;  cUa  ' 
ne  sera  egale  k  l'uniti,  d'aprt^s  (I),  que  ai  le  triedre  et  trirectangle. 

Donc  la  racine  carrijo  de  d^  ou  J  na  peut  varier  qn'entre  — 1 
et  +1,  en  pasaant  par  zöro. 

Ponr  cette  raison  von  Staudt  (Jonraal  de  Grelle,  Tome  XXIV, 
page  252)  a  donnä  k  la  qaantit^  c4  le  nom  de  ainus  du  triedre  dont   I 
les  trois  faces  sont  a,  h,  e. 

11.     Autre  forme   de  l'expresslon  du  sIdus  d'nn  trifdre.     Dans 
l'expreaBion  (I)  remplagona  les  sinua  par  leura  valeurs  en  fonction 
des  Cosinus,  et  d^veloppons  le  produit  räaultant  ainai  qne  le  carr6;  | 
uous  obteuons 

(QI)  ^^  =  1  — cos^o— coa^i — C08*C  +  2cOBaCOS6COBC. 

Cctte  forme  a'obtient  immediatement  en  devoloppant  le  determi- 
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uant  (1)  par  la  r^gle  de  Sarrus  (Finck^  EUments  d'Alg^bre, 
2«  6dltion,  1846.    Strasbourg  chez  D6rivaux.    n^  52,  page  95). 

II  est  facile  de  voir  qa'on  a  encore 

(IV) 
J*  cos  a  —  sin'a  (cosa — C086  cosc)  -|^  (cosb  —  cosc  cosa)(cos«  —  cosa  006i»X 

^  cos  &  — •  8in*&  (C08&  —  cosc  cosa) + (cosc  —  cos«  C0S^)(C0Sa  —  C085  008^ 

^ cos c  —  sin*« (cosc— cosa  cosÄ)+ (cosa — cos&cosc)(cos6 —  cost^oosaji  '] 

12.    ExpressioB  du  sinus  d^uii  trii^dre  en  yaleur  de  demx  fimi 
et  du  dlMre  eempris.    La  prenu^re  des  6qaations  (I)  da  n<^  3  doiitt '  - 


cosa — cosftcosc 

COSii  ■■ : — 7~: » 

sin&smc 
de  Sorte  quo 

,.,       ^          .,       sin%sm*c — (cosa — cosdcosc)* 
sinU  -  1--C0SM sin^^sin^c ^* 

le  nuiut^ratear  de  cette  fraction  est  6gal  k  A^  (fömiole  I);  «tt 
avont»«  par  suite, 

(Y)  ^  — •  sinftsincsin^. 

Aiuai  le  siuas  d'an  tri^dre  est  6gal  au  produit  des 
sluus  de  deux  faces  multipli^  par  le  sinus  du  di^dre 
comprls. 

1^  £x|Nr««il4»u  du  siuus  d*uu  tiiMre  eu  Tideur  d«i  tt^ 
dtMrea.    Par  permutation  circulaire  en  tire  de  la  formale  (IX)  du  n*  7 

,  ^      2V8in5sin(-l— 5)sin(Ä— 5)8in((7— iS) 

Sind  =» .  ^  . — 3 f 

smCsinA 

2Vsin5sin(A— 5)sin(JB— 5)sia(C— iSf). 

8mc=s ^^ >    ^  .   p ^ ; 

sm^sinB 

si  uoas  sobsütuons  oes  valeors  daus  rexpreesian  (T),  nous  oltoMNM 

aussi 

,^,  ^      4siniS8in(iS-.^)siB(iS— JB)sin(Ä— O 

^  sin^sinBsinC 

14.  Rtprywieu  du  siuus  d*uB  triddre  eu  Tideur  d^uae  £Me  «I 
d#  IHueÜBaisou  de  Tarnte  oppes^  sur  le  plau  de  eette  Ibeu.  i^ßpeioas 

««  ft,  y  les  angles  que  forment  les  ar^tes  SA^  SB^  SC  ayec  les  j^ans 
^j^  l^^cee  respectivement  oppos^  BSC^  CSA^  ASB.  Tirons  la  drotte 
^  vJ!"")!*  !)•    1"^  ^<^^  tnanißfia  lectaaglfiB  SMI\  MPQ  uous  daunent 
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MP^  SM.sinMSPr^  siny, 
MP^  MQ.smMQP^  MQ.mnA, 

rte  que 

siny  =  MQ,waA\ 

par  le  triangle  rectang^e  SMQ  nons  avoDs 

sidte  il  vient 

siny  =»  sin^sin^, 

en  multipliant  par  smc, 

sincsiny  »  sinftsincsin^ ; 

,onc  on  trouve  que  J  =r  smcsinjr. 

Ainsi  on  a  encore 

C^")  d  ^=»  sinasino  =  sin^sin/}  »  sincsin/, 

c^esl^i-dire  qoe:  Le  sinns  d'nn  tri^dre  est  6gal  au  prodait 
da  BinuB  de  chaqne  face  par  le  sinns  de  rinclinaison  du 
plan  de  eetie  face  snr  Tarnte  oppos^e 

On  en  condnt  anssi  qne 

Lea  sinns  des  faces  sont  inversement  proportionnels 
anx  sinns  des  inclinaisons  des  aretes  oppos^es  snr  les 
plana  de  ces  faces. 

§  ni.    Le  SiMs  im  TriMre  sippl^nentmire. 

15.    Exprtsstan  lÜTerses  dn  sinns  dn  triddre  snppl^mentaire« 

Le  tiiUre  snppl^mentaire  dn  tri^dre  SABC  est  termin6  par  les  trois 
ftoes 

qsi  oomprennent  entre  elles  les  trois  diddres 

Foaons  a'+i'+c'  «  2p',  ^'+jB'+C'  =-  «  -p-  ÄS';  ü  nous  viendra 

81  nons  snbstitnons  ces  valenrs  dans  les  fonnnles  dn  paragraphe 
pricMent,  et  qne  nous  d^signions  par  d'  le  sinns  de  notre  nouveau 
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tri^dre,  nous  obtiendrons  ponr  J'  les  valeors  suivantes  en  fonctioi 
des  elements  du  triMre  donne: 


(I)  ^'2  =  _ 


—  1      cosC    cosl^ 


cosC    — 1      cos^ 
cosB   cosA    —1 

(II)  d'^  =  1  — COS^^  —  COS'-B  —  C08*C— 2C08^C08jBC08C, 

(in)  d'^  =  4sin5siii(^— iS)  sin  (Ä—Ä)  8m  (C—iS), 

(IV)  z^' =  Bin^BsinCsina, 

,  __  4  sinp  sin  (p  — a)  8in  ( j? — b)  sin  {p — c) 
^^^  "^  "  sinasin^^sinc  ' 

16.    Rapport  des  sinus  d^une  faee  et  da  diMre  oppos6e.    ISiims 
avons  trouve  (n<>«  12  et  15)  que 


(1) 

d'oü  nous  tirons 


l  d' 


d  =  sin*  sine  sin^ , 
^  sinlJsinCsina, 


sind     sine    sin^        ^ 


sin  jö   sin  C'  sina        /S* ' 


t  (\  A\  X.  j  _x      sinft      sine 

or  nous   avons  vu   (n"  4)    que   cnacun  des   rapports   —. — s»  —. — - 

*^^         suijB     sin  C 

est  6gal  k     .       ;  par  consequent  il  vient,  en  substitaant, 

(VI)  ^  =  ^. 

sin -4       J' 

Bonc,  dans  tout  triedre  le  sinus  d'nne  face  est  au  si- 
nus du  di^dre  oppos6  comme  le  sinus  du  triedre  et  au 
sinus  du  triedre  suppl^mentaire. 

Divisons  membre  ä  membre  les  6galit6s  (11)  du  n®  10  et  (III) 
du  n^  15;  nous  obtenons 

J^  _^  sinpsin(j? — a)  sin(^ —  h)  sin(p  —  c)  ^ 
^2  —  sin5sin(^— Ä)sin(^— 5)sin(C— Ä) ' 

nous  avons  donc  aussi 

vin  sin^g  _  sinp sin (p  —  a)  sin {p — b)  8in(j!)  —  c) 

^^^^^  sin2^  ~  sin>Ssin(A — S) sin {B—S) sin (C— 5)' 

17,  Relations  entre  le  sinus  d'un  triddre  et  le  sinus  du  triedre 
HU^^mentaire.    Les  ^galit^s  (1)  donnent  encore 


tor:  Lf  'i-iiilif  et  h  '^/ratdre,  am  nfplimlioTi  •!<■  •Ulnn 

ä*   _  8in'Äsia*cBiii*J 

A'    ^  sinfl  sinCsina* 

-^'*  _  sm*iJBiii*CHin*a_ 

^  sinäamcsiD^ 

is,  en  vertu  des  fonnulcs  (IVj  du  n*  4,  ou  a 

sin'^      _     8iii*a 
smZfsinC  ~  Binisiiie' 

substiluant  dans  Ics  i-apporta  iiricödcnta,  il  vinnt  eucore 
(VIU)  -^  =  atno5iuABiiic, 

(IX)  r  =  fiiu-4sinügiue. 


Ainsi    1"    le    prodnit    des    aiuuB    des 
tri^drc  est  ögal  an  carri;  du  aiaus  de  i 
■par  \e  BinBs  du  triidre  suppitiment 
ainua  des  troia  diedrea  d'nii  tri6dr 
Sinns  dn  triedre   supplömentaire  d 
triedre  donne. 


;  2"  Ic  produit  des 
t  egal  au  carre  du 
e  par  le  BJnuB  da 


Praprleteü  li«atcllcs  des  siaus  d«»  tri H rot. 


^HP  18.  Confliderona  le  triedre  OXl'Z  (Fig.  3),  formt!  par  les  plana 
^^dB  coordotm^es.  Par  le  aommet  O  menons  nne  droito  quelcouque 
OD^  designons  par  a,  {5,  y  las  angles  que  fait  cettu  droile  avec  le§ 
troia  aretea  OX,  Ol',  OZ;  et  par  a',  ß',  y'  les  inclinaisona  de  fa 
mfime  droits  aur  les  plaus  dea  faces  YOZ,  ZOX,  XOY.  RepreseotouB 
d'aillenra  par  i,  n,  v  lea  faces  YOZ,  ZOX,  XOY  du  triedre  O  et  ' 
par  A',  n',  v'  les  inclinaisons  reapectivea  des  aretes  OX,  OY,  OZ 
'     snr  les  plat 


.  BOient  r,  y,  i  les  coordonn^es  OQ, 


Snr  OD  prenons  OJtf==  1, 
QP,  PM  du  point  M. 

ProjetoBB  la  droite  OM  et  la  ligue  brisee  OQFM,  terminöe  anx  | 
mSmea  extrönsit^s,   sncccsaiTement  sur  leB  quatre  droites  OD,  OX, 
OY,  OZ-,  uons  formons  les  quatre  eqnatiouB 

/     l  =  3:COSa+3/COaP+SCQBy 


IC-l-yCOSV-f-ZCOBfl 


1  eö8p  =  !rcoav 
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Gela  fait,  du  point  M  abalssons  snr  le  plan  XOT  Ut  perpeii- 
dicnlaire  MR  et  tirons  les  droites  OR^  FR,  Noos  avoBS,  dmoa  lea 
deux  triangles  MFR,  OMR^ 

MR  —  MPmiMPR  «  MO«aiMOR\ 

d'oü  noos  tirons,  en  observant  que  8inl£Pß=8my\  foikMOR^^^mfj 

ff  sin  v'  «=  sin/, 

puis,  en  malüpliant  les  deux  membres  par  sinv, 

s  sin  V  sintv' =  sin  V  sin  7' ; 

mais  (n^  14)  le  prodnit  sinvsiny'  est  le  sinus  da  triMre  OZKSTet 
sinvsin/  est  le  sinus  du  triedre  ODXY^  sinus  que  noos  dfingMCfiiis 
par  Jm9\  donc  nous  avons 

Siih8titu(Hi8  oes  valeura  (2)  dans  les  iqaatioos  (1)»  noos  (Mebmis 
ka  relations  fondamemtales 


,..    ^ 


d  >—  COSaiiyv+<^=OS/'^«~h<^0B7^jy, 

^eos«  =«  ^yf-|-cos»^»+costt4i», 

f    Jci^f  «=  COSfi^^+COSizf„+^j, 

qui  exiatottt  enire  le  sinms  d'un  triedre  et  les  aiBai  des 
trois  di^dres  qu'on  obtient  en  menant  ume  droite  quel* 
eouque  par  le  sommet  du  triedre  domn^  et  em  consi- 
df^raat  cette  droite  avec  les  ar^tes  du  triedre  donnie 
prises  deux  ä  deux. 

19.  Mulüplions  les  quatre  ^uations  (I)  reqpectiYeiient  d^ab«! 
par  Jy  dgMy  ^Msy  dii9\  puis  par  — -^,  — ^ft,  +^»,  +4^»;  ensuite 
par  — -^,  +zf^  — ^«r,  +4ry;  enfin  par  — ^,  +^*»,  +-^»,  — 4ifi 
et  igoutons  chaque  fois  les  egaliti^s  r^sultantes,  nous  obtenons  les 
quatre  nouTdles  equatioas 

OD 

(m) 

^*w  =- 4i*+^:^-j--^y«+2co6/»-^^^y*— 2cos7^Ay— 2cosazf^^, 

^»a;3r=  ^f*4-^yB  +  ^^«+2C08y/fyr^«  —  2G0ea^^^—  2C0S/5^^„. 


■;  ie  irüA-t  tl  U  , 


Irs  plHDS  de  cfa  fares. 


20.  Taugeiite  de  Kaogle,  qac  Toit  «tm  In  trols  u«les  d*l 
triidre,  la  droite  f'^aloment  inclin^  snr  ces  oretes.  Soit  SO  (Flg.  4)1 
la  droite  egalement  inclinee  sur  les  trois  arStes  S.d,  SB,  SC  do 
triMre  SABC.  Prenons  sur  cetle  droite,  Ä  partir  da  sornmet  S, 
Dne  loDgneor  SO  6galc  ä  Timitä  et,  par  te  poist  O,  nienons  k  la 
mSme  droite  le  plan  peri^Qdiciilairß  ABC,  qni  conpo  c 
les  trois  arctes  du  tri&lra  Les  irois  triangleB  rcctangles  SAO,^ 
SBO,  SCO,  ayant  Ic  cöte  SO  tommun  et  les  angles  aigns  en  S  dga 
par  hjpotLese,  sont  6gaux  entro  eux  et  donncnt  SA  =  SB  = 
de  Borte  (ino  AO  =  SO=  CO. 

Cela  pos6,  representons  par  ip  l'angle  i(SO.    Le  triangle  i 
tangle  SBO  uouB  donne 

BO  =  SOt&ugÜSO  =  tangy; 

mate  ia  droitti  BO  etant  le  rayon  da  cercle  circonscrit  an  triaiig] 
ABC,  si  I'on  rnäne  C'Z*  pcrpcndieulairc  aa  cöt^  ^i(,  on  a  aoEsi 

2fiOX  CD  =  sex  CA 
ffoü  Ton  tire 

iJC  X  CA 


(1) 


taug  [p  ^= 


BCXCA 
2CD     ■ 


McDons  la  droite  Oif  pcrpendiculaire  bot  le  plan  SAB  et  Oa 
perpendicolaire  sor  AB;  puls  tirons  les  droites  HD  et  SI. 
tJeni  angles  CDH,  OIS,  6tant  compris  entre  c6t6s  paralleles,  son^ 
^Ei;  par  couseqnent  les  deus  tiiangles  reetanglea  CDH,  SIO  sontl 
tünlilables  et  donnent 

CD       CH 


d'oii, 


piiisquc  SO  ^  1 , 


SO' 


CD  =  fi/X  CH. 


'  2SIXCff' 


Koas  trouvona  aiusi,  eu  subatituant  dans  rtijuation  {!) 

t^ BCXCA 
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23.  Cotangente  de  Tangrle  que  fait  avee  lea  plana  des  trois 
ftioeH  d*un  tri^dre  la  drolte  ^galement  inelin^e  sur  ees  plana.  Soit 
SS'  la  droito  6galement  iiiclin6e  sur  les  trois  plans  SBC,  SCAj  SAB 
qui  termiuout  lo  triödre  SABC  et  d^signons  par  ^  Tangle  commmi 
qu'ollo  fait  avec  ces  trois  plans. 

D*uu  poiut  quelconque  &'  de  eetto  droite  abaissena  sivr  le^  jdans 
SBC\  SCA,  SAB  les  perpendiculaires  respectiYes  S'A'^  ffB^^  SC 
Ces  perpendiculaires  formeront  le  triMre  S'A'B'C'  sappl^mentaire 
du  tri^dre  doun6  SABC,  et  la  droite  ^mS'  sera  ^galement  indiBie  sur 
les  trois  ar^tes  d«  ce  triddre.  * 

Si  donc^  dans  la  fennule  (I)  neos  rempla^ns  ^,  c^  6,  c  et  ^  par 

^  — ^N  7^  —  Ay  n^By  m — C  et  d\  nous  aurons  Texpression 


Ott 


ABC 

4cos^coß-^<^^  2 
(Ul )  cotaagy — -jt . 

^.    JExfgtostta  4e  tMir  v«    Bub  le  second  memSme,  mettcms 
id^  la  placv  de  J'  sft  Yateiur  (IT)  d»  «.^  15;  il  naos 


^^       ,       A        B        C  A 

4C06^  CO»-^  CO»^  C08^ 

ABC 

Si,  dau$  ce  resultat»  noo»  rem^Hab^ns  cos^»  siii-;^»  sikL-3  por   fem 

valeui':^  tirees  di^  tosautl^  (U)  dit  n^  ^  nous  trouTons  qjm 


%  n.    U  tnÜKt  4mI  ks  Ictis  Imc»  ftkiit  tmnMt  «an 


^C>.  Talear  4ea  ao^es  dii^direa  i»  ee  trüidre»  Supposons  qoe 
=^^  vv>;uuic  des  trois  &icea  des  triedire  SABC  soit  eonstante  et  4g|de 
.   ivu-v  :uigle^  droits,  c'est-ä-dire  que 
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Introduisons  oette   hypoth^  dans  les    formales  (ü)  du  n"  3; 
elles  donnent 

sin  ö  ■=  Vcot*  cot  c , 


1  ^       l/    <508ö 

(I)  <      cos  o  ==  r    '  r  «     » 


A      i/cos&cosc 


COSa 

Kons  en  tirons  les  ^galit^s 

^  Ä  C 

(11)  cosatang  -«  =  cosfttang  -^  =  cosctang  -« 

^y ABC 

=»ycosacos&cosc  =  tang -g  tang  "ö  tang -^ ; 


et  de  celka-d 


cosa  =  tang-ötang-Ä» 


C         -4 

(m)  l     cosÄ  =  tang-gtang-gf 

A^       B 

cosc  =  tang  -5  tang  -g- 

26.  Relation  entre  les  di^dres  de  ce  triddre.  Dans  la  fornuile 
connae 

tanga-f-tangd-I^^^^^S^  =  tang  a  tang  Stange, 

qni  revient  ä 

cotftcotc+cotccota*|^cotacotft  =*  1, 

mettons  ä  la  place  des  trois  premiers  tennes  leurs  valenrs  tir^es  de 
la  premi^re  des  formnies  (I)-,  nous  obtenons  Tegalitö 

ABC 

(IV)  sin^  ^  -|-  sin^-ft  +  sin^  -2  =  1- 

Si  0008  mültiplions  par  2  les  deux  membres  de  cette  ^quation 
et  que  nons  retranchions  de  8  les  prodnits  resnltants,  nons  trouvons 
la  relation  remarqnable 

(V)  cos-4+cosJ5-|-cosC  =  1. 


134  I^oator:  Le  trikdre  et  le  Utrakdre^  avec  appliation  des  diterminants. 

Ainsi,  dans  notre  tri^dre,   la  somme  des  cosinns    des 
trois  di^dres  est  constante  et  6gale  ä  1. 

Les  trois  angles  a,  &,  c  valant  ensemble  deox  angles  droits,  on 
a  la  relation 

(1)  tang2tang|+tang|tang|+tang|tang2  =  l; 

or  la  troisi^me  des  formales  (YIII)  du  n^  7  nons  donne 

h         c       i/  sin/Ssm(B— /S)      ,   i/    sin iS sin  (C—iS) 

(2)  tang  2  tangg  «  ^  8in(C-5)sin(^-5)  +  V  sinU-Ä)8in(Ä=^ 

^       sin/S 
""sinM— iS)' 

on  verrait  de  meme  que 

c         a  sin^  a         b  sin>S 

(3)  tanggtangg^g^^^^^gj.    tang^tang^  =  ^■^^^_^^. 

Substitoant  ces  valeurs  (2)  et  (3)  dans  l'^galit^  pr^c^^te  (1), 
on  obtient  encore  entre  les  trois  di^dres  A^  B,  C  la  relation 

11  1  ^ 

V^)  sin  /  A Ä\    I    ^TTTöZIä^  "t 


sinU— iS)  ^  sin(jB— Ä)  ^  sin(C— 5)  ^  siniS* 

Si  neos  moltiplions  entre  eües  les  ^galit^s  (2)  et  (3)  et  qne  nous 
extrayions  la  racine  carr6e  da  prodait,  nons  trouvons  aassi  qae 

(Vn)  tang  2  tang  ^  tang  ^  =      jf    - 

27.  Sinus  du  triddre  et  de  son  suppl^mentaire.  Dans  la  formnle 
(II)  du  n^  13  posous  i>  =  ^»  eile  donne,  en  6gard  ä  (TL). 

_  ABC 

(VIII)  d  =  2ycosacos  bcosc  =  tang  -stang-^tang-^- 
Par  la  formule  (VII)  on  a  d'ailleurs 

(IX)  d'  =  2sin2Äcot  I  cot  |  cot  |. 

ä8.  Direction  des  deox  droites  ^gal^ment  inelin^es  sur  les  trois 
,^fft<^^  et  sur  les  plans  des  trois  faces  du  triedre.  La  formale  (11) 
i^  j^^  4ä  nous  donne  d'abord 
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puls  nons  obtenons  par  la  formale  (lY)  du  n^  24 

r^Tv     X  /l  A         f ABC 

(XI)     tang^  =  25j^  """2  ""'•^^^^^^^  =taiig  ^tang-g  tang-^» 

§  ¥U.     Le  trieire  regriier. 

29.  Sapposons  quo  Ics  trois  faces  du  tri^drc  SABC  soicnt  Egales 
entre  elles;  il  cn  scra  de  meme  des  trois  di^dres.  II  noas  saffira 
donc  de  faire  a=^b  =  cQtA=zB=^C  dans  les  formules  gdn^ralcs, 
ponr  obtonir  edles  qni  conviennent  au  triödre  regulier. 

Dans  la  premi^re  des  relations  fondamentales  (I)  du  n^  2  posous 
a  =  5  =  c,  eile  deviendra 

cos  a  =  cos^a  -[~8"i*«  cos  A 
ou 

COSflr(l  —  cosa)  =  (1 — C0S^a)C0S^; 
on  en  üre 

(1)  cosa  =  cosa  cos  ^+008-4 

c'est-ä-dire 

(I)  s6c^  =  l-|-s6ca. 

Ainsi,  dans  tout  triödre  regulier,  la  s6canto  d*un  di^dre 
est  ^gale  k  Tunit^  augment^e  de  la  s6cantc  d'unc  face. 

30.  L'6galit6  pr6c6dente  (1)  revenant  ä 

cosa — cos^ — cosacos^  =  0, 
peut  s'^crire 

(l+cosa)(l-— cos^)  =  1; 

les  deux  facteurs  du  premier  membre  sont  respcctivcmcnt  egaux  ä 

a    *  A 

2cos*5,    2sm^-ö;    par  suite  il  vient  aussi 

m^  a  .   A       1 

(U)  COSoSlö-^  =  2' 

c*e8t-ä-dire  que:  Dans  tout  tri^dre  regulier,  Ic  cosinus  de 
la  demi-face  multiplie  par  le  sinus  du  demi-di^dre  6gale 
nne  demie. 

31.  Multiplions  les  deux  membres  de  cette  relatiou  par  28m25 
eile  deyient 
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et  donno  par  soite 


a 
Sing 


(III)  sina  ««  *~J- 


Donc,  dftns  tout  triödre  regulier  le  siuus  d'ane  t%^e 
^gale  le  rapport  da  einus  de  la  demi-faco  au  sinas  du 
demi-diddre. 

A 
32.    MaltiplioiLS  par  2co8  -k  les  deux  membres  de  la  m^me  re- 

lation  (11),  nous  obtenons  encore 


A       A         a  A 

2sm  "öcos  "2  •  coSft  ==  cos  -rt » 


ou  bien 


(IV)  8in^ 


a 
COS^ 


Ainsi,  dans  tont  triödre  regulier,  le  sinus  d'an  di^dre 
igale  le  rapport  da  cosiuas  du  demi-di^dre  au  cosinus 
de  la  demi*face. 

88.  La  valour  du  sinus  du  tri^dre  regulier  peut  se  d6- 
dulrc^  do  la  formulo  (V)  du  b9  12,  qui  donne 

(V)  J  =  sin*asm-4. 

(k^ttö  oxprossion,  on  vertu  des  valeurs  (H),  (DI)  et  (lY)  peut 
i^uoid  s'öoriro 

O'U     ^1  - 2Bln«gcot^  -  28in«§j/(2coB|  +  l) (2cosg ^ l). 

Bin  2  taug  2 
Bin -^  taug  2 
H.    to  tiiuuH  du  tri^dro  supplimontairo  6tant  (n^  16) 


^'  -  -^.'.K.  •» 


sin  A 

NiUfl 
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on  troavc  successivement  pour  ^'  les  valeors  suivantes: 

J'  =«  2tang2C08*  gt 

<y^  {  A       A 

COS  "rt  cot  -ö 

a     .  a  ' 


COS  2  cot  ^ 


de  Sorte  que 


(IX)        ^^'  =  tang^gCOt^ä  =  Ssin^g  coß^  -g. 

35.  L'inclinaison  a  des  aretes  sur  lesplans  des  faecs 
oppos^es  s'obtient  au  moyen  de  la  relation  (YII)  du  n^  14,  qui 
donne 

am«  =  —. —  =*  sinasm^  =«  2sm :>  cos -c,  > 
sina  2        2 

00,  ea  ^pafd  aox  vaJeurs  (UI)  et  (lY), 

(K)        ^  ßino  «=  tang  ^  cot  ^  ■»■  V ^-^'• 

S6.  La  droite  ^galement  inclin^e  sur  los  trois  ardtes 
du  tri^dre  regulier  fait  aussi  des  angles  ^gaux  avec  les  plane 
des  trois  faoes.  L'inclinaison  €p  de  cette  droite  sur  les  aretes  est 
donn^  par  la  formule  (I)  du  n^  20,  qui  devient 

4  sin^  2         4  sin^  « 

^^  ~"      ^t      "^  sin^asin-4' 
on 

*^^2  a         A 

(XI) .  tangg> «-  — ^  ="  ^sin  ^  tang-^. 

cos  2 

Quant  ä  Fangle  n>  qu'elle  fait  avec  les  plans  des  trois  faces,  on 
le  trouve  par  la  formule  (III)  du  n®  23,  qui  se  r^duit  ä 

4cos^^         4cos8-2 

^ ""      d'      """  sinasinM' 
ou  ä 


On  en  deduit 
(XIII)  taug^lang  tji  ^  4eoB  gSin-n  =  2 


Deuxi^me    Partie. 
Le  tctraöilre. 


§  I.     fnpriHin  üu  («Ifaedre. 

37.  Sotatlons.  Considörons  le  tetraödre  SABC.  Nous  reprit- 
BenteroDs  par  a,  b,  c  lea  trois  arötes  SA,  SB,  SC  isBues  du  sommet 
S  par  A,  ft,  V  les  inclinaiaons  mutnolles  BSC,  CSA,  ASB  de  ces 
ar£t«a.  En  outre,  uous  d^signerona  par  X',  n\  v'  lea  isclinaiBons  des 
luemea  aretes  a,h,  e  sur  Ics  faces  opposeea  du  t^tra^dre,  et  par  o', 
S',  c'  IßB  trois  antroB  aretee  du  solide,  rBspectiTement  oppoaees  aux 
premiöres.  Nous  indiqueroas  d'ailleurs  pai'  ß,  ß,  y  ka  augles  quo 
fonnent  Gntrß  elles  lea  aretes  oppöa^ea  a  et  a\  b  et  fi',  c  et  c'  par 
S,  A,  B,  C  lea  faces  iriangulaires  du  tttraödre  c[ui  aont  roBpectiyfc 
luent  opposfies  aux  aommets  portaut  lea  m@mea  lettres. 


rarete  SA  =  a. 

SiJ  =^  A, 

5C=  C, 

l'argte  BC^a', 

CA  ==  i', 

-4fl  =  C, 

l'anglo  plana  BSC  - 

-  i, 

CSJ  =  ^, 

JSJ?  =  V, 

l'aiiglG  (SA,  SBC)  - 

-  A', 

{Sß,  SCA)  =  ft', 

(SC,  SAB)  = 

=  v' 

l'augle  (SA,  BC)    = 

=  «. 

(52?,  C^)  =  ß, 

(SC,^lß)    = 

=  Y 

la  face  ABC=S, 

SiJC 

=  A,     SCA  =-  B, 

SAB=C. 

Nous  aurona  toujoura  sein  de  dösigner  chaque  angle  difidro  dfl 
t^traödro  par  la  lettre  qui  repreaente  l'arStfl  d'interaectioii  dea  deux 
facea  du  di^dre. 

38.  Th^or^nie  I.  Dana  tont  tetraödre,  le  double  pro- 
duit  de  deux  aretea  opposöos  par  le  coainua  de  leur  in- 
clinaison  mutuelle  est  ^gal  h  la  Bomme  des  carres  de 
dettx  antrea  arStes  oppoaöoa,  diminu^o  de  la  aorame  des 
carräa  des  argtes  oppoa^ea  reatantes. 


i 


Do  stör:   Le  trüdre  et  le  t&rcUdre,  avec  appUcation  des  diUrminanis.    139 

Projetons  la  ligne  briste  CSÄB  (Fig.  5)  sur  Fareto  CB,  uous 
obtenons  T^galite 

CSco8ÄCß4-/S^cosa"4-^jBco8-4i?C=  /^C, 
ou 

uous  en  tirons 

a  cos  a  =  a'  —  <?  cos  SCB  —  <?'  cos  ABC^ 

et,  en  multipliant  par  2a', 

(I)  2aa'co8a  =  2a'»— 2ca'coSiSCß-  2c'a'c08^i^a 

Or  les  deux  triangles  SBC^  ABC  donnent 

52  =.  (?«+a'2  — 2ca'cos5Ci?, 

5'2  =  c'2-|-a'2-2cVcos^i?C, 

et,  par  suite, 

a'2  — 2ca'c085C5  =  i2  _^2^ 

a'2— 2c'a'cos^l2?C=  i'^  _c'2. 

Snbstitaant  ces  valeurs  dans  r6galit6  (1)  et  concluant  par  aualogic, 
on  obtient  les  trois  relations 

|2aa'c08a  =  h^J^y^-c^-^c*'^, 
2hh'  cos/3  =  c2+c'2-a2-a'2, 
2cc'  cosy  =  a^+a'^—b^  —  b'K 

39.  Corollaire.  Ajoutons  cos  trois  ^galites  membres  ä  membres, 
nous  en  d^doisons  la  relation 

(II)  oa' cos  a+W  cos  |S+cc'cosy  =  0, 

qui  pronve  que  des  trois  angles  a,  j3,  y  Tun  au  moins  est 
aigu  et  Tun  au  moins  est  obtus,  et  que,  si  deux  de  ces 
angles  sont  droits,  le  troisi^me  Test  aussi. 

* 

40.  Th^r^me  11.  Dans  tout  t6tra^dre,  la  protection 
d'nne  arete  sur  Tarete  oppos6e  est  6gale  ä  la  difference 
des  projections  de  deux  aretes,  ad  jacentes  d'un  memo 
cöt6  ä  la  premi^re  arete,  sur  la  meme  arete  oppos6e. 

Dans  la  relation 

2aa'cosa  =  h^J^h'^^c^--c"^ 

remplaQons  b'^  et  c'»  par  les  valeurs 
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Ä'2««^4.a«— 2caC0S^    et    «'«  =  a«+i*— 2«*COB«f 
que  fournissent  les  deux  triangles  SCA  et  SAB'j  eile  devient 

2aa'c08o  =  2abcosv  —  2«acosfi. 
On  en  tire,  en  divisant  par  2a,  pnis  par  analoge, 

Ia'cosa  =  hcosv — <;cosfi, 
b'cosß  =  ccosX  — acosv, 
c'cosy  =acosfi — bcosl. 

41.  Ckirollaire»  Multiplions  ces  trois  ^galitäs  respectivemeat 
par  cosl,  cosfi,  cosv  et  sgontons  les  ^quations  r^snltantes ;  nons 
obtenons  la  relation  remarqoable 

(IV)  a'cosocosil+J'cosjJcosfi+c'cosycosv  =  0. 

42.  Th^or^me  in«    Dans  tont  t6traedre,  chaq^e  £ao6 
est  6gale  k  la  somme  des  prodaits  qu'on  obtient,  eiün^^^- 
tipliant  chacune  des  trois  autres  faces  par  le  cosinus 
de  son  inclinaison  snr  la  premi^re  face. 

En  effet  chaqne  face  est  6gale  ä  la  somme  des  proj^CtiOiid  Sür 
eile  des  trois  antres  faces;  or  les  projections  des  trois  faces  A,  6,  C 
sor  la  face  S  sont  respectivement 

-4cosa',    jBoosä',    OcOöc'; 
on  a  donc 

(V)  S==  A  cos  a'  +  jBcos  h'  +  Ccos  c'. 

43.  Relation    entre    les    six    angles    di^dres    d'vn    t^tra^dre. 

D'aprös  le  th^oröme  pr6c6dent,  nous  avons 

— Ä+-4cosa'+jBcosÄ'+Ccosc'  =0, 

.      Äcosa'  — ^-j-^cosc +Ccosi  =  0, 

ÄCOSft'+^COSÖ-— -ö-l-C'coBa  —0, 

iScosc'4"-^cos&+jBcosa  —  (7*=  0. 

ElimindDt  les  trois  faees  A^  B,  C  enti^  ces  qnatre  6quations,  notu^ 
obtenons  la  relation  cherch^e 


(VI) 


—  1  cosa'  cos  6'  cosc' 

cosa'  — 1  cosc  cos  6 

cosä'  cosc  — 1  COSä 

cosc'  COS&  cosa  — 1 


=  0, 
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doBt  le  däveloppemeiit  est 

( VH)  siii^acos*a'  •\-  2  (cos  a+ cost  cos  r)  coaft'  cobc' 

4-siii*6 coa'i' -|-  2(co8fi-|-co3cco3o)coac'co8a' 
+  sin*e  cos*c'  -j-  2  (cos  e  -[-  cos  a  cos  h)  cos  n'  cob  *' 
=^  1  —  coa*a  — cos'i — cos'c— ScosacosicOBtf. 

Theorem«  TT.    Dans   toat   tätra(<dre,   le    carr^    dl 
ne   face   est   6gal    ä  la   somme   dea   carräs  des  troll 
dimina^e   de   ta  sommc   des  doubles 
doits  qa'on  obtiont  es  inaltiplia.ut  dcnx  ^aelconqnes  d 
cefl  faces  par  le  cosiaus  Jn  di^drc  compris. 


9  la  formo 


^^«11113  ^quations  (2)  penvent  se  mettre 
S  — ,(cosa'  — iJcosi'^Ccose'  =  O, 

l^öcosc — Ccoai— Scoso' — o.cosi'  — o.eosc'  =  U, 
(— CcOBö  —  ^cosr — o.coaa' — Statb'  —  a.cose'  =  0, 
G — Avmh — i?COBn  —  O.eOBa'— o.COSt' — S.  COBC*  =-0; 
.. eliminons  lea  trois  (luaatit^a  — cosn',  — cosft',  — cosc' 

ces  qoatre  ^quationB,  nous  obteuoss  la  relatioa 

ä  ABC 

-ßcosc— CcosS  S     Ü     0 

-Ccoso— ^eosü  OSO 

C—Aeose—Bmsa.  0     U    S 


(vm) 


-ÜCOSä 

qni,  6tant  d6velopp6e,  rcvient  £t 

IIX)     S*  =  J8_|__B8_j_f,'»_2SCc&8« 


=  0. 


45.  Thäorgnte  ¥.  Dans  tont  t^tra&dre,  les  faces  sou: 
eutre  elles  comme  les  üiiias  des  aupplemonts  des  tri^dren 
gppos^s. 

Dans  lea   equations  fondamoutalos  (3)  uous  pouvoiis  consid^rer 
>  inconnas  le  diödre  a'  et  lea  deux  faces  non  adjaccutes  U  et 
C.    Poor  ^timiner  ces  qoantitäa  eutro  Iüb  quatre  equations  (2),  nons 
Cona  cclles-ci  sous  la  forme 

+  0         +'^(— coBa')-|-cosS'(— B)+cos(;'(— C)  =  0,, 

■\~A         +S(— cosa')-4-coac  (— BJ+cosi  (— C)  =  0, 

ÄCOfl*'— ^cosc  +  0(— coso')—  (— B)+cos«(— CO  =0, 

jSCOBö'  — ^CO8i  +  0('-C0Sa')+C0Sa(— 5)—  (— C)  =  0. 
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Ck)mine  elles  8ont  compaübles,  le  d^terminant  par  rapport  aax  trois 
inconnnes  — cosa\  — B,  — C  est  nnl.  Nons  obtenons  ainsi  le  relation 


iS-j-0  A  cos  5'  cosc' 

0+-4  S  cosc  C08& 

— iScosÄ' — ^cosc  0  — 1  cosa 

— iScosc' — ^cos6  0  cosa  — 1 


=  0, 


qni,  par  la  d^composition  dn  premier  membre  ea  denx  d^terminants, 
peut  s'^criro 


8 

A 

COS&' 

cosc' 

0 

A 

COS&' 

COSö' 

0 

8 

cosc 

COBb 

+ 

A 

s 

cosc 

COS& 

— ScosÄ' 

0 

— 1 

cosa 

— -4  cosc 

0 

—1 

cosa 

— /Scosc' 

0 

cosa 

— 1 

— ^cos& 

0 

cosa 

—1 

a 


Dans  ces  deux  d^terminants  nons  ponvons  intervertir  lai  äeax 
premi^res  colonnes,  apr^s  avoir  divis^les  premi^res  colonnelMliedi- 
vement  par  jS  et  ^;  il  nons  vient,  en  intervertissant  anssi  le&  Aeoz 
premidres  lignes  dans  le  premier  d6terminant  r^snltant, 


—  S 


S         0  cosc  COBb 

A  — 1  cosÄ'  cosc' 

0  cosä'  — 1  cosa 

0  cosc'  cosa  — 1 


+  A 


A  0  cos 6'  cosc' 

5  — 1  cosc  cosft 

0  cosc  — 1  cosa 

0  COS&  cosa  — 1 


=  0. 


D^voloppons  suivant  les  61^ments  de  la  premi^re  colonne  chacnn 
do  ces  deux  d6terminants  qne  nons  repr^senterons  par  Js,  4i;  nous 
aurons 


—  S.Js^  —  S^ 


—  1       cos 5'    cosc' 
cos  5'     —1      cosa 


A,/Ia=  A^ 


cosc' 

— 1 

cosc 

COSb 


cosa     — 1 


+  S.A 


cosc 

— 1 

cosa 


cos  5 
cosa 

— 1 


—  S.A 


0 

cosc 

COS& 

COS&' 

—1 

cosa 

cosc' 

cosa 

—1 

0 

cos  5' 

cosc' 

cosc 

—1 

cosa 

cos  5 

cosa 

—1 

Or  le  facteur  de  — S.A  ne  difföre  de  celni  de  +5.^  que  parle 
changement  des  lignes  en  colonnes  et  des  colonnes  en  lignes;  par 
suite  ils  sont  ^gaux.    On  a  donc  T^galit^ 


S^ 


—  1       C0S&'    cosc' 

C0S&'      — 1       cosa 


cosc' 


cosa     — 1 


+  A^ 


0  cosc      COS& 

COS&'    — 1     cosa 

cos  c'     cosa     —  1 


=  0. 
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Mais  le  coeffident  de  — S^  est  le  carr6  dn  sinus  dn  tri^dre  supple- 
mentaire  du  tri^dre  en  A^  sinns  que  nous  ponvons  repr^senter  par 
sin  (-4');  de  meme  le  coefficient  de  +-4*  est  le  carre  du  sinus  du 
tri^dre  suppl6mentaire  du  tri^dre  en  £>;  par  suite  il  vient 

donc  on  a 

S A_  B  C 

^  sin  (5')  ~  sinU')  ^  sin  (/?')  ^  8in(C')* 

46.  Somme  des  carr^  des  qnatre  faees  en  yaleur  des  prodnito 
des  arites  oppos^es  et  des  sinns  des  angles  compris  entre  ces  ar^tes. 
Par  le  sonunet  C  (Fig.  6)  menons  le  plan  CCÄ  perpendiculaire  ä- 
FarSto  BA\  par  le  sommet  B  tirons  les  droites  BA*^  BB*  l'unc  pa 
rall^le  et  l'autre  perpendiculaire  ä'la  meme  arete  SA\  puls  menons 
1a  droite  CA!  qui  sera  perpendiculaire  ä  BA\ 

'    Bans  le  triangle  A'CCf  nous  avons 

OT 

A'C=  BCsiaCBA'  =  a'sina, 

C(/  =  CSsmCS(/   =ösin|[i, 

A'Cf=  Bß'  =  BSsinBSB'  =  hsinv 

cosCCA'  =  cosa; 
par  suite,  nous  obtenons 

a'*8in*a  =  c^sin^^+Ä^sin^v — 2e8inft.&sinv.C08a, 
et,  en  multipliant  par  a^, 

a*  a'*  sin^a  =  c^  a^  sin ^ + a^  l>^  sin^v  —  2ca  sin  f* .  od  sin  v .  cos  a, 

Uais 

ca  sin  fi  =  25,         ah  sin  v  =  2C7; 

donc  il  Yient 

(XI)  a2^'2sin2a  =  452_|.4e2_8JBCcosa. 

Nous  aurions  de  meme 
(Xn)  a^a'^sin^a  ==  4-42+4/S2  — 8^/Scosa'. 

Nous  trouvons  ainsi  les  valeurs  des  di^dres  a  et  «', 

4^2+402  — aV2sin2a 


(xni) 


cös«  =  8^e 


•       4^2  +  4^2— q2^^  2  gin2« 
COSa    =  ^^ 
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AjoQtons  les  trois  egalit^s 

4B«  -f-  4C« — 8BCC0S  a^a^a!^  sin»« , 
4C«+4^»— 8C4co8i  =  &»i'«8in«/y, 
4d«+4JB«—  8ABC08C  =  <?«c'«8in«y 

membres  ^  membres  et  avec  l'^galit^ 

4S«  =-  4^«+4ä«+4C«— SBCcosa— 8C4co8Ä—8ilÄca86; 

uous  obtonons  la  relation  assez  remarqnable 

(XIV)      4M*+B«+C«4-iS«)  =  a«a'«8in«o+^Ä'88m«/I+c»c'«8mV. 

§  IT.    Elf rcssl«»  Atctscs  im  T«lnM  im  felraMfe«. 

47.  Tolime  du  l^tnMre  en  Tmlenr  de  trois  wr^fes  tmOigtik,  äe 

TaiMsrle  de  devx  de  ees  ar^tes  et  de  rincliBaison  de  la  treMtair«nM9 

svr  le  plaM  de«  devx  preaü^res.    Dn  sommet  C  abaissons  nr  te  plan 

de  la   &ce  opposee  ASB  la  perpendicnlaire  CD.    Le  Toivne  du 

tetraWn>  sera 

V  «  i^iL^C.  CD. 

i>r  la  surfaco  du  triangle  AM7  est  ^ale  ä 

et  par  le  triauglo  rwtangle  SCD  on  a  la  baateiir 

C/>  —  .^sSC.  sin  CSD  =  csin  r' ; 
il  vieut  doui\  ea  sabstitoant« 

IX)ixc  le  voInme  da  t^tra^dre  est  egal  an  sixieme  da 
prodttit  de  trois  aretos  issues  du  meme  sommet,  multi- 
plie  par  le  produit  da  siuas  de  Tangle  compris  entie 
deux  de  ces  aretes^  et  da  siuas  de  rinclinaison  de  la 
troisieme  arete  sar  le  plau  des  deax  premier«a. 

48.  Yebuie  d«  ti^tnMr»  e«  TilNDr  de  tr«&»  areles  cMt^afi»  «t 
den  angles  qaVll«»  c«M|are«iikMit»  I>e8iguo]i&  par  J  le  sinos  da  triedre 
S.    D'apr^s  les  formales  (TU)  da  n*^  14  et  (H)  da  n^  10»  nons  aTOBs 

^=siÄvsiuv', 

et 


=^2\/ 


sm    '  ^  '     ^"^^2 — ^^~"^ — ^sm— ^-~ —  ; 


'.   avce  appliralion  dm  deicm, 


1  -donc  il  vient  a 


Ainai  Iß  volume  d'an  tätriv^dre  est  6gal  au  sisi^me  dri 
prodait  do  trois  aretes  contignSs,  raultipli^  par  lo  Binnn 
1    da  trifedre  forme  par  ces  arötea. 

^^^^Hona  aTOnH  anasi  troDv6  aa  ii°  11  (formule  m)  qac 

^^^B        ^'  =  1 — C08*l  —  COHV — C08*V+2cO8lCOB(tC0BV, 

'    ^  Sorte  que  Ton  p6ut  aassi  ecrire 

(HI)      36F*:=  tt*Ä*C^(l— COS*i  — COaV  —  COB'v-(~2cOSlC09(iCOBv). 

49.    D^tennination  ilEreote  de  cette  exprearion,     Snr  l'aTGte   SC 

(Fig.  7)  prenons  SM  ~  1,  et  du  point  M  abaissons  sur  lo  plan  SAB 
la  perpendjculaire  MH;  par  1ö  pied  H  menons  PQ  perpendicnlaire 
a«r  SB  juBqu'ä  la  rcncontro  d(!  SA  en  Q;  tirons  HR  perpendiculaire  J 
sui  Sd  Ol  joigQons  SH. 

Ä'ous  avons  ^videmment 


.5jy  = 

=  5JV/C0S1 

PQ.SH 

V    ^^ 

-      SQ 

^^'Or  le  qnadiilatere  SPHR  etant  inscriptible,  les  deux  a 
ffPÄ,  ÄBÄ  sont  6gaux;  par  aaite  les  deux  triangles  PQR, 
sont  semblables  et  doiment 


%Ia  poBÖ,  SP  et  SÄ  etant  lea  projections  de  SM=  1  sur  lesj 
ä  SB  et  SA,   on  a 

SP=cosk,        SR  — cosfi; 
i  l'angle  PSA  est  egal  ä  v;  il  vient  donc  par  le  triangle  äPB,1 
PRi  =  cos^A+cobV  — 2C0SiC0SflC0Sli, 
Noos  avona  ainai 

«iiiV8iiiV=  sJn'^t' — sin^vcos^v'=ain*v— coa'^i— uosV+ScosAcosfiCosv.  I 

Subatituant  cette  valeur  daiis  colle  (I)  de  V  et  tlevant  au  carrß,  | 

oa  trouTe  la  formule  (IH). 
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t  U  Ulraidre,  avet  application  des  dgten 


50.  Expression  en  dätermlnant  da  Tolnme  da  t^tra^dre  «n  ralenr 
de  trolB  arete»  contlguSa  a,  b,  e.  et  des  InclinalsonB  rnntncUos  l,  />,  v 

de  ces  tu-ütcs.    Dana  l'figalite  3GF'  =  a^b^c^^\  remplagona  ^^  par 
son  cxprGsaiou  cn  dätorminaüt  (1)  du  •o!'  10;  uous  avons 

I       1  COSV      COBfl  I 

36  F*=o*  6*  eäcOflv       1        COSi  . 

{    COSfl      COSil         1       I 

Multiplions  respectivement  par  a,  h,  c  d'abord  les  trois  Ugnoj^ 
puis  les  trois  colonnes;  le  d^tenninant  sera  mnltiplie  par  le  prodait 
a.b  .c  'X.  a.b.c^=  a^b^c^;  par  snite,  Bi  nous  divisons  hors  barrea 
par  a*6*e*,  la  valeur  du  SGCond  membre  de  l'ögalitö  prec^dente  ne 
sera  pas  alttSröo,  et  il  viendra  encore 


OJCOBV 

cacosfi 

6» 

becosi 

liccoa  X 

0^ 

(IT) 


51,     Expression 
des  six  arStes  i  et  a',  b  et  h',  c  et  i^',  oppos^es  denx  ä  dens. 

pliona  par  — 2  les  trois  lignea  du  detenninant  pröcödent; 
ininant  sera  multipliö  par  ( — 2)^  =  — 8,  et  il  vient 


d^tezmliiBiit  dn  TOlame  dn  t^tra^dre,  en  valen 

Multi- 


-2^3 

—  2aicoav 

—  äcaCOSfi 

—  2(IÄC0BV 

-2S» 

—  2  Sc COS A 

— 2cocos(t 

—  Sic  cos  A 

—  2c» 

Nons  ponvona  remplacer  lo  second  membre  par  nn  döterminant 
äqniraleiit  dn  cinquiöme  ordre  et  öcrire 


0    1 

a? 

b* 

a*0 

—2a^      — 2oieo8v   —2 

6»  0 

— 2a*coBv      — 2S>        —2 

c«  0 

— 2«icosfi  — ajccosi 

Ol            0 

1  0            a^ 

0  a!'       — 2aä 
0  h^  — 2(i6cosv 
0  0^  — 2cocoS|U 

1 

it  I 

38 

le         I 

.Iti-  ' 

.er- 

^ 

lant 

I 


trois  triangles  SBC,  SCA,  SAB  nona  donnent 


'(  li  I^rmidrt,  ante  ai 


—  2a4C0SV—  „'i_iS_o». 
nltstitnons  cea  volenrs  dans  uotre  dernier  dätenninant  et  i 


tenons 


288  F«  = 


0    1 


0 


0 


«'*-a»- 


0    6»     o'»L-o»— i» 


Ajontoos  la  aeconde  ligne  £t  chacnne  des  trois  soiTantes,  il 


288  r»  = 


c'»— fi» 


288  F»  = 


Si  actaellement  nons  ajontona  ta  seconde  colonne  ä  chacane  des  | 
trois  snltanteB,  nons  tronvons  l'ospresBion  demandee 

l 

Im 

^^^B  52.  Exprcesion  idveloj^pie  dn  Tolnme  do  mraedre  en  vaXear  des 
^^^■Liretes  a  et  i',  b  et  b',  c  et  c,  oppos^es  deax  ä  denx.  Apr^s  avoir 
^^Hntipli^  par  2  lea  trois  lignea  du  detcrminaat  (IV),  s'il  l'on  j  rem- 
^^^pttce  les  termes  angolaires  par  leurs  valeur  qne  fournissent  les  tri- 
anglea  SBC,  SCA,  SAB,  on  obtient 

288Fa=     aa-j.ja_e'a  gi''  i^+c»— o'M 

)6veIoppant  par  la  regle  de  Sarros,  on  tronve 
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0 


54.  Tulnme  dn  t^traj-dre  en  TAlenr  de  denx  arEtes  opirasfes  et 
de  leor  plim  conrte  distance.  Par  les  Gitr^mit^B  B  et  C  de  l'aretc 
BC  menons  lea  droites  BB' ,  GC'  parallelcB  et  egales  k  l'aretc  oppos£e 
SA\  tirons  les  droites  SB',  SC  et  B'C'.  Haas  formons  ainai  laj 
prisme  triangulaire  SABCC'B'. 


^^^  triaoin 


lok  distauce  de  L'arete  SA  au  plan  BCC'B'  Bora  ^gale  ä  laplosfl 
diatance  et  düs  duax  aretcs  oppoaöes  &1  et  BC. 

NoD9  avoas  Ic  tetraedre  S ABC  =  \ SABCC'B'-,   or  la  p 
trian^aire  SABCC'B'  est  la  moitif^  da  paraUöUpipöde  qui  a  BCCB'^ 
poar  base  et  d  pour  liauteur;  et,  comme  lo  paral!^ logramme 

BCC'B'  =  BB'.BC.SinD'BC  =  aa' mi.a. 


IX) 


SABC  ou  r  = 


Irf.ö 


Binn. 


Ainsi  le  volume  d'un  t^tra^dre  a'obtient  anssi, 
mnitipliant  le  demi-prodnit  de  deux  aretea  opposeespar 
le  sinna  de  l'angle  compria  et  par  le  tiera  de  la  plus 
conrte  distance  de  ces  memes  ar&tes. 


55.    BelBtion  entre  lea  plus  canrteB  dlstances 
49poMes  a  et  a',  6  et  5*,  c  et  =",  et  les  angles  a,  ß 
t  arEtes.    La  formale  (IX}  aoaa  donno 


,  rf',  tl"  des  «retes 
,  Y  compris  entre 


bohb  par 
lEtÄ  <n)  dn  n' 


=  d'bb'  B-inß  ==  d"oc' sin  j-j 
trois  quantit^s  egalea  los  troia  termes  rOBpcctifa  ie^M 


(w'coa«-|-ü'c 
)  obtenons  la  rclatiou 
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nrn  cote      cotg      cot/ 

(XI)  "d"  +  ^^+  d"   -" 

56.  Dans  la  formnle  (X)  mettons  k  la  place  de  aa'sina  sa  yalenr 
tir^e  de  la  premiöre  des  relations  (I)  du  n®  38;  eüe  deyient,  par 
r^^Tation  au  carr6 

144  F«  =  d»[4a«a'«— (ft«+6'«— c«  -c'«)«], 
et  donne 

(XU)     ^  =  ^  y(2aa'+&«+Ä'«—c*--c'«)(2aa'+c«+c'«— &«—*'«). 

57.  Yolome  du  t^tn^dre  eii  yalenr  de  trois  fkees  et  4«  stnitt  da 
sopplteeiit  du  tii^dre  comprls.  L'expression  (II)  du  n^  48  pdat 
B'torire 

11  J* 

36  36  '^  smXam^dliy 

or  on  sait  que 

bcsmX  »  2A^     casinfi  »  2 JS,    absmv  =»  2  C; 
d'ailieurs,  en  vertu  de  la  fonntde  (VEH)  du  n<*  17,  on  a 

sin  iL  sin  fi  sin  V 
donc  U  vient  aussi 


-^'; 


# 
Donc  le  carr6  du  volume  d'un  tetra^dre  est  ^gal  am 
deux  neuvi^mes  du  produit  de  trois  faces  maltipli6  par 
le  sinus  du  Supplement  du  tri^dre  compris. 

58.  Yolume  du  t^tra^dre  en  yalenr  de  deux  faces  et  du  dlMre 
compris.  Dans  la  figure  7  menons  DE  perpendiculaire  sur  l'arSte 
AB  et  tirons  CE,    Nous  avons 

AB  CE 
V^^SAB.CD  =  iÄl^.CjBsinc'  =iÄlB.— jg— sine/; 

or  le  produit  AB .  CE  est  6gal  au  double  de  la  face  ABC  que  neos 
avons  repr^sent^e  par  S^  de  meme  que  la  face  SAB  a  6t6  dösignee 
par  C\  il  vient  par  cons6quent 


2 sin  c'       1 


c 


(XrV)  F«g6\C.^^=3iS'.  C.sino':-. 
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Ainsi  le  volume  d'un  t^traödre  est  6gal  au  tiors  du 
produit  de  deux  faces,  multipliö  par  le  sinus  du  di^dro 
compris  et  divis^  par  la  moiti6  de  Taröte  de  ce  diödro 
(G.  Dostor,  Nouvelles  Annales  de  math^matiques,  2«  s6rie, 
tome  VI,  1867,  page  413). 

59.  Rapport  des  prodolts  des  arßtes  oppos^es«  La  formule  pr6- 
c^dente  donne 


et  de  mSme 


SVc' 

—g"  ="  Ä.Csinc', 


3Vc 


d'oü  on  tire,  en  moltipliant, 

9F«c?c' 


=  5^.-4.  JB.Csinc  sine'. 


Or  nonB  avons  tu  au  n^  57  que 


F2  =  |jl.B.C.z/'; 


par  cons^quent  on  a  la  face 


(XV)  ^  =  -77  • ^—f 

'  2    sine  sin  c*^ 

On  en  d6duit 

2iS^  aa!  hV  cc' 

^       '  ^'       sinasina'       sinisinft'       sine  sine'* 

Done  dans  tont  tetra^dre  les  produits  des  aretes 
oppoB^es  sont  entre  oux  comme  les  prodnits  des  sinus 
des  diödres  qui  ^mergent  de  ces  aretes. 

60.  Volume  du  t^traedre  en  yalenr  dHin  face  et  de  ces  inoli- 
naisons  snr  les  trois  autres  faces.   L'ex|)ression  (Xni)  permot  d'6crire 

d'oü  on  tire  les  6quations 

/v-frrr\  -4sina'       jgsin&'       CsinV 

'  aYII)  f —  — 77 = 7~    9 

'  a  h  c 

qui  itant  combin^es  entre  elles  avec  T^quation  Evidente 
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:4cosa'+-Bco8Ä'  +  C^cosc'  —  5, 

donnent  d'abord 

B 

pnis 

A 

S                          a' 

a'cota'+5'cot&'+?'cotc'  *  sin  a'* 

Mettant  cette  valenr  de  A  dans  Texpression  V^=\S.A.w\.a\ 
on  trouve 

(XVni)  V^  *-a'cota'+ycoty+c'cotc' 

ponr  lo  volamo  da  t^tra^dre  en  valenr  de  la  face  i9  et  de  ces  indi- 
naisons  snr  les  trois  antres  faces  A^B^  (7  (G.  Dostor,  Nonyalles 
Annales  de  Math^matiqnes,  2®  s^rie,  tomeYI,  1867,  psge ^4^. 

61.    Sorface   du  trlangle   d^termin^  par  les  interseMlntt  Cvin 
plan  ayeo  les  trois  plans  de  coordonn^es.    Lo  plan 

(1)  i%+ Qy +iz»+  r  =  0 

conpo  los  trois  plans  de  coordonn^es  ä  des  distances  de  rorigine  qni 
sont 

(2)  a«-p,       i=-Q,       '--R^ 

Designons  par.F  lo  volnme  du  t6tra^dre  qui  a  son  sommet  ä 
rorigine  des  coordonn^es  et  cos  longueurs  (2)  pour  aretes  laterales. 
Nons  avons 

1  t6  ^2 


36        "  -"^    ~36P2Q«i2» 

Mais,  si  nous  designons  par  S  la  snrface  du  triangle  form^  par  Jes 
intersections  du  plan  (1)  avec  les  plans  de  coordonnöes  et  par  p  la 
distance  de  l'origine  au  plan  s^cant,  nous  avons  aussi 

^   -     9    • 

il  s'ensuit  que 

'S^i>^=4p2Q2j22       ou       4:S^  ==  piQ%MY  • 

Or  on  sait  que  la  distance  de  Forigine  au  plan  (1)  est  donn^e  par 
r^quation 
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««2 


(XIX)      48^ 


r* 


P^Q^R^ 


0       A          B 

C 

A       1       cosv 

cos^ 

B    cosv        1 

cosX 

C    cosfA    cosX 

1 

r  pr^c^dente,  on 

trouvc 

0        P        Q 

R 

P       1       cosv 

COSf* 

Q    cosv       1 

cosX 

R    cos  fi    cos  il 

1 

et,  en  d^veloppant 


(XX)       45«  « 


r* 


P2Q2722 


P*  sin^il + 2  QJ?  (cos  fi  cos  v  —  cos  iL) 
+  Q*  sin  V + 2  RP  (cos  v  cos  il — cos  f*) 
+ Ä^  sin^v + 2  PQ  (cos  i  cos  ft — cos  v) 


Tel  est  \e  carre  de  la  donble  sorface  da  triangle  en  qnestion. 

62.  iSMIkee  de  la  base  d'nn  t^tra^dre  en  ralenr  des  trois  ar^tes 
JatAsIeg  et  de  lenrs  inelinaisons  mntnelles.  Dans  la  formale  (XIX) 
remplagons  P,  Q,  R  par  lears  valears  tir6es  des  ^galit6s  (2)  et,  dans 
le  r^soltat  changeons  les  signes  de  la  prämiere  ligne  et  de  la  premi^re 
colonne;  eile  deviendra 

111 
"         h         c 


4S«.=  — o2^M 


0 


a 


1 
a 

1 

b 

1 
c 


1      cosv    cos^ 


T     cosv       1       cos  iL 


-     COSfi     cosil        1 


Si  nooB  moltiplions  les  trois  demieres  lignes  et  les  trois  demi^res 
colonnes  par  les  qaantit^s  a,  &,  c^  cette  expression  prend  la  forme 
remarqoable 

1 

,2 


(XXI) 


4^ 


0 
1 
1 
1 


a 
o^cosv 
cacosfi    dccosX 


o&cosv    cacosfi 


,2 


dont  le  d^veloppement 


154   L/ostnr:   Le  triidre  et  le   l&raidrr.,  aiiec  appUcatioii  des  däerminaii: 
(XXII)  45^  =  i''eäBinäi-f-2ß»Se(coH(ti:0SV  — COBi) 

+  t;*n*HiiiV+2i*ca(co3vcoaA — C08fi) 

exprime  Ic  carrö  do  la  double  Burfuce  de  la  face  ASC  du  tötraedre 
SABC. 

63.     Snrface  du  t^traedre  SARC,  a^ant  vn  §ODiinet  S  k  Por]^!ne 

des  coordonn^s,  eu  Taleur  des  eoordonnßes  x\  y',  =',■  i",  y",  z" ; 
i",  y'",  J"  des  trois  antrea  §omuiets  J,  B,  C.  Supposona  lea  axes  des 
coordonniies  rectangulaires.    Nous  ayons 

(3)     a«-x'*+2,'2+/^     6»=a/'i'+3,"»-|-ij"*,      c*!=«'"=+/'^+^f 

et,  conune  lea  fiquatioiiB  dea  droitoa  SA,  SB,  SC  sont 


?-» 

-?■  ; 

"  = 

a" 

"' 

a;'"" 

"/ 

~3" 

U  vient 

DOSV 

.',"+ 

«y 

+aV' 

:c'a 

_+_ 

V 

yw 

+»"+" 

■)(" 

■"+»" 

+ 

"') 

de  Borte 

qu'on  a 

(4)       afiCOSi'  = 

.V+j's, 

+ 

V,      c 

fICO 

t*  = 

iV 

+  «■!/" 

+" 

•", 

ficCOsi 

_. 

"•-+»"»" 

+A 

-. 

Si  nous  Bubstituons  les  valeurs  (3)  et  (4)  dans  la  formule  (IV) 
Ji  n"  50,  nons  obtoDona  l'iSgalitö 

Le  seeond  membre  est  le  carr6  du  determinant 


.'     j'     •! 

«"     »"     ." 

«-    /'    /( 

par  cDQS^queDt  ou  a,  c 

D  -eicfrayant  la  racine  carree 

«'     y     .' 

(xxm) 

6r=     a;"     y"      z" 

^•"     ^ 

r 

64    Tolnme  du  t^a^dre  SABC,  en  valenr  des  coordonnäes  ^,  y.  z 
ii"    *m.  jii  ■*•'    *«i  *»■  *j  d^  qaatre  sooimets  S,  A,  B,  C. 
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Transportons  l'origine  des  coordonn^es  an  sommet  3  et  soieut 
a?',  y'f  «'»«">  y"?  »">  af'*',  i/"j  ^  les  nouvelles  coordonn^es  des  trois 
autres  sominets  A^  jB,  C.  Le  volnme  dn  t6tra^dre,  exprime  en  va- 
lenr  de  ces  demi^res  coordonn^es,  sera  donn6  par  la  formnle  (XXIII). 
Mais  les  ^galit^s 

yi  =  y+y\  y«  =  y+y",    y«  =  y+A 


H 


.+.', 


donnent 


aj   =  a?«  —  Ä. 


Vi—y^ 


a^' *=  arj  —  x,     o^  srt  «j — x, 

y"^y^—y^  ^^yz—y^ 

Si  nous  substitnöns  ces  valenrs  dans  la  formnle  (XXm),  nous  obtenoDs 

X         X  y  z 

«TL — ^  yi— y   «1 — * 


0    a?!— Ä    yi — y    Zi  —  z  ^ 
0     acg — X     y^  —  y    z^  —  z  \ 


Bans  le    second  determinant  il    snffira   d'ajonter  la  premiäre 
ligne  ä  chacnne  des  trois  sniyantes,  ponr  aroir  l'expression  demand6e 


(XXIV) 


6F-= 


1 

X 

y 

z 

1 

^1 

y\ 

«1 

1 

X2 

y^ 

«2 

1     a^8    ^3     ^ 

65.    Methode  direete  ponr  d^terminer  cette  formnle.    Le  plan 
M^M^M^^  qni  passe  par  les  trois  points 

^xip^V»   yVi   »1)5        «^»(^S*  ^2»    ^1        -^3(^85  2^31    «3)5 

a  ponr  iqnation 


(5) 


\  X  y  z 

1  aJt  yi  »1 

1  »2  ^2  ^ 

1  H  ys  % 


0, 


qne,  ponr  abreger,  nons  6crirons 

(6)  Ax+By-^-Cz+D^O, 

Oü  x,  y,  tf  d^signent  les  variableiä|  conrantes.     Dans  cette  6qnation 
Idfi  coeffidentd  A^  B^  C  sont  le&  d^terminants  reapectifs 
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,1     3fi     *i 

1   ^1   »1 

1   ^  yi 

1   yi   % 

+     1      «8      % 

» 

1    a^  y« 

1    ya    »3 

^    ^z    H 

1   «s  ys 

ces  detenninants,  an  signe  pr^,  repr^sentent  les  doables  snriisuses 
des  projections  da  trian^e  M^M^M^  snr  les  plans  de  coordonndes 
OYZf  OZX^  OXZ\  par  soite  la  racine  carr^e  de  la  somine  des  carrds 
de  ces  trois  d^terminants  exprime  la  double  snrface  de  ce  triangle 

M^M^M^,  c'est-ä-dire  que  V^«  +  Ä«+  (ß  =  2Mj^M^M^. 

Sapposons  que  x^  y,  z  soient  les  coordonn^es  d'nn  point  8  Bita6 
hors  dn  plan  (6);  la  distance  d  de  ce  point  an  plan  (6)  sera 

_  Ax+By+Cz  +  D  __  Ax+By+Cz+D  ^ 

on  en  tire  2.MiM2M^.d  =  Ax-{-By-\-Cz'\-D.  Or  ^.M^MiJl^.d 
est  egal  k  six  fois  le  Yolnme  Fdn  tetra^dre  SM^Ät^M^-^  doncon  a 


6r=  Az+By-^-Cz+D, 


on  bien 


6r  = 


1 

X 

y 

z 

1 

«1 

Vi 

H 

1 

^t 

yi 

»2 

1 

a^8 

Vs 

H 

Mnltiplions  la  premiere  colonne  snccessivement  par  les  qnantit^s 
arbitraires  a,  *,  c  et  retranchons  les  produits  obtenus  des  trois  antres 
colonnes,  la  valeur  dn  döterminant  n'est  pas  alt^ree,  et  il  vient  encore 


(XXV) 


6F  = 


X  — a 

y  — b 

z  — c 

x^  —  a 

yi—b 

z^—c 

X2 — a 

y«— ^ 

»2 ^ 

x^—a 

y«— * 

Vz     ^ 

1 
1 
1 

1 

oti  a,  b^  c  sont  qnelconqnes. 

66.    Yolnme  dn  t^tra^dre  compris  sons  les  qnatre  plans 

(1)  Ax  +By  +Cz  +D  •=  0, 

(2)  A'x+B'y  +  Cfz+D'    «0, 

(3)  A^x+^B^'y+Cfz+jy  ^0, 

(4)  A'^x+B^'y+C^z-^-D^  =  0. 

Soient  x^  y,  z  les  coordonndes  dn  point  d'intersection  des  trois 
plans  (2),  (3)  et  (4);  x\  y\  z'  celles  dn  point  d'intersection  des  plans 
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(3),  (4)  et  (1) ;  x"^  y"^  z"  les  coordonn^cs  de  rintersection  des  plons 
(4),  (1)  et  (3);  enfin  x*',  y*',  s^  Celles  de  rintersection  des  plans  (1), 
(2)  et  (3).    Le  volnme  du  t^tra^dre  sera 


er 


z 


1     x"     1/"     z" 


v 


\    t!"    %/^   f 


Mnltiplions  ce  d^terminant  par  le  sniyant 


Z>  = 


\D  A  B  C 

b'  A'  B'  a 

\iy'  Ä'  ß'  C 

Tf  J^  B^  Cf 


==  {DA'B^'C") ; 


üou«  obtenons 
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II 


Ulf 

+  +  +  + 

^    vs^  <  ^ 

+  +t  + 

P    S^  S^  P 

5         5- 

ö  b  b  b 

tL    ^   {k   {k 
H.    «    H    « 

t +tt 

tj   ta  bö  b 

^  ^^  ^"^  <«s^ 

q  «^  q  ^ 

*»       »      »      *« 
5      5^ 

ö   ^  ti  ti 
+  +  +  + 

^     ^     ^     ^ 

^^  2  "*  2 

«:  «"  8^ « 

5       «      - 

1 1  +  ± 

b    b^  b  tq^ 

«5«^      «5«^    «5«^    ««5^ 

5       5^ 

+  +  +  + 

^  *^  ^  ^ 

»^     »^    »^    »^ 

im 

<    «C   «L   « 

<  «^  '«,  «s" 
*^    <  »^  N 


UotlOT-,    J^lnidre  e(  le  Klratdre.  aite  appliattinn  </i-k  tlilenainanlH.    \a 

Cela  poaö,  Ic  point  (a-,  y,  z)  appartcnant  am  troia  plana  (2),  ( 
et  (4)  mais  so  troiiTant  extfirieur  au  plan  (1),  on  a  fiTiderainent 

/   Ax  -\-By   ^-C^l   +D     —  i, 
gj  )   J'*+-ß'Ä  +  C«+Z>'    =0,  I 

j   ^"^+^V  +  C"a+-0"   =0, 

(     ^"'j^fß"'j-f-C"';^fD"'=Oi 

et  de  meme 

Ax'     +By'     +&'    +D     =0,  Ac"    +B!,"    -\-Cz"    +D    =0,1 

A"x'  H-Ä-y  +c"2'  +0"  =  0,      AV  +»'y  -fCi" +fl" =r, 

p  J,"'!E'-|-Ä"y+C"'ä'+fl"'  =  0,         Ä"'x"-\-B"<y"+C"W+D"'  ^0i^ 

Ar'"  4-fiy"  -\-c^"'  -\-D  =0, 

AV"  +B'y'"  +CV"  +fl'   ^0. 
X''="'  -\-B"y"'  +  Ca'"  +Z)"  =  0, 
A"'ic"'+B"'!/'"-j-C"z"'-\-  D'"  =  l'". 
Ces  ^qaations  r(!'doJsent  la  valeur  (5)  ä 


i    0    0 

0 

0    1'   0 

0 

0    0     1" 

0 

0    0    0 

V" 

oö  il  reate  ä  dfeterminer  lea  constantes  i,  1',  1",  k"'. 

Ponr  avoir  A,  il  suftira  d'climincr  x,  y,  x  oiitre  les  quatrc  tqna- 
üonfl  (6).    NoTiB  obtenons  ainai  l'fegalitö 

B       C      D 
B'      C     D' 
S'     C"     C" 
'  B"'    C"  D"' 
i^  en  faisant  usage  de  la  notation  aljr^g 
0=-D+iU'ff'O"'),     d'oü     i 
On  trouverait  do  meme  que 


A      B      C     D 

A     B     C     k 

A'    B'     C    D' 

A'    B'     C     0 

A"  B"  c"  jy 

A"    ff'    C"    0 

A"'B"'  C"  D'" 

A'"  ß"'  C"  0 

;e,  revicnt  ä 
{AB'C'n"') 

(A'ff'C")  ' 


{AB' CD'") 

(A"B"'C)   ' 

r  cons^quent  il  vient 


{A"'BC')  ' 
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Si  nons  sabstitaons  cette  yaleor  dans  l'^quation  (7),  nous  trou- 
vcrons,  poor  le  volome  deinand6, 

{AB'C'iy")^ 


6r  = 


on  bien 


{AB'C") .  {A'B^'C"') .  {A!'B^"C) .  {Ä'^BC) 


(XXVI) 


/\  • 


6K  = 


A    B 

C    D 

3 

A'  B'   Cf  D 

X'  ä'  C"  Lf' 

y 

A"  ff"  C"  Z>"' 

ABC 

A' 

JB'     C 

A"  y'  c 

A'"  Bf"  C"  j 

A'  B'  C 

X 

Ä' 

Bf    C" 

X 

A'"  &"  C" 

X 

A    B     C    1 

A"  Ö'  C" 

A!" 

B 

"'  C'" 

A     B 

c 

A'    Bf    C'\ 

Gelte  formulo  est  dne  k  Joachimsthal  (Journal  der  reinen 
und  angewandten  Mathematik  von  Grelle;  T. XL,  p. 21-— 47). 

67.  Prodnit  des  volumes  de  deux  t^tra^dres  en  yalenr  des  seiie 
distances  des  quatre  sommets  du  premier  t^traMre  anx  qnatre  sihb- 
mets  du  second.  Soient  V  et  V'  les  volumes  de  deux  t^traödres 
SABC^  S'A'B'C'  ayant  leurs  sommets  respectifs  aux  poiats 

S{x',y\z'\  A\x^',y^\z^%     B\x^\y^\z^%     C\x^',y^\z^% 

Nous  avons 


■ 

10    0     0     0 

0    10      0       0 

0    1    OS     y     9 

1    0    x'      t/      z' 

.r= 

0    1    aj,     yi    «, 

,   6r'~ 

1    0    V     Vi     H' 

0      1      «2      ^2      «2 

1     0    05/     y^'     z^' 

0     1     jcg    yg    Ä8 

1    0    a^s'    2^3'    V 

Multi] 

3lions  ces  deux  egali 

t6s  membre  t 

i  membre,  il  vient 

Doaior:  Le  triedr»  et  le  Utraedre,  avtc  application  du  datrmiaauU,   101 


I 

Ca 


Hl 

c? 

«^     .» 

s. 

?4  4  4  4    u-L 

CO 

^       C^ 

^ 

t 

ff 

f 

CO 

■^ 

M« 

^«       M»» 

M^ 

^ 

^ 

.?      i» 

» 

^ 

.^;^t 

;f 

00 

C-a       CS» 
1«        lil^ 

1  - 

ffft 

1^   .i* 

s 

H      H 

H 

% 

5  "^ 

fco 

CO 

"» 

60 

+  t  + 

t  +  +  + 

•g 

■^ 

HC         K 

•» 

>^ 

3   ,? 

H 

1 

\ 

^          ■>•         ^ 

+  +  + 

^     5<     ^ 

t 

CO 

bT       »-^ 

^,  M 

+  +  +  + 

CO 

cS»     cl* 

CO 

«l 

J*    J* 

«i 

09 

*e      H 

"» 

'^       ^ 

Bepresentons  les  distances  des  sommets  du  premier  tetraedre  a  ceux 
du  second  par  le  notation 

•     SB*  =  <2i3,     AB'  =  6^23,    BB'  =  6^33,     CB'  =  d^^ 

SC'=d^^,    Aa^d<.^,    BC'  =  d^,    CC*  =  d^', 

et  d^signons  les  distances  des  memes  sommets  ä  Torigine  des  coor- 
donn^es  par  les  lettres  suivantes 

SO  =8,      AO  =  a,      BO  =  b,      CO  =  c, 
S'0  =  s',     ii'0  =  a',    /?'0  =  b',    C^O  =  d. 

ToU  LYn.  11 


162   IJostot:  Lf.  Iriedre  eile  Iflraedre,  ave<i  applicatioa  dti  d^it 

n  est  evident  qne 

on  en  tira 

2(aix'-i-tn/'-¥^')  =s*+8'ä— rf„='. 
On  obtiendrait  des  Yaleurs  aualoguea  pour  les  autres  sommes  de 
produits. 

Cela  6tant,  dana  notre  dernier  döterminaiit,  multiplions  Ica  qnatre 
deniifirea  lignea  par  2,  puis  diviBons  par  2  la  premifere  colonne  re- 
sultante;  le  dßtermmant  sera  multipliö  par  2*;2  =  23=^8.  Rem- 
pla^ona  eosuite  les  eommes  de  prodnits  par  leurs  valeura 

sa_|-B'«— (i,^^     B«+s«— aia»,    etc.; 
nous  obtenona  l'^galitÄ 


0 


1     Bi'+B'ä— d,^B    a^-s'^—d^i^    b^+8'?— t^B,^    C^+8'^— dyä 

1  8^+a'^— rfijS  a*+a'^— rösit^  b^+a'^— «^.^  c^+a'*— rf«> 
1  BH-b'^-d,5*  a^b'^-däs*  b^+b'ä-rfgsä  o*+b"~dis 

Potr  trausformer  ce  d^teriiiiiiaiit,  conaervons  la  prfemiöre  colonne. 
multiplions -la  onauite  snccesaivement  par  a^,  a^,  b^,  c^  ^t  retranchoas 
lea  produita  respectivement  dea  quatre  demiörea  colonu^;  le  dfil 
minant  un  change  pas  de  valenr  et  I'on  a  \ 


I 


Dans  ce  däterminiint,  conaervons  la  premigre  Ugne;  multipüonA-la 
ensaite  snccesaivement  par  s",  a'*,  b'*,  c'^  et  retranchons  lea  pffo- 


duits  reapectivement  des  quatre  demiöres  lignea; 
Ecrve  sa  valeur,  et  il  vient 


I  d^ffirrainant  cwn- 


-'V 


Postor:  Le  triedte  et  le  titraidre,  ante appUeation  des  dOerminantt.   163 

Enfin,  si,  dans  ce  determinant,  nous  multiplions  par  — 1,  d'abord 
les  quatre  derni^res  lignes,  puis  la  premi^re  colonne  r^sultante,  le 
determinant  sera  multipli6  par  la  cinqui^me  pniesance  de  -—1,  chan- 
gera  de  signe  et  deviendra 


(XXVn)     288  VV  = 


1 
1 
1 
1 


1111 

^ll'  ^l'  ^1*  ^41^ 

^2^  ^*  ^f?  <^42* 

^18*  ^3^  ^^  ^43* 

^4*  ^4^  ^*  ^44* 

ponr  la  valeur  cherch^e  du  produit  288  FT'. 
Si  les  denx  t^tra^dres  coincident,  on  a 


^44=0, 


^23  ===  ^32  =  ^'j     ^4  =  ^42  =  *'» 

1 


"34  —  ^^43  —  ^ 


et  ü  rient 


288FF2  = 


0 
1 
1 
1 
1 


1 
0 


2 


a 


0 


1 
0 


i2 


a 


/2 


a 
0 


comme  au  n^  51. 


tUA   =  li 


'14 


41 


§  in.     Expressions  dlferses  du  rayon  de  la  sphere  eirconscrite  au 

tetraedre. 


68.  Expression  en  determinant  du  rajon  i2  de  la  Sphäre  circon- 
lerite  au  t^tra^dre  SABC,  en  yaleur  de  trois  aretes  contigues  5^=a, 
SBr=ib,  SC:=c  et  des  mclinaisons  mutuelles  de  ces  aretes,  BSC'=l, 
CSA  =  fA,  ASB  =  V.  Prenons  le  sommet  S  pour  origine  et  les  aretes 
A4.,  SB,  SC  pour  axes  des  coordonn^es.  D^signons  par  x,  y,  z  les 
coordonntes  du  centre  O  de  la  sphöre  eirconscrite.  Le  centre  O  sera 
le  point  d'intersection  des  trois  plans  Kleves  sur  les  milieux  des 
aretes   a,  b,  c  perpendiculairement   k  ces   aretes ;    par  cons6quent 

a     b     c 

o»  2'  o   seront  les  projections  orthogonales  du  rayon  SO  =  E  sur 

les  trois  axes  de  coordonn^es  SX,  S¥,  SZ-,  de  sorte  que,  si  a,  j?,  y 
sont  les  inclinaisons  de  jS^O  sur  ces  trois  axes,  nous  avons 

11* 
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(1)  a  =  2JRco8ii,    &  =  2jBco8ft    c«=2i2co«y. 

Cela  pose^  projetons  le  rayon  SO  et  la  ligne  briste  a;+^+» 
successivcmcnt  sur  SO  et  sur  les  trois  axes  de  coordonn^s^  nons 
formons  les  quatre  ^quations 

— Ä-|-a?cosa+ycos/J+ÄCOSy  =  Ü, 

— ÄcoB/J+äccoav+y+ÄCOsA  =  0, 
—  Äcosy4-«coaf*+ycosil+a  =  0. 

Entre  ces  qnatre  ^quations  elinünons  les  trois  variables  x,  y,  z\ 
noQS  obtenons  reqnation 

1       cos«    C08/3    cosy  I 

•  I 

■    cos«  1  COSV      COSfi      _  ^ 

i  cos /3     COSV         1         cosX  I 

cosy     cosfft    cosX       11 


Si  noos  mnltiplions  la  premi^re  ligne  et  la  premiere  colonne  par 
2i?  et  que  dans  le  r^snltat  nous  faisons  la  Substitution  des  valeurs 
(1),  nous  trouvons  l'equation 

1  4R*        o  b  c 

1     a  1      COSV    costt 

(I)  l  ,  r     =  ^' 

I     h        COSV        1       cosil  . 

I    c       cosfft    cosil      1      I 
qui  nous  donne  Texpression  demandee 

i  0       a  b  e 

i 

a       1       C68V    COSfi 


(11)  4/?*  ^3  =  ~ 


b     COSV  1        COSil 

c    cos^    cosil       1 


69.  Expresskm  d^yelopf  ^  du  nj«a  de  la  sphere  eireonscrile 
au  tetraedre^  en  Taleur  des  trois  aretes  eontigues  et  des  inellBaiseiis 
mutuelles  de  ees  aretea»  Le  second  membre  de  L'equation  prec^dente 
revient  a 

!«         b         c     ]         \       a         b         c     .         .       a         b  c     \ 

I  j  *  I 

«      COSV        1      CQSX  I — b.        1      COSV  COS|i     -J-c  1      COSV   COS fftf; 

cos ft  COSV     1     1         :  COSfl  cosi     1  cosv       1     cosA' 

CCS  üois  determinants  soat  respectiyeinent  ^gaox  ji 
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asm^A4-&(cosAcosf* — COS  v) -^0  (cos  V  COS  iL — cosfi), 

—  Äsin^fi—  c(co8  fi  cos  V  —  cos  iL) — a  (cos  iL  cos  /A — cos  v), 

^in*v+a(cos  vcos  iL — cos  fi)+5  (cosfi  cos  v— cos  X); 

miiltipliant  par  les  quantit^s  respectites  a,  — b  et  c,  puis  ajoutant, 
on  trouve  que 


m 


4LR^J^  =*  a^sin^il-f-26c(G0S^C08v  — cosil) 
-f-*%mV+2ea(CDSV008l  — co«^) 
+  Am*ir+2ci6(coaicoBfi — cosv). 


70.  Expression  en  d^nBinant  da  rajon  de  la  sph^re  eircon- 
serite  aa  t^tra^dre,  en  raleiir  des  six  arßtes  a  et  a',  b  et  6^  c  et  c', 
oppos^es  deux  ä  denx«  Dans  lo  d^terminant  (II),  moltiplions  les  trois 
demi^res  colonnes  respectivement  par  2a,  25,  2ö,  puis  les  quatro 
dermis  lignes  resnltantes  par  ^,  a,  &,  c;  nous  obtenons  reqnatiou 


16a«ft*c»iPfi»=-- 


0 


a 


2 


i« 


C2 


a^  2a^  2a5ooSv  2eaco8fi 
b^  2ab(Mv  2b^  2bccosl 
c^    2caco3fi    2Jccosil        2c* 

on,  en  remarquant  que  a^b^c^/P  =  36r*  et 

2aÄcosv  =  a^-\--b^ — c'^,     2oacos^  «  c^-f*^^' 

2aÄcosv  ==»  a^"{-b^ — c'^. 


/2 


576F2ä«=-  — 


0 


a 


2 


2a^ 


&2 


.2 


J2      a2^j2_^'2  25»  Z,2-^c2_^/2 


Retranchons  la  premi^re  ligne  de  chacuno  des  trois  suivantes;  il 
nous  vient 


576  F2122  =  — 


0 


a 


2 


a' 


a' 


&2  c2 

a2__^/2    a2_j/2 


J2      52_^/2 


.2      c2_j^2      c2  — a'2 


j2-a 


/2 


.2 


Si,  actueUement,  nous  retranchons  la  premiere  colonne  de  cha- 
cune  des  trois  suivantes,  nous  trouvons 
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576  V^R^ 


0 

a« 

6« 

c* 

a« 

0 

— c« 

—  J« 

b* 

— c*« 

0 

-a« 

c« 

—5'» 

a« 

0 

Enfin  changeons  les  signes  des  trois  demi^res  lignes,  pois  le 
signe  de  la  premi^re  colonne  resnltante ;  le  d^terminant  sera  multipli^ 
par  la  quatriöme  poissance  de  — 1  et  n'aura  pas  chang6  de  signe. 
Nous  avons  ainsi  rexpression  demand^e 


(IV) 


576  V^R^  =  — 


0 

a« 

6« 

c*   1 

a« 

0 

c*» 

S'« 

6» 

c« 

0 

a« 

c« 

6« 

a« 

0 

71.   Calenl  direct  de  ce  d^terminant.    Supposons  qua  le  t&tra^e 
SABC  seit  rapport6  au  centre  de  la  sph^re  circonscrite  et  dfeägnoiis 
par  x^  y^  z\  x^^  y^j  i^;  oTg,  ^g,  e^;  0^3,  ^3,  z^  les  coordoiin6s  des  qnatre 
sommets  S,  A,  B^  C. 

Dans  rexpression  (XXIV,  u^  64)  du  volume  V  du  t^traMre, 
multiplions  la  premi^re  colonne  du  d^terminant  d'abord  par  R^  puls 
par  — Ä;  nous  obtenons  les  deux  6galit6s 


6FÄ  = 


R 

X 

y 

z 

R 

«1 

Vi 

H 

R 

a?2 

y% 

«8 

R 

«8 

Vz 

«3 

dont  le  produit  est 


— 6FÄ  = 


i2 

X 

y 

z 

Ä 

^1 

yi 

H 

R 

x^ 

^2 

«2 

R 

Xq 

yz 

«s 

\ 
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I 


II 


I       I      I 

fffl 

i 
+  t+  - 


Ca        M       M 
e»       ••.      t^. 


ff 


S 


J? 


tt 
+  T 


I    I 

ff 

tt 


i«   ta  ta  J« 


^ 

ßc 


3    »• 


HH>    fc?    2=    55 

^   ff 


:k 


t 


Gela  trouY^,  les  sommets'  S^  Ä^  Bj  C  6tant  sitn^s  snr  la  Sphäre, 
lous  avons  d'abord 
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—  Ä2+aj2  +y2 +^2   ==0, 

D  vicnt  ensnitc 


oa 


«2  _  2lB^^(xx^+yy^+zZ:,)'], 


de  Sorte  qn'on  a 


^2  ^i2 

—  i224.asri4.3^i+aÄi  =  —  y,     —-R*+a^2i»3+ 2^22^3  +  ^223  =  —  -2"' 

—  Ä2+flja:2+yy2+^2  =  ""  ^'^      —-^+^1^3+2^1^3+2^123  ="  ""y 


— -Rä+a^+S^ys +«»8 


Substitaant  toutes  ces  valenrs  dans  notre  dernier  determinant  et 
multiplions  les  quatre  colonnes  par  — 2;  le  determinant  sera  multipli6 
par  ( —  2)*  =  16  et  nous  obtiendrons  encore  la  formule  (TV). 

72.  Demdeme  forme  da  determinant  qni  donne  le  rayon  de  la 
Sphäre  circonscrite  an  t^tra^dre,  en  Talenr  des  six  aretes.  Mnlti- 
plions  les  trois  demi^res  colonnes  dn  determinant  (IV)  par  les  qnan- 
tites  respectives  &V,  c^a^^  a»ft2.  j^  determinant  se  trouvera  multiplie 
par  le  produit  h^c^,c^a^.a^b^  =  a^^M  et  Ton  anra 


576  a*JVF2i22  =  — 


0      a^^c^     a%'^c^      a%^c^ 


Divisons  maintenant  les  quatre  lignes  respectivement  par  o^^V, 
a^,  Ä^,  c^\  le  determinant  se  trouvera  divise  par  le  produit 
a%^c^ .  a^  .1)^ .  c^^  de  sorte  qu'il  vient  aussi 


(V) 


576  F»/i«  =  — 


0 

1 

1- 

1 

1 

0 

cV2 

m'^ 

1 

CjV2  . 

c 

a^a'^ 

1 

Ä2ä'2 

a2a'2 

0 
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73.  Troisilnie  forme  du  d^rmlnant  qii  donse  le  rajon  de  la 
aphi^re  cireonsoilte  an  t^traMre  en  Taieiir  des  six  uretes.  Daus  ce 
demier  d^terminant  multiplions  les  quatre  lignes  par  Ics  quantitcs 
respectives  aa'bh'cc\  aa\  lh\  cc' \  le  detcrminant  sera  multiplio  par 
leproduit  aa'bb'cc' .aa\hb\cc'  =  aV^Ä-i'-A'^*;  nous  avons,  par  suitc. 


576aV^d2Ä'Vc'n'2Ä2  =  ^ 


\ 


0  aaWcc* 
aa*         0 

hl/  hh't^c'^ 

cc*  cc'b'^h*^ 


aa'bb'cc'    aa'bh'cc* 


Divisons  actuellement  les  trois  demiercs  colonnes  respectivement  par 
W W,  cc*aa*^  aa'bb' ;  le  detcrminant  sc  trouvera  divise  par  Ic  produit 
Wc(/,ec^aa'.(ta'W  =^  a^a'^b%'^c^c'^,    II  vient  done  encorc 


0 


(VI) 


576  V^R^  =  — 


,  aar 
\bh' 


cC 


aa' 
0 


cc' 


hb' 


0 


aa' 


bb* 
aa' 

0 


74.  Expression  d^relopp^  de  la  ralenr  de  hl^V^R^,  Dans  cc 
d^terminant  remplagons  la  prämiere  colonne  par  la  sommc  des  qnatre 
colonnes;  nous  obtenons 


576  V^R^  =  — 


bb* 


aa*'\-by-\-cc*  aa 

aa'-\'bb*+cc'  0  cc' 

aa'-^-bb'+cc'  cc'  0 

aa'+bb'-^-cc^  bb'  aa* 


cc' 
bb* 
aa' 

0 


Nous  voyons  ainsi  que  le  detcrminant  (VI)  est  divisible  par 
aa''\'W-\'Cc'.  Si  Ton  avait  rcmplace  la  premi^re  colonno  par  la 
somme  des  quatre  colonnes  respectivement  muMpliees  par  1,  1,  — 1 
et  —1,  on  aurait  vu  que  le  detcrminant  (VI)  est  aussi  divisible  par 
W-^-a/ — aa'.  II  est  facüe  de  voir  qu'il  est  de  meme  divisible  par 
co'-j-««' — **'  et  par  aa'-^-bb' — cc'  et  qu'en  definitive  on  a 

(VH) 
576  F«i22  =  (oo^-f^y+cöO  (Ä&'+cc'— oö')  <«c'4W-^äO  {aa'-^^b'^cc'). 


on 


(vm) 

en  posant 


72  V^R^  =  P^(P^  —  aaf)  (P^ — bb^)  (P*  —  cc') , 


aa'  +  bb'+cc'  =  2P2. 
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Getto  derni^re  formule  (Vm)  est  due  ä  CreUe  (Crelle,  Samm- 
lung mathematischer  Aufsätze  und  Bemerkungen,  T.  I,  3. 
page  105). 

§  lY.    Eayon  de  la  sphere  inserite  dans  le  t^traedre. 

75.  Prenous  encore  le  sommet  S  pour  origine  et  les  arStes 
5-4,  SBj  SC  pour  axes  des  coordonnöes.  Soit  O  le  centre  de  la 
Sphäre  inserite  dans  le  t^tra^dre;  d^signons  par  x,  y^  z  les  coor- 
donn^es  de  ce  centre  et  par  r  le  rayon  de  la  sphöre. 

L*4quation  du  plan  de  la  face  SBC  ou  du  plan  des  yz  ätant 

äs  =:  0,  nous  obtenons  la  distance  du  centre  O  ä  ce  plan,  en  fieusant 

-4  =  1,    Ä=3(7=i>  =  0   dans  la  formule  g^n^rale  qui  donne  la 

distance   d'un   point   ä  un  plan.     Cette  distance  6tant  repräsent^e 

x^^^  a  rfidn  k 

par  r,  nous  avons  ainsi  T^galit^  — g-  =  sin%  qui  donne  »=»    ^   « 

Les  coordonn6es  du  centre  de  la  Sphäre  inserite  dans 
le  tetra^dre  seront  par  suite 

rsinA  rsinu  rsinv 

(1)  ^--T^    y^-j-^    '-—T' 

ce  centre  appartient  ä  la  droite 

X  y  z 


(2) 


sin^       sin  fi      sinv' 


qui  a  tous  ses  points  egalement  eloignes  des  trois  faces 
du  triedre  S. 

Le  plan  ÄBC^  passant  par  les  extr6mit6s  des  aretes  SA=^  a^ 
SB  =  5,  5(7=  c,  est  reprdsentö  par  T^quation 

La  distance  du  centre  O  ä  ce  plan  se  trouvera  en  faisant 

^-t       Ä-^        />-^  - 

A^^,      Ä-^,      (7=p      p  =  z 

y,       X   .  y      z  r  /sinA      sini*  ,  sinv      J\ 

dans  la  formule  qui  donne  la  distance  d'un  point  h,  un  plan. 
Cette  formule  donne  ainsi 
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(sinA     siiifi  ,  sinv 


AY    1 


1^ 
a 

1 
1 


•  1 

1 

a 

1 

h 

1 

c 

1 

cosv 

COSfi 

cosv 


cosX 


COSfi    cosX        1 


=  0, 


et  donne 


(smX  .sin  fi     sinv     ^* 


0 

1 
a 

1 

& 

1 
c 


1 


1 

h 


1 


T-       COSV 


cosv      COSfi 


COS  l 


—      COSfi     COS^         1 


Qr,  en  ?ertu  de  T^galit^  qui  pr6cöde  la  formule  (XXI)  du  n<>  62, 
le  Becond  membre,  multipli6  par  a^b^c^,  est  6gal  au  carr6  de  la 
donhie  sur&ce  S  du  triangle  ABC.    Nous  avons  donc 


(sinA  .sin  fi.  sinv J\         4S^ 


2ft2^* 


d'oü  nous  tirons 
(D 


J  __  sinA  .  sinfi  .  sinv     2S 
r  a      *      ft      *"     c    — a>bc 


Getto  formule  donne  les  rayons  des  deux  sph^res  tangentes  aux 
quatre  faces  du  t^tra^dre,  lesquelles  sph^res  ont  leurs  centres  situ^s 
sur.la  droito  (2). 

Si  Ton  a  sein  de  changer  dans  cette  ^quation  (I)  successivement 
le  signe  de  sinA,  sinfi,  sinv,  on  formera  les  trois  ^quations 


(n) 


jt 


siufi  ,  sinv     sinA     25 

sinv     sinA     siufi     25 
c      '      a  b         abc' 


A      sinA     sinfi     sinv     25 


a 


ahc 


qoi  donnent  les  rayons  des  six  autres  sph^res  tangentes  aux  plans 
des  quatre  faces  du  t^tra^dre. 
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2ßy 

hc 


2ya 


2aß 


1  —  C08X  =-,--»      1  — C06tt=-V»      1  — COBV=       , 
'"•  '^         CO  ab 


SubBtituous  cos  valeors  dans  notre  dernier  determinant,  puls  mnlti- 
plions  roRpoctivemont  par  a^  b^  c  d'abord  les  trois  derni^res  lignes 
puis  los  trois  domi^res  colonnes;  nons  troavons 


3GK« 


\  a         b         c 

a  0  2ßa  2ya 

b  2ttß      0  2yß 

c  2ay  2ßy      0 


8i  uous  divisons  los  trois  demi^res  lignes  par  2  et  que  nous 
iuuUi)>lious  ausai  })ar  2  la  premi^e  colonne  resultante,  le  däterminant 
Hora  divisi^  )var  ^  do  sorte  qu'il  uons  viendra 


OV) 


yr* 


2  II      h    c 

«I  0    tiß  ay 
h  ßa    0   yß 
liyuyß     0 


.  —  «»äS 


aVV 


a     b    '  c 
a     ß    y\ 

a 

-    0    1    1 

a 

I    1    0    . 
^110 

i  y 


\\\\\\x  lo  triplo  oarrö  du  voluuio  du  t^traMrc. 


V\i     Ha^ou  du  la  HphM^  taii|r<ait«  aox  slx  aretes  du  t^tra^dre. 

\iK\\\^\\  <i  lo  \>K\\\\Ti>  do  oetto  sphi^ro  et  r  son  rayon.  Appelons  q>  Tin- 
vluuütkOU  iHMunuino  do  la  di\nto  SO  sur  les  trois  aretes  do  triedre  S, 
Nuub  a\ouä,  tm  ogard  i\  la  valour  (I)  du  n®  20, 


r  =  dtang^ 


4osmö"sm2  suIq 


\'l  bi  Uitub  mottonä  daus  eetto  expression  les  valeurs  (III)  nous  trou- 

\\\VOUä   \\\\K\ 


v\^ 


_laj8y^       Actßyö       2aßyö 


^\\.    AutflcH  des   ardtes  oppos^es«    Representous  par  A,  B^  C 
\k^  i^u^los  doji  uretea  opposßes  a  ot  «',  b  et  />\  c  et  c'.    Nous  avons 
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rempla^ant  les  aretes  par  leurs  valeurs  en  fonction  de   «,  ^,  y.  ö, 
nons  obtenons 

(VI)     co8^  =  Jfa)g-2^)      eo8i/  =  fe^g=g. 

(p+y)(*+«)  (y+«)(ö+/J) 


cos  c  -  <«-P)^^-y) 


d'oü  nous  tirons 


<™)  -^i-^j-g-  •«^--g^-  ■»«•^=^- 

et,  par  suite 

,,,.,,,  ^         Ä         C 

(Vm)  taug  2  tang  ^  tang  "2  =  1- 


§  YL  T^traedre  eqvifadal. 

81«.  IVons  donnerons  ce  nom  an  t^tra^dre  dont  les  quatre  faces 
sont  des  triangles  egaux-,  les  aretes  oppos^es  y  sont  deox  k  deux 
egales  et  les  angles  plans  de  chaqae  triedre  valent  ensemble  denx 
angles  droits. 

Nons  representerons  par  a,  &,  c  les  trois  cotes  da  triangle  gene- 
rateor  ABC  et  par  A^  B^  C  les  angles  opposes  k  ces  c6t6s.  Nous 
d^signerons  d'ailleurs  par  les  memes  lettres  a,  &,  c  les  angles  di^dres 
qui  sont  ad[jacents  anx  aretes  a,  &,  c  da  t6tra^dre. 

Si  dans  les  formales  des  n^  2  et  suivants,  noas  sabstituons  les 
petites  lettres  anx  grandes  et  r^ciproquement,  nous  obtiendrons  les 
relations  qui  existent  entre  les  trois  angles  plans  A^  B,  C  du  tri- 
angle g^nörateur  et  les  trois  di^dres  a,  &,  c. 


Les  principales  de  ce  relations  sont  les  suivantes: 

.    a       l/cosJ?cosC  a        l/    C08-4 

(I)    «"ä'Km-BBmC     '^'f=VSBSiC- 


_,  cosBcosC 
tang, 


COSii 

a  h  -.  c  a  h  c 

(II)  cos-^tang^  =  cos^tang^  =  cos  c/tang^-j  =  tang ^^ taug :^ tang ^J 

(III)  sin^  Y^^rn^-^-^-  sin2  ^  =  1 , 
(lY)  cosa-f-cos&+cosc=  1; 


*. 
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. —  a  b  c 

(V)  J  =  2ycosulcosjBcosC=2tang2  tang^taBg^- 

82.  Tolnme  dm  t^tniMre.  Hettons  cette  valeor  de  ^  dans  la 
fonnnle  (II),  r=  lahc/S^  du  n^  48,  nous  obtenons  poor  le  volume 
dn  t^traedre 

(VI)  V  =  JaicVcosulcosjBcos  C\ 
or  le  triangle  g^nerateur  nons  donse 

cos^  =  — Hth >    cosi^  =  — -r: ,    cos  C7  = ö"- T — I 

2hc  2ca  2ab 

par  snite  nous  troavons,  en  snbstitaaiit  et  en  ^leyant  au  carre, 

(Vn)  72  r«  =-  (52-fc-2  -  o2)  (c2+a2  —  52)  (a2+Z,2  _  ^y 

83.  Bayons  des  sphöres  insciite  et  ex-inserite.  Däögnons  ces 
rayons  par  r  et  r',  et  par  S  la  surfiace  du  triangle  gen^rsteur.  IL 
est  ^>ident  qoe 

il  >ient  donc 

Soit  H  la  hautenr  du  tetraedre.    Puisque  F=  iiS^JÖ,  on  a 

(IX)  if  =  4r  «^  2r'. 

Ainsi  la  hauteur  du  tetraedre  equifacial  est  ^gale  au 
diam^tre  de  la  sph^re  ex-inscrite  et  ^gale  av  doaMe 
diam^tre  de  la  sphere  inscrite. 

84.  Bayon  de  la  sphdre  eirconserite.  Les  aretes  opposeee  du 
tetraedre  equifacial  ^tant  egales,  la  formule  (VII)  du  n^  74  nous 
donuera 

576F2722  _  (a2  +  &2  +  ca)(2^_|_^2_^2^(^^^2_^2)(^2_|_j2_^). 

lÜYisant  cettc  6galite  membre  ä  membre  par  la  rolation  (VTT)  du 
ji^  82,  nous  obtenons 

(X)  8i22  =  a2^^,2_f.^2, 

i)ouc  le  double  diametre  de  la  sphere  eirconserite  au 
tetraedre  equifacial  est  egal  ä  la  racine  carre  de  la 
süiume  des  carr6s  des  six  aretes  du  tetraedre. 


o«for;  Le  trieärt  et  !e  t^raijre,   avtiTapplieation  du  ritifrmma 

§  Vn.    TAriMrP  Jt  ar^tes  «ppMm  reetugilalrf«. 


heor^me  I.    Daus  tont  tetraödre  ä  aretes  upposeeK 
MCtangüIaires,  lea  sommos  d 
s^es  Bont  Egales  entre  elles. 

Kous  avons  vn,  au  n"  39,  quc,   si  deux  sjstemes  d'aretes  upp( 
aees  sont  rectangulaires,  les  denx  arStes  oppos^es  rostantes  soDt  a 
perpcndicolaires  entre  elles.    En  snppoBant  donc 

(1)  «  =  ß  =  r  =  "2    d'oü     cos  a  =  cöSjJ  =  cos  y  ^  U, 


a^-i^a'^^b-'-i-l,-* 


^  c»  +  c". 


Thi^oreme  11.  Dans  toat  t^traedre,  i.  aretos  oppOi 
Ses  rectangnlairea,  les  trois  aretes  d'nn  meme  tri^dr^ 
&out  propartionuelles  ans  cosinus  des  faccs  oppos6ei 

ce  triedre. 

Car  I'Jjypotheae  {1)  rednit  Ics  ^alites  (lü)  du  n"  40  aux  sui-1 
vanlea 

ucosfi  =  ficosil,        bcosv  =  ccosn,        *rco8l  ^=  «cosi 
qni  doiment 

'     '  COHil         COSft         C08V 

87.  Relation  entre  les  trois  aretes  d'un  meme  tricdrej 
et  les  angles  diödres  adjaccnts.  Soit  -  la  valenr  commune  del 
cee  trois  rapports  (U),  de  Sorte  que 

(2)  cos'A  =:  a*r^,     cosV  =  *''"*i    t^oa^r  =  cM. 
Le  triMre  5  nous  donne  aussi 

sin"a  ""  sin^i       sin*  c  ~      ' 
d'ob  nouB  tirons 

(3)  ain»A  =  r'^sin"»,    sinV  =  r'^sin^i,    sin*f  =  .-'»sini^c. 
Ajontmit  les  egalitSs  (2)  et  (3),  noua  obtenons 

-l+r»«'+r'*8in«o  =  0, 
—l-l-r^&^+r'^Bia'i^O, 

BtTO.  la 
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Eüminant  les  incoimaes  r*  et  r'*  entre  ces  trois  Äquations,  on  trouve 
la  relation 


(IH) 


1    5»     sin^ft 
1    €^     sin^c 


=  0, 


qoi,  6tant  dövolopp^e,  se  met  sons  la  fonne 
„,,     1  /sin» 6      8in«c\    ,1  /'sin'c      8in«a\    ,  /8in«a      m?b\ 

Ou  a  pareillement  les  ^galitös 


=0. 


1  «*  v^xAm 
1  *«  8iu^' 
1  c'«  siuV 


-0, 


1  5«   8m% 
1  c'»  sinV 
1  a'*  sinV 


=  0, 


1  c*   8in*c 
1  a'*  sin^a' 
1  b'^  sin^ft' 


=  0. 


88.    Dans  les  relaüons  (XI)  et  (Xu)  du  n^  46  posons    o 
elles  dounent 


n 


On  en  conclnt  quo 

Th^ordme  in.  Dans  tout  tetraddre  h  aretes  oppos6es 
rectangulaires,  le  carr6  du  demi-produit  de  deux  aretes 
oppos^es  6galo  la  somme  des  carr6s  desdeuxfacesadjacen- 
tes  ii  Tune  de  ces  aretes,  moins  le  double  produit  de  ces 
deux  faces  par  le  cosinus  du  diddre  compris. 

89.  Faisons  sina  =  sin/?  =  siny  =  1  dans  la  relation  (XIV) 
du  memo  num^ro  46;  nous  tronvons  que 

(VI)  J(a«o'»+&«ft'2^c2c'»)  =  ^s+^a+c^+Ä*. 

Ainsi 

Th^ordme  IV.  Dans  tout  t^tra^dre  ä  aretes  opposees 
rectangulaires,  la  somme  des  carres  des  demi-produits 
des  aretes  oppos6es  est  6gale  ä  la  somme  des  carres  des 
quatre  faces. 

90.  Volume  du  t^traddre.    Les  egalites  (II)  dounent 


a 


2 


b^+<^—2bcQ,(y&X 


a 


'2 


cos^A      cos^fi+cos^v — 2cosAcos/»cosv      cos^ft+cos^v — ^2cosXcosfiCOSv* 


Dostor:  Le  trOdre  et  U  t€trakdre,  avec  appHcation  des  diterminants,   179 

d'oü  il  vient 

Substitaant  dans  Texpression 

d^  =  sin*A — (cosV+cos^v — 2cosilcosficosv)9 
on  Yoit  qne 

On  troave  amsi  qae 

§  YIIL    T^traMre  r^gdler. 

91.    Soit  a  le  c6t6  du  t^tra^dre  regulier,  nous  avons 

C08-4  =  C08jB  =  C08C7  =  ^, 

,  sinJl  =  sin-B  =  sinC=  ^^; 

si  noa8  8abstitaon8  ce8  valeors  dan8  les  formale8  qai  pr6c^dent,  nous 
obtiendrons  poür  ce  poly^dre  regulier  les  valeors  snivantes: 

(I)    Angle  di^dre:  C08a«=i,    8ina  =  }y2,    tanga  =  2V2; 

sm|  =  JV3,    cos^=iy6,    tang|  =  iV2. 

(n)    Sinns  du  tri^dre:  J  »  i'^2. 

(XU)    Volnme:  V^^a^^2. 

(IV)  Hantenr:  Ä  =  iaV6. 

(V)  Bayon  de  la  sphöre  inscrite:   r  «=  jö^V^- 

(VI)  Rayon  de  la  sphöre  tangente  aux  arßtes:  p  =  Jay6. 

(VII)  Bayon  de  la  sphöre  circonscrite:  i2=»iay6. 
92.   De  ces  trois  demi^es  valenrs  on  d^duit 

(vm)  Ar  =  l'  -  Q^. 
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c  appliau 


I  dea  diteriai 


Nous  voyons  ainsi  que:  Dans  le  tötrafedre  regulier,  L« 
rayon  de  la  Bph6ro  tangente  anx  six  arStea  est  moyea 
proportionnel  entre  le  rajon  de  la  sphSre  inscrite  et  Iq 
rayou  de  la  sph6re  circonscrite. 

93.  n  est  facile  de  troaver,  pour  le  rayon  de  la  Sphäre  exJ 
inscrite,  ia  valeur 


ax) 


l«V6. 


On  tronve  ainsi  qne: 
Dans  le  tetraödre 


^^^^     1"  le   rayon  de  la   sphöre   ex-inscrite    eat  double  dB^ 
I         rayon  de  la  spb4re  inscrite; 

2"  le  rayon   de  la  sphere  circonscrite   est   triple   dltf 
rayon  do  la  Bphöre  inscrite. 

I  Methode  directe  et  elementaire  pour  calculer  en 

I         dütcrmiuants   la  sorface  du  triangle  et  le  voluue  dn 
^H^  t^travdre  en  valeur  des  cöt«s. 


Troisiöme   Parti 


^ 


Cettc  partie  eat  tout-ä-fait  indöpendante  de  ce  qui  pr§i 
"lies  procMes  quo  noua  y  avons  employös  aont  simples -et  directs. 
Noua  y  avona  expoafi  la  mfitliode  la  plns  rapide  et  la  plus  eleraentaire 
qae  fourniaseiit  les  d^terminants  pour  calculer  la  aurface  du  tri- 
angle et  le  volume  du  tätraödre. 


dn 


§  1.     Surface  du  triangle. 


NODTelleB  exprcsaian  de  In  snrraoe  dn  trluiig'lu.  Considerons 
le  triangle  ABC  (Fig.  9),  dout  uoua  repr^senteroiis  les  trois  cötös 
BC,  CA,  AB  respectivement  par  a,  b,  c  et  les  trois  angles  par  A, 
B,  C.  Soient  O  Ig  centre  et  R  le  rayon  du  cerclo  circonscrit  h.  ce 
triangle.  Si  nous  tirons  les  droites  AO,  BO,  CO,  nous  d^composons 
lo  trianglo  donnö  ABC  dana  lu  trois  ü'iangles  BCO,  CAO,  ABO. 


:   Lb  trCedre  f.!  U   Ißnüdre.  i 


OD  abaissee  du 

on  angle  egal  &  t'aDgle  A\ 


aar  le  cötß  BC  forment  avoc  le  rajou  OD 


dOQC 

OD  =  OBcosDOB  - 

de  Borte  qae  la  snrfaco  du  triangle  BCO  eera  iaRcosA.  On  a 
meine  CAO  =  }6äcobB,  ABO  ■=  JcAcosC.  Donc  il  vient,  i 
la  Burface  S  du  triangle  donnfi  ABC 


(I) 


5=  iÄ(fflC08J+dC08B+cCOsC). 


Aissi  la  Burface  d'an  triaDgle  est  ägale  au  demi-rayos 
du  cercle  circonscrit  multiplii  par  la  somme  des  pro- 
dutta  qne  I'on  obtient,  en  maltipliant  chaqne  cAtä  par  le 
cosinaa  de  l'anglo  oppose. 

%.  CorolLüre.  La  sarface  d'on  triangle  est  ^gale  an 
demi-rayoiL  dn  cercle  circonBCrit  mnltipli6  par  le  p^ri- 

mStre  da  triangle,  dont  les  sommets  Bont  les  pieda  des 
Irois  hanteura  du  triangle  donne.  (ff.  Oosior,L' Instruction 
puMiqae,  1974.  pagc  328). 

97.  Moltiplioiis  l'egaüt^  (1),  d'abord  membre  ä  menibre,  pui« 
en  CFoix,  par  l'egalite  connue 


DOua  obt^nODB 

(IT)  SS^  =  abc(<iC(IS  A-\-bcosB ■\-ccos  C) 


HacoaA-i~b  cosB-^ccos  C) 


1 


98.      SurTacc  do  triangle 
pent  s'^crire 


valeor  des  cöt^.     La  relatiou   (11) 


~Y~  — acOiA  —  hnoiB — ccosC=  0. 

Or,  si  nous  projctons  snr  cliaque  cöt6  dn  triangle  la  ligne  brisee 
formee  par  les  dtiux  autres  cötes,  nona  formons  les  trois  nouvelles 
egalit^s 

[(.C03.d  —  C  cobB  —  b  cosC  =  0, 
:  COB^ — o.cosB — a  cobC--0, 
'j  zmA—a  COS.B— o.C08C  =  0. 


L 


1 
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Entre  ces  qnatre  eqnations  elimmons  les  trois  qnantites 
— cos^,  — cos  (7;  nous  obtenons  l'eqiiation  resultante 


—  cosA, 


l  8^ 

ahc 
a 
h 
e 


a  h  e 

o  e  h 
e  o  a 
h  a  o 


=  0, 


qni  donne 


0    e    b 

ahc 

c    0    a 
b    a    o 

"^  — » 

o 
a 
h 


a 
o 
c 

b 


h 
c 
o 

a 


c 
b 
a 


mais  le  determinant  da  premier  membre  est  ^gal  ä  2abc  donc 


on  a 


(IV) 


16^» 


o  a  b  c 

a  o  c  b 

b  c  o  a 

o  b  a  o 


99.    On  sait  quo  le  premier^membre  16  iS^*  est  egal  ä  un  prodnit 
de  qnatre  facteurs  da  second  degr6;  par  cons^qnent  on  a 


(V) 


=  (a+M-o)  {b+c—a)  {c^a-^)  (a-H-<?) 


o  a  b  c 
a  o  c  b 
b  c  o  a 
c  b  a  o 
=  lQp{p — a)(p — b){p — c),     oü     2  p  =  a-^b-^-c. 


100.  Denxi^me  forme  da  determinant  pr6c6dent.  Moltiplions 
les  trois  demieres  lignes  par  les  qnantites  respectives  hc^  ca,  ab\  le 
determinant  sera  mnltipli6  par  le  prodnit  bcca.db  =  aH^c\  de  sorte 
qn'il  vient 


l^a%h^S^^ 


0 

a 

h 

c 

dbc 

o 

hc^ 

ch^ 

ahc 

«c» 

0 

Cd? 

ahc 

ah^ 

ha^ 

0 

divisons  Jes  quatre  colonnes  par  les  qnantites  respectives  oäc,  a,  b 
et  c\  le  determinant  se  tronvera  divis6  par  le  prodnit  ahca.bx^a^b'^c^ 
et  nous  obtenons 


0  1   1 

1 

1  0  e' 

i» 

1   0'  0 

a' 

1  6«  «' 

0 

101.  Snrfaee  da  trlangle  il^temili»!  par  rintersection  d' 
les  trois  plans  de  Gooräonne^.  Supposons  qn'an  plan  P  COupe 
axea  do  coordoanes  OX,  OY,  02r anx  Ipoints  A,  B,  C,  idcs 
de  Toriginc 

OA  =  a,     OB^  *,     0C=  € 

t  propoBons-nons  de  calculer  la  sorface  S  du  triangle  AüC. 
Si  les  cöt«E  do  ce  triangle  sont 

BC^a',     CA  =  b',     AB  =  C\ 


1 


0       — c' 
-e"        0 


1  Becond  determinant  se  dednit  du  premier,  cn  multipliant  par  — 
ITabord  la  premiere  ligne  pnis  les  dernieres  colonneB  reanltantes. 


Or  les  trois  triangles  OBC,  OCA,  OAB  donucnt 


n9HH 


,  ((,  V  aont  les  inclinaisons  mutueilGä  YOZ,  ZOX,  XOY  dea  troia 
de  coordomiee3;  par  auite  on  peut  ecrire 


1       0 

2aiC0BV — o* — 5^   2CctC0S(i — C* — < 

1  2n6cosv— «*— 6^ 

0       2ACC03A— Ä'— 

1  2cacosf*— C^— a* 

26ccosi— fi«— C*        0 

Mnltiplions  la  premiere  ligne  succoBaivemcnt  par  n*,  ö",  c^  et 
BgoutouB    lea    resultats    reapectivemeiit  aus    trois   autres   lignea;  ,■ 
i  vient 


griea;  jäg 


1 


1 


1     2cocos;*— 


'2ah  cosv—b^     2co  cosft— 
i*  2Öccosi— 


Multiplious  maintonant  la  premiere  colonne  succüssivcmeut  par 
a\  6*,  c*  et  ajoutons  les  resultata  respectivemeEt  aux  troia  derniöröB  ] 
coloones;  notis  troavons  que 

1  1  1       ; 

2a^  iahcosv'    2eiiC0H(i  ' 

2a6ca8v  ^/-''m  .    2iCC08l!' 

2CUC0SJ*     2Sccosi        2c* 

MnltiplioDS  euön  par  2  la  premiere  ligne,  poia  divisona  par  2 
leB  trois  demierea  colonnes  rÖBultantea;  le  determinant  sera  divia6 
par  2^:2  ^4.    Nons  obtenons  ainai  l'expression  deraandöe 


ab C03V 

CnCOSft 


Ca  cosfi 
lic  cos  i 


§  n.     Volume  du  letraedre. 


,^^M 


102.  Haat^nr  do  l«traedre  en  T&lear  dea  troia  areteg  contlguSa 
ä  celte  liantenr  et  des  iucllnaisans  uintaellea  de  ceit  aretea.  Consi- 
d^rona  le  t^traödrc  OABC.  Du  sommet  O  tirona  dans  le  solide  nne 
droite  quelconqne  OD  qui  fait  avec  Ica  arStea  isauea  de  co  aominet 
O  les  anglea  reapectifs  a,  ß,  y.  Conaervons  lea  notations  du  n"  pre- 
cedent,  poaona  OD  =  d  et  soient  a;,  y,  3  lea  coordonafies  dn  point  D. 

Projetona  la  droite  OD  et  le  eontoor  briae  x-\-}/-\-z  auccesaive- 
ment  sur  OD  et  sur  les  trois  argtea  ou  axes  de  coordonnees  OÄ, 
OB,  OC.  NoTis  obt«noiis  les  qnatre  Squationa  homogfinea  du  premier 
degr6 

—  rf4"'"'!08t(-|-i/cosj3-f-2C08y  =  0, 

—  dC0Hft-|-ii:-|-jCO3V-|-ZC0aft  =  0, 

—  dCfQ5ß-\-x<:,0%v-{'y-\-se.QiX  =  0, 
—  rfCOBy+a;coiifi-|-ycOsi+a  =  0 


entre  lea  quatre  variables  - 
tient  la  relation  generale 


Elimant  cea  incomraoa,  ou  0 


Dostor:  Le  trUdre  et  le  t€traedr€y  avec  application  des  dilerminanis,   Xg5 


(vni) 


1  cosa  cosjS  cosy 

cosa  1  cosv  cosfi 

cos/3  cosv  1  cosX 

cosy  cosft  cosX      1 


=  0. 


Gela  fait,  snpposons  quo  la  droite  OD  soit  la  haateur  du  16- 
tra^dre  issue  du  sommet  O  et  rencontrant  en  ^  la  face  oppos6e 
ABC,  Si  nous  faisons  OH==^  A,  nous  aurons,  par  les  triangles  rec- 
tangles  OAH,  OBH,  OCH^  les  relations 


(1) 


h  =  acosa  =  bco%ß  =*  öcosy. 


Dans  le  d^terminant  (Vlll)  multiplions,  d*abord  les  trois  derni^res 
colonnes,  puis  les  trois  derni^res  lignes  par  les  quantit^s  respectives 
a,  ft,  c.    La  relation  (VIII)  devient,  en  6gard  aux  6galit6s  (1), 


1 

h 


a 


2 


h  h 

od  COS  1/    cacosii 


h     ab  cosv         h^         bc  cos  l 


«2 


-0, 


h    ca  COS  II    bc  cos  k 
ou,  en  divisant  par  h  la  premi^re  ligne  et  la  premi^re  colonne, 

1 

1 
1 
1 


,2 


a 
(zbcosv 
c^cosfi     bc  cos  X 


ab  cos  V     ca  cos  fi 
b^         bc  cos  l. 


^2 


=-0. 


De  cette  relation  nous  tirons  T^quation 


fj^h 


a*         (zbcosv    ca  COS  fi 


bc  cos  k 


od  cosv 


ja 


cacosfi    5c  cos  A 


,2 


0 

1 
1 

1 


ä^        ad  cosv  cacosii 


ab  cosv    b^ 
cacosfi    bccosk 


bccosk 

^2 


qui  donne  la  hauteur  h  du  t6tra^dre  OABC^  qui  est  issue  du  sommet  O. 

103.  Yolnme  de  ce  t^tra^dre  en  yalenr  des  trois  aretes  contigrnes 
a,  h,  c  et  de  lenrs  inclinaisons  mntnelles  k,  jn,  v.  Le  second  membre 
de  r^quation  pr6c6dente  (IX)  est  6gal  k  la  valeur  (YII)  de  4:S^.  Or 
si  nous  representons  par  V  le  volume  de  notre  t6traedre,  nous  avons 

F=JÄ%,     d'oü    452  =  2^. 
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n  vient  donc 

a^          ad  COS  V 

oacosfi 

(X; 

36  F« — 

od  COS  V          b^ 

^cosil 

cacosft    bc  cos  X 

c^ 

oa,  en  divisant  par  a^  b^  c  d'abord  les  premi^res  lignes,  pois  les 
trois  colonnes 


(XI) 


36  F«  =  a«ftV 


1  COSV      COSfft 

cosv      1       cosA 

COSfC     cosi       1 


=  a%^<^d^. 


en  posant 


(2) 


1  COSV      COS  fi 

COSfA     cosX        1 
=   1  ^  CQS^A  —  C03  V  —  COS^V  +  2  COSX  COSft  COSV. 


104.    Yolnme  dn  t^traedre  en  yalenr  des  six  aretes.    Mnltiplions 
par  — 2  les  trois  lignes  du  d6terminant  (X),  11  nous  vient 


288F«  =  — 


—  2c?  — 2aJcosv     — 2caC0Sft 

— 2a5cosv        — 2^2         — 25c  cos  A 
—  2cacosfi    — 2äccosA        — 2c^ 


A  ce  d^terminant  nons  pouvons  snbstitner  un  d^terminant  äqui- 
valent du  cinqui^me  ordre  et  ^crire 


288  F»  —  — 


1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

a« 

b^ 

<? 

a« 

0 

-2aS» 

— 2a5cosv 

—  2cacosf!i 

d« 

0 

—  2adcosv 

—  2ft» 

— 2ÄCC0SA 

^ 

0 

— 2ca  cos  fi 

—  25c  cos  il 

—  2*» 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

a? 

62 

^ 

0 

a« 

—  2a« 

—  2a5cosv 

—  2ca  cos  fi 

0 

&2 

— 2a5cosv 

-2*2 

—  25c  cos  il 

0 

c2 

—  2ea  cos  fi 

— 2äccosA 

—  25»  ' 

Ajoutons  d'abord  1^  seconde  ligne  aux  trois  suivantes,  puis  la 
seconde  colonne  aux  trois  demi^res-,  nous  obtenons 


Do  stör:  Le  trikdre  el  le  (Oraidre,  avec  appUcaUon  des  diterminanU.    lg? 


288  F«  = 


0  11  1 
10                  a^                           b^ 

1  a*  0  aH^«-2aic08v 
1    h^    a2+52__2a&cosv  0 

1    c*    c^a* — 2<;acosft  ft*-|-c*— 2*ccosil 


0 


Mais  les  triangles  OjBC,  OCM,  OAB  donneut 

(3) 
Ä*-ftf* — 2he  cosv = «'*,     c*-|-a*— 2ca  cosf*  =  ft'*,    o*-|-**— 2ai  cosv  =  c'*. 

Sabstitiiant   dans   l'^galit^   pr^c^dente,   nous   troavons   Tcxpressiou 
cherch6e 

0  1111 

1  0     a«     52     ^2 

(XII)  288F2=.     1    a«     0 

1    5«    c'«     0 


c'2      a'2 


a 


'8 


1     c»    6'2    o'«     0 


§  in.'   Bajon  de  la  sphere  clrconscrlte  au  tetraedre. 


105.  Bayon  de  la  Sphäre  eireonserite  an  t^tra^dre,  en  yaleur  de 
trois  ar§tes  eontigrnSs  et  de  lenrs  inelinaisons  rnntnelles.  Soit  /  le 
centre  de  cette  sphere  et  R  son  rayon.  Si  nous  supposons  que  la 
droits  OD  (n^  102)  passe  par  le  point  /  et  qne  A\  B\  C  soient 
les  milieiix  des  arStes  OA^  OB^  OC^  les  triangles  rectangles  OIA\ 
Olff^  OlC  nous  donneront 


(4) 


a  h  -       c 

ö"  =  i2cos«,     öT^-ßcosp,    ö''«^jBcosy. 


Dans  le  d^terminant  (Vlll)  multiplions  par  2R  la  premi^re  ligne 
et  la  premiöre  colonne;  11  nous  vient,  en  ayant  ^gard  aux  ^galit^s  (4) 


4iE2      o 
a         1  . 

h  COSV 

C  COSft 


b 
COSV 

1 

cpsX 


c 

COSft 

cosX 

1 


=  0, 


d'oü  nous  tirons 


:   Lf  Irildie  et  le  Mli-aidre,  avec  appticatioii  des  dflrrmmant 


6    coav       1       cosl 

1Ü6.     Eafon  de  Ift  sphfere  circonscrite  cd  ralenr  de  six  aretM^ 

Multiplions  par  o,  6,  c  les  trois  demi^res  lignes  de  ce  dötenniuant ; 
puis  par  ^2a,  —26,  ^2c  les  trois  derniöres  colonnes ;  enfin  divisons 
par  — 2  la  premiere  ligne  r^suitante-,  il  nons  vient 


lQa%^<^J^E?  =  - 


0 


«^                   h^  cS  1 

— ^2a^  —2ab(X)3V  — 2caC08(i 

— 2a6c0Sl'           —20'^  — 26CC0BÄ 

— 2caC0Sji  — ajccosi  — 2eä        | 


I 


Äjontons  d'abord  la  premierö  ligne  aox  trois  suivantcs,   pniB  la 
premiere  colonme  anx  troia  autres  colonne3,tnous  obtenous 


0  o*  fiSi  c» 

fi*     a«+i«— 2aScosi-  0  i*+c»— 26ceoai 

c»      o^+a*— 2<;oC0S(i      6*-j-c3— 2iecosA  0 


Mais  nons  avons  trouve  (n''  103)'qTie  n^iV^*  =^  36F*;   par  conse- 
qnent,  nons  tronvonB,  en  ayant  egard  aus  6galit4s  (3) 


4 

ose- 

I 


107.     Aus  n""  72  et  73  on  a  tranaformö  ce  determinaat  dans 
les  deux  Buivants 


(XV) 


Do  stör:  Le  trikdre  et  le  t€lrakdre,  avec  applkation  des  diterminants,    lg9 


(XVI) 


576F*Ä*  =  — 


0 

aa' 

bb' 

Cf> 

aa' 

0 

e^ 

bb' 

bb' 

c^ 

0 

aa' 

cc' 

bb' 

aa' 

0 

108.  Si  Ton  rapproche  ce  demier  d^terminant  de  celai  (V)  da 
n^  99,  qoi  donne  la  sorface  da  triangle  en  valeor  des  trois  cöt^s, 
on  irerra  de  saite  qae 

(XVn) 


oa 


en  posant 


nv^E^  =  P^(P2— aa')(p2__^^')(p2_^') 


aa'  +  bb'  +  cc'  «2^». 


c  applicalion  des  determinants. 
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r:  Eipiation  g^a^ralt   des  drux  lanytntes  r 


vn. 

tation  g^n^rale  des  deax  tangentes  men^es  d'on  n 

point  &  une  coniqne  et  ^(jnation  da  cöne  circonscrit  fi  une 

snrfacc  do  second  degr<5. 


Georges  Doator. 


3.    Four  detcrmiiiur  uea  equatious  sous  leur  forme  impUcite,  nonal 
alluns  etablir  denx  theoremos  trea  importantB  sur  los  foiictioDS  homo"! 
g^nos  da  secoud  degre,  qni   trouvent  lenr  applicatiou  cQusttuite  e 
Geometrie  an^ytiqno. 

Une  fonction  entiere  du  eecoud  dogre,  entre  trois  variablua,  e 
n^cessairement  de  ta  forme 

A2^-\~AY'^A"e^-\-2Byz-\-'iB'zic-{-'iB"^y-\-2C^2C'y+W"z-\-D.\ 

Nona  pouvons  rendre  cette  fonction  homogcuo  par  rapport  aux 
variables,  en  y  rempk^ant  collcs-ci  par  leurs  rapports  ä  l'uuite'u,  et 
ea  consideraut  cette  uiiite  comme  une  quatrieme  variable.  La  fonc- 
tion, dans  cc  cas,  pent  Stre  designe  par  f{x,  y,  z,  u)  et  dcvient 

Kous  dounerons  it  cetto  fonctiou  le  uom  de  fouctiou  generale. 
quadratiquc  h  trois  vaiiables  distinctea. 

3.    PreBBODB  les  dcriveea  do  cette  fonetioii  succeasivement  p 
rai^ort  ajot  qnatre  variable  »,  y,  a  et  «;  il  noua  vient 
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Multiplions  ces  qnatre   dörivees   respectivement  par  x^  y,  z^  u   et 
sgontons,  nons  obtenons 

^x'+yfy'+zf/^uU'^2{Ax^+A'y^+J!'z^+^Byz+2B'zx+2B^'x9 

+  (2  ßrt*+2  C'yu+2  C'm+Du^). 

Le  second  membre  est  visiblement  egal  au  double  dela  fonction  (1); 
donc  on  a 

(I)  2f{x,  y,  z,  u)  -=  xfj^yfj  +  zf/-^ufj. 

TMori^me  I.  Ainsi  La  double  fonction  quadratiqne, 
rendue  homogene  est  ^gale  ä  la  somme  des  d^riv^es  par 
rapport  ä.  toutes  les  variables,  multipliees  respective- 
ment par  ces  variables. 

3.  Dans  la  fonction  (1)  rempla^ons  les  variables  x,  y,  g^  u  re- 
spectivement par  «+«',  y+y'5  «+«'?  «*+«*',  oü  «',  y',  «/,  «'  de- 
signent  des  quantites  constantes,  numeriques  ou  litterales.  Dans  la 
fonction  resultante,  Tensemble  des  termes  du  second  degrt  par  rap- 
port aux  variables  «,  y,  »  et  i*  sera  la  fonction  (1)  elle-mfeme;  l'en- 
semble  des  termes  du  second  degre  par  rapport  aux  accroissements  x', 
y\  z'  et  u'  sera  encore  la  fonction  (1)  dans  la  quelle  les  variables 
«,  y,  Ä  et  u  ont  ete  remplacees  leurs  accroissements  »',  y\  «'  et  u'y 
tandisque  les  termes  du  premier  degr6  par  rapport  ä,  a;,  y,  «,  u  seront 

x(2Ax*  -f  2By+  2ffz'+  2  Cu')  ^-y  (2i?"a;'-|-  2^'y '+  2Ä/-f  2  C  V) 
+Ä(2ÄV-f  2Äy'+2.4V-f  2C"V)  -|-t*(2ßc'-f  2(7'y'+2aV  4-2Z>f*0, 

ou  bien 

^fx*'  +  yf/ + Ä  /i''+ «*/«''. 

Le  developpement  de  la  nouvelle  fonction  sera  donc 

(II)  f{x+x*,  yr^-y',  z+zf,  u+u')  ^ 

f(x,  y, «,  u)+xfx''+yfy'+zfg'''\-ufu''+Ax\  y',  z*  u'). 

Theoreme  II.  Donc,  Lorsque,  dans  la  fonction  quadra- 
tique  rendue  homogene,  on  donne  aux  variables  a?,  y,  ä,  u 
les  accroissements  respectifs  x\  y',  «',  «*',  la  fonction  s'ac- 
croit  1®  de  la  valeur  qu'elle  prend  si  Ton  y  remplace  ar, 


||  s^  u  respectiveraent  par  x\  y',  z',  u'\  et  2"  de  la  valenr 
1XB  prend  l'espression  xfx'-\-yf^'-\-zf,'-\-iifJ  si  Ton  y  fai^ 
t  mäme  snbstitntion  dans  les  iläriTees  fx',  f]i\ft',  A'- 

Dans  le  developpement  prec^dent  (ü),  changeons  x,  y,  z,  » 
KcÜTement  en  x\   y',   a*,  u';    il   est  evident  qne  la  fonction  no 
;  pas;  par  conseqnent  on  a 

a^x-'+y/y'+^AV--'  =  ''/i'+y'V+^'/.'-f-«'/-'.  ■ 

5.    Tont  CO  qui  precedo  B'applique  k  toiite  fonction  qnadratiqne 

homogene,  ä  nn  nombre  qnokanqne  de  variables.  Nons  prendrons 
tonjonrs  les  equationa  des  droites,  des  coniqncs  des  plana  et  des  snr- 
&ces  da  second  degre  sons  leur  forme  homogene. 


CondItioD  |H)iir  qne  la  drolte 

ax  +  hy-^-ez  =  0 
I  vili/L  Ungente  ä  la  conique 

(4}       /(«,?,')-=  Ax'-{-'2Bxy-^^Cy^  +  ■2Dxz-\-■2Eys-irF^*  =  ^}:~ 

Söient  *',  y*,  z'  les  coordoimees  homogenes  du  point  de  confact  de 
la  droite  (3)  avce  la  coarbo  (4).    L'equation  generale  de  la  tangente^ 
en  ce  point  etant 

t  devant  etre  identiqne  avec  (3),  il  fandra  qne  l'o 


T-t-V- «. 

bien 

fr'  -  2..J,  /,'  -  2M,    /,'  -  iex. 

Nons  av 

ons   ainBi,  ponr  d^tenniuer   «,  ft,   c  et   Ä, 

-01+»!'+%'+'''  -0, 

-■■J+A.+e,'+D.'  -  0, 

— ii+Ba'+ Cs'+ £y  =  0, 

-rt+Di'+£j'+R'  =  0, 

t  la  premiere  esprime    que  le    point  de   contact  (x',  y',  x')  < 
r  la  droite  (3). 

Cea  qnatre  äqnations,  du  prcmicr  degre   entre  les  quatrc  ineon- 
-H,  x',  y',  b',  sont  homogenes  par  rapport  ä  t 
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elles  ne  seront  compatibles  que  si  leur  d^terminant  est  nul,  c'est-ä- 
dire  si  Ton  a 

0    a     b     c 

a    A     B     D 
b     B      C    E 

C    B     E     F 


(III) 


-0; 


o'est  r^uatiou  de  condition  demand^e. 

Lorsque  la  droite  (8)  satisSedt  ä  cette  condition,  eile  est  tangente 
k  la  conique  (4). 


7,  Coordoui^  ii  p^lM  de  eontaet.  Les  valeors  de  ces  coor- 
donn^  9\  y^  tf  8*obtiennent  en  resolvant  le  Systeme  des  trois 
^nations 


Appolons  d  le  diaerinunant  de  la  oonigiie  (4),  de  sorte  g» 


(6) 


^  — 


ABB 

B  C  E 

D  E  F 

ACF+^BDE^AE?--  CD^-^FV^ 


et  repr^ntcoAS»  seien  l^oEsage, 
rappoort  ik  A\  noQS  anrona 


dJ 


dJ        ^^     ^      ^^ 

12- ^-^>   7c 


AF—JD^^ 


(7) 


dF 


AC'-B^, 


^-2(D£-Än    ^-2(M?-.C2>X    ^«2(ÄZ>-AE). 


Cela  pose,  il  est  ais6  de  Toir  qfa'on  a 


(8) 


^^-2^^+ir^+x>;^ 


«Li 
d^ 

dB 


''db+  ^dE+^di' 


dB 


.      ^dJ  d^ 


eamite  qoie 


2B 


d/l   , 


SET 


dJ 


dC 

dd  , 


n"''' 


Mnltiplions    BCtaellement  la    premi^e   dos  ^qnations    (5) 
B^.  la  Becondepar  -^    et  la  troiaieme  par  jjy  pniB  ajontons;  1 


mnltiplicateur  de  : 
reduiront  ä  zero. 


sera  egal  ä  2^  tandisqae  cenx  de  y'  et 


tEn  operaDt  d'an  mani^re  analogi 
eiiBQJte  3^  et  j',  on  trouve  quo 


¥) 


%dx* 


/W 


=  2o(CF— £3)^2 


poiir  eliminer  d'abord  i 


.(z)i;-BF)+2cCfiE-Cl>)„| 


^  =  3^''+,1?:-^*+ 


r2^z' 


=  2«(Ä£~Cö)  +  : 


.2c 


>j{BD~AE)-\-2c{AC—m). 


I 

^^^^    8.    Antre  forme  de  l'expression  de  coiidltion  (III).    Multiplions 
"        los  deus  membres  de  l'eqnation  (3>  par  y-  et  snbatituons  dans  lo 


ißi  Von  diviae  les  deus  premieres  de  ces  öquations  par  Ja  troisieme 
[ne  Von  observe  que  a'  =  1,  on  anra  les  valeurs  des  coordonnöes 
du  point  de  contact.  > 


I        aoiL 


aoltat  les  valeara  (IV) ;  nons  obtenons  la  relation 


exprime  sons   une  antre  forme  la  coEdition  i 
droite  (3)  ayec  la  conique  (4). 

9.  Eqnatlon  des  tM^ontea  inendes  par  an  polnt  iomi6  ä  la 
courbe  du  seeond  degrä  (4).  Soient  xi,  jj ,  j,  les  eoordoimees  ho- 
mogenes du  point  donnä  P,  et  x,  y,  x  etiles  d'on  point  qnelconqin 


ons  dans  le  re- 

■ 

contact  de  la.^^J 
nt  dann^   ä   la  ^^| 
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M  de  Firne  des  denx  tangentes  men^  de  ce  point  ä  la  coniqae  (4) 
L'^qnation  de  cette  tangente  sera 

(10)  ^=:^  =  Z=B  =  :?=%. 

Xj  F,  Z  6tant  les  coordonntes  conrantes  de  la  droite. 

D6signons  par  x\  y\  /  les  coordonnees  du  point  de  contact  I  de 
la  tangente  (10);  on  a  6yidemment 

ni)  ,       g^+Aar,  a^+Iy,      ^s  ^^r}^^ 

^^^^  ^         1+A'    ^  —  1+A'     "^         1+A* 

oü  1  est  nne  md6tennin6e  dont  la  valenr  depend  de  la  position  da 
point  M  snr  la  tangente. 

Pnisqne  le  point   I  appartient   ä  la  conrbe   (4),   nous   avons 
f{x\y\z')  =  0,  ou,  en  ayant  ^gard  aux  valeors  (11), 

Or  la  formale  (II)  noas  doigie 

par  saite  noas  avons,  poar  d6terminer  la  valear  de  A,  r^qaation  da 
second  degr§ 

Mais  la  droite  (10)   etant  tangente,   A  ne  saarait  admettre  qa'one 
senle  et  memo  valear,  il  s'ensait  qae  les  deox  racines  de  F^aation 
•   pr6c6dente,  ce  qai  noas  foamit  la  relation 

(VI)  (a^A/+y/y/+«AaO'-4/(aj,y,a)/(aJi,s^i,«^)-0 

qai  existe  entre  les  coordonn6es  a;,  y,  z  d'an  point  qaeleonqae  de 
Fune  oa  Faatre  des  deox  tangentes  issaes  da  point  P;  eile  est  donc 
F6qaation  de  ces  deax  tangentes. 

10.    Eqaation  des  tangentes  men^es  h  ane  eoorbe  da  second 
degr6  (4)  par  les  interseetions  de  cette  ligne  avec  nne  droite  donn^e 

(12)  px'^qy'\-rz  =  0. 

Si  nous  appelons  x^^  y^,  z^  les  coordonnees  inconnaes  da  point  de 
concours  P  de  ces  tangentes,  le  point  P  sera  le  p61e  de  la  droite 
(12),  qai  elle-m§me  est  dite  la  corde  de  contact  des  deax  tangentes 


meniea  cPun  mime  pomt  ä  une  eonique  etc 
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Or  r^quation  de  la  corde  de  contact  des  denz  tangentcs  issues  du 
point  (a^,  ffi,  zj)j  c'est-ä-dire  l'^quatioii 

devant  etre  identique  avec  (12),  on  a  n^cessairement 

(13)     -  fx/===2pX,   /y/-2(zX,   A'-2rA, 

oü  k  est  uae  ind^termin^e. 

Mnltiplions  ces  trois  ^qnations  (13)  par  les  coordonn6es  rospec* 
tives  Xi,  Pty  %  et  Pontons;  neos  obtenons  T^galit^ 

qui,  jointe^  anx  6qaation8  (13),  foamit  le  Systeme  des  qoatro  ^qoations 

—  kq         +Bxi  +  Cyi+Ez^  =0, 

»r 

entre  les  trois  inconnaes  x^^  y-^^  z^.  Ces  qaatre  6qaations  sont  n6- 
cessairement  compatibles;  par  soit  leor  d^terminant  est  nol,  ce  qui 
foamit  r^galite 


/(«i»yii«i)    h    ^    ^^ 
kp 

kq 

kr 


A 
B 

D      E 


B      D 
C      E 


F 


=  0. 


On  en  tire 


(14) 


oü 


/(a^ii  2^1)  «i)  =  —  -:^ 


o 
P 

r 


P 
'A 

B 
D 


B 
O 

E 


r 

D 

E 

F 


d  = 


A  B  D 
B  C  E 
D    E     F 


lies  relations  (13)  donnent  aussi 
(15)  xM'+yfy^+zf,,^  =  mp^+qy+r^)' 
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II  nouB  reste  ä  substituer  les  valeurs  (14)  et  (15)  dans  r6quation 
(VI)  pour  avoir  T^quation  demand6e  des  deux  tangentes.  Celle-ci 
est  donc 


(VH)   f{x,y,z) 


P 


P 
A 

B 


q      r 
B     D 


r     D     E 


E 
F 


=  —  {p^+gy+'Tzf 


A  B  D 
B  iC  E 
D    E     F 


10.    Condition  ponr  qne  le  plan 

(16)  aa;+6y-|-CÄ+^^  =  ^ 
soft  tan^ent  k  la  snrCace  du  second  de^^ 

(17)  f(x,  y,  z,  u)  =  Ax^+ Ay'\-A"z^ + 2jBya+  2B'zx+2B"sßy 

'^2Cxu+2C't^+2C"zu'\'Du^  =  0. 

Si  »',  y\  «',  tt'  sont  les  coordonn^es  du  point  de  contact,  cette  6qua- 
tion  (16)  devra  ßtre  identique  avec 

par  cons6quent,  X  d^signant  une  md§tennin6e,  on  devra  avoir 
/x''  =  2Xa,       fy'  =  2Xb,       /,/  =  2Ac,       /«''  =  2Xd, 

ou  bien 

—  a+^  x^+B'y+B'z'+C  u'  =-  0, 

—  5A+^V+^y+jB  z'+C'u'  =  0, 

—dk+C  x'+Cy'+C"z^+D  u*  =  05 

Ces  quatre  ^quations,  jointes  ä 
(19)  ax'-{'hy*+Cz'-\-du'  =  0, 

forment  un  Systeme  de  cinq  6quations  homogenes  du  premier  degr6 
entre  les  inconnues  — A,  «',  y',  »*,  «*';  pour  qu'elles  soient  compa- 
tibles,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  d^terminant  seit  nul,  ce  qui  foumit 
la  condition  demand6e    / 


(18) 


(YIII) 


0 

a 

b 

c 

d 

a 

A 

ff' 

B' 

C 

b 

ff' 

A' 

B 

C* 

c 

B* 

B 

il" 

C" 

d 

C 

C* 

C" 

D 

=  0. 


Coordoun^es  da  polnt  de  coolsct.    Lgs  valours  de  ces  cuor- 
mees   s'obtiennent  en   riaolvaat,   par  rapport  i  x\  y\  x',  u',    le 
rBteroa  dea  quatre  ßquationa  (18).    Getto  r^solution  donoe 

=  {A'Ä"—  B»)  (Da  —  Cd) + {BS'  —  A"B")  {Db  -  Cd) 
+(B'B—A'B')  (De  —  C"d) , 

=.(Ä"A—B'^)(Di—Cd)  +  iB'B"—Am(Dc-C",l) 
+ (SB'  —  A"B")  {Da  —  Cd) , 

-  -=  (AA'—B"^)(Dc~C"d)-\-(B''B—A'B')(Da—Cd) 
-j-  (B'B"—  AB)  (Di  —  Crf) , 

=  iA'A"~B^)(Ad'~Ca)—(B'ff'—AB)(CC'\-C"ö) 
+  iA"A—B")(A'd—Cb)  —  (B"B—A'8')(,C"a+Ce) 

+  iAÄ'—B"^)  (A"d—  C"c)  —  {BB'—  A"B")  {Ch  +  Ca) 
■^UBB'B"—AA'A")d, 

^ft  £/  represente  la  discriminaut   de   l'^quation   du   second   degrä, ' 
lot  ponr  raleur 


lA    B'B'  C 

\b"  A'  b  c 
IB'  B  A"  C" 
\c    C  CD 


I  D(AA'A"-{-2BB'B"—A  B*—A'B'^—A''B"*) 

\  ^C{.B^—A'Ä'y\~C'HB'^-A"A) 

\  -{-C'HB"^^AA')-^'2C'C"(,AB~B'B") 

f  ■\-2C'C{A'B'—B"B)+'2CC'{A"B"~BB'). 


P  Si  Ton  divise  les  trois  premieres  de  ces  öquations  par  la  quatrierao 
■fit  qne  l'on  poae  w'  =  1,  oii  aura  lea  valeurs  dea  coordoniiöes  a',  y', 
2'  du  point  de  contact. 

Ces  coordonnöes  peuTent  aussi  s'exprimer  en  fonctioa  des  deri- 
B  du  diacrimiDant  J,  prises  par  rapport  aus  coefficients  d 
1  (17).    On  trouve  quc 

d^         .  dJ         ,  dd         ,  dJ 


-dB"" 

_d4 


'+50-'^  +^'^+:? 
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12.  Autre  forme  de  l'expreBsion  de  condition  (VIII).  Multi- 
plions  par  —r-  les  deux  membres  de  l'^quation  (19)  et  substituons 
dans  le  resultat  les  valeurs  (IX);  nons  obtenons  la  relation 

^__  dJ    ^    .    dJ   ^^    .    dJ     „    ,   dJ^      .   dJ  dJ     ^ 

.    dJ     ^  .   dJ  ^  ^   .   dJ       ^  ,   dJ 

qui  exprime  sons  ane  autre  forme  la  condition  de  coutact  de  la  droite 
(16)  avec  la  surface  (17). 

13.  Condition  ponr  qne  la  droife 

8oit  tangente  ä  la  surface  du  seecmd  deg^r^  (17).  Los  plans  condnits 
par  la  droite  donn6e,  c'est-ä-dire  par  l'intersection  des  deux  0aii& 
(20),  sont  repr^sent^s  par  F^quation  g6n6rale 

(21)  (a+Xa')x+(b'\-Xb')fj'i'(c+Xc')z+(d+  Id')  =  0. 

Or  Tune  de  ces  plans  est  6videmment  tangent  ä,  la  surface  (17)  an 
point  de  contact  »',  y\  »',  u'  de  la  droite  (20).  Si  T^quation  (21) 
repr^sente  ce  plan  tangent,  on  devra  avoir  les  6galit6s  de  condition 

a  +  Aa' "~  5  +  A6'  ~"  c+  kc'  '~'d+kd''~'       ^^' 

Les  coordonn6es  du  point  de  contact  et  les  deux  ind6tennin6es  A  et  if 
devront  donc  satißfaire  aux  6quations 


a  aj'-f-*  u''h^  si'^-d  u 
a'x'+h'y'+c'z'+d'u 

hk+b*lk+ff'x  -^A'y'+B  »'+(7'tt 
clc+c'Xk-{-B'x'+By'+A!'z'+a'u 
dh-{-d'nc'\'Cx''\-ay'-\-C''z''\'Du 


=  0, 

=  0, 
«0, 
=  0, 
-0, 


dont  les  deux  premieres  expriment  que  le  point  de  contact  appartient 
aux  deux  plans  (20).  Ces  six  ^quations  sont  homogenes  et  du  premier 
degre  par  rapport  aux  inconnues;  pour  qu'elles  soient  compatibles, 
il  faut  et  il  suffit  que  leur  d^terminant  seit  nul.  On  trouve  ainsi  la 
relation  de  condition  cherchde 


meuie^  (Tun  meine  pohit  ä  une  conit/ue  etc. 


2<)1 


(XI) 


0 

0 

a 

b 

c 

d 

|o 

0 

a' 

V 

c' 

d> 

a 

a' 

A 

B' 

Ä* 

C 

b 

V 

B" 

A' 

B 

(V 

c 

c' 

ß' 

B 

A" 

c 

d 

d' 

C 

C 

C 

D 

=  0. 


14.  Eqnation  gr^n^nQe  des  snrfaees  du  second  degr^  qni  toucbent 
las  trois  axes  de  coordonn^es.  Les  ^quations  de  Taxe  des  x  6taut 
^  «»  0,  2  '=-  0,  nous  obtenons  la  condition  poor  que  Taxe  des  x  soit 
tangent  ä  la  sorface  (17),  en  üaisant  dans  la  relation  (XI) 

a   --  0,    5=1,     c   =  0,     rf   =-  0; 


a' 


0,     b*  =  0,     c'  =  1,     d'  =  0. 


Mais  oette  condition  se  d^termine  plus  rapidement  en  faisant 
II  =  »  =  0  dans  T^quation  (17)  de  la  surface,  et  en  cxprimant  quc 
les  devx  radnes  de  T^quation  r^sultante  cn  x 

Ax^+2Cx-\-D  =  0 

sont  Egales.    Donc  Taxe  des  x  est  tangent  ^  la  sarfaco  (17), 
si  C^—AD  =  0. 

De  mSme  les  deox  autres  axes  de  coordonn^es  sont  tangcnts  ä 
la  siir&ce  du  second  degr6  pour  C'^—A'D  =  0,  C'^—Ä'D  -=  0. 

Snpposons  que  la  surface  soit  k  la  fois  tangente  aux  trois  axes 
de  cooFdonn6es.  Multiplions  T^quation  (17)  de  la  surface  par  D-  et 
dans  le  r^sultat  remplagons  AD^  A'D^  Ä^D  respectivement  par  C^, 
C*,  C"*.    L'6quation  de  la  surface  sera 

+2CVx+2CfDy'\-2&'Dz+D^  =  0, 


DU 


(Cx+ay+C'z+D)^ 


0. 


Ainsi,  en  repr6sentant  par  — P,  — Q,  — R  les  coefficients  de 
yz,  zXf  xy^  OH  YOit  que 


(xn) 


{Cx'\-Cy'\'C"z'{'DY  ==  Pyz+Q»X'\-Rxy 


est  r6quation  generale  des  surfaces  du  second  degr6  qui 
touchent  ä  la  fois  les  trois  axes  de  coordonn^es. 
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Si  Tou  designe  par  a,  ft,  c  les  distances  ä  Torigme  des  trois 
fKiiüts  de  contact,  eette  eqnation  prend  la  forme 

oü  p-,  5^,  r-  sont  les  qnotients  de  P,  Q,  Ä  par  Z)*. 

15.  Le  Clae  elreonserit  H  lue  snrfaee  du  seeoad  degr^  (17). 
Soicnt  o:^,  y^,  %,  Mi  les  coordonn^  du  sommet  S  da  cöne,  et  x,  y, 
3,  tt  Celles  d^in  point  qnelconqae  M  d'une  generatrice  SG  du  cdne. 
L'eqoatioii  de  cette  g6n6ratrice  sera 

X—x^       Y—y^       Z—z^       ü—uj^ 


X  —  «1       y  —  yj        z  —  z^       u  —  t*^ 

Designons  par  x\  y\  z\  u'  les  coordonn^es  du  point  de  contact 
/  de  la  g^n^trice  (20)  avec  la  sorface  (17)-,  on  a  evidemmeDt 

Lo  point  /appartenant  ä  la  snrface  (17),  on  a  f{x\  y\  J^  u')  =  O, 
oa,  en  substitnant  les  valenrs  (23), 

/«+Afi      y+^i      g+^      «+^"i\ 

^\\+i  *    1+A  '    1+x'    1+x ; 

=  (Tfip/C'+^i^  y+^it  s+^,  tt+x«i)  =  o. 

Mais  la  formnle  (U)  nons  donne 

fQt+ia^,  y+^i,  s+K.  «+^«*i) 

Le  aecond  membre,  6ga]e  ä  z^ro,  fonmit  nne  ^nation,  dont  les 
radues  ne  seront  egales  qne  si 

(XR)  U/V+y/V.'+*/'-/+«*/'-.T~4/(x,  y,  2,  H)^*!, ,,,  «1,  «J-0. 

C<)tte  eqnaüon  est  donc  celle  du  o5ne  qni,  Sergeant  du  point 
(-^1-  bx-  ri>  »*i)  eaveloppe  la  sniface  dn  second  degr^  (17). 

16.    ÜHuatl^m  d«  c^me  q«l  t^ielie  la  sufkce  dm  sec^mi  iegr6 
vli)  sulvant  la  e«mr¥e  d^teraeetl^B  de  rette  smfMe  arec  le  plui 


menies  dun  mime  point  a  une  conique  ete. 
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En  op^rant,  comme  au  n^  10,  ou  trouve  quo  ce  cdnc  est  rcpre 
sent^  par  l'^quation 

(XV) 


/(«,y»  «?»«*) 


o  p  q       r  s 

p  A  B"    ß'  C 

q  Bf'  A'    B  a 

r  B'  B     Ä'  C" 

8  C  Cf    C"  D 


—  {px-\-qy-\-rz-\-8uy 


A    B"  B'  C 
Bf'A'  B   C 
B' B    A"  C 

C    O  CD 
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vm. 

Nouyelle  expression  de  la  snrface  da  triangle^ 

ayec  application  au 
calcul  en  d^terminaiit  de  cette  snrface  en  valenr 

des  trois  eöt^s  dn  triangle. 

Par 

Georges  Dostor, 


1.  Soient  a,  &,  c  les  trois  cötes  -BC,  CA,  AB  du  triangle  ABC, 
O  le  centre  et  R  le  rayou  du  cercle  circonscrit.  Tirons  les  rayons 
OA,  OB,  0C\  nous  decomposerous  le  triangle  donn6  ABC  dans  les 
trois  triangles  isoc^les  BCO,  CAO,  ABO,  dont  les  angles  au  sommet 
O  sont  les  doubles  des  angles  opposes  A,  B,  C  du  triangle. 

Or,  si  du  centre  O  nous  abaissons  sur  le  cöt6  BC  la  perpendi- 
culaire  OZ),  eile  passera  par  le  milieu  D  de  ce  cöt6  BC  et  divisera 
rangle  au  sommet  BOC  en  deux  parties  egales. 

La  surface  du  triangle  BCO  est  egale  ä  la  moiti6  du  produit 
BCXOD]  mais  le  triangle  rectangle  BDO  donne  OD^  OBco^BOD 
==  72 cos -4;  d'ailleurs  BC  ^=^  a\  par  suite  on  trouve  que  le  triangle 

^    ÄCO  =  iai2cos^; 
on  verrait  de  memo  que 

CAO  ==  JSÄcosÄ,    ABO  =  ici2cos(7. 
Nous  obtenons  ainsi,  pour  la  surface  /S  du  triangle, 
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iS  =»  JaÄcos^+iÄÄcosÄ+JcÄcosC, 
on 

(I)  iS  =  iÄ(aC08-4  +  ÄC08-B  +  CC086') 

Nous  Yoyons  ainsi  qne 

Tk6or^me  I.  L'aire  d'un  triangle  est  egale  au  domi- 
rayon  da  cercle  circonscrit,  multipli^  par  la  somme  des 
produits  qae  Ton  obtient  en  multipliant  chaque  cuti^ 
parle  cosinns  de  l'angle  oppos6. 

2.  Corollaire  I.  Les  droites  qui  joignent  les  pieds  des  hauteurs 
de  notre  triangle  sont  respectivement  Egales  h  acos^,  ^cos/^,  ccosC; 
on  peut  donc  dire  que 

L'aire  S  d'un  triangle  est  ^gale  au  demi-rayon  du 
cercle  circonscrit,  multipli^  par  le  p6rimötre  du  tri- 
angle qni  a  ses  sommets  aux  pieds  des  hauteurs  du  tri- 
angle donn^. 

3.  Corollaire  n.  La  surface  s  du  triangle  form6  par  les  pieds 
des  iiaatenrs  ätant  6gale  au  p^rim^tre  de  ce  triangle  multiplie  par 
le  demi-rayon  du  cercle  inscrit,  on  voit  que 

La  surface  iSd'un  triangleestä  la  surfacciSdu  triangle 
form6  par  les  pieds  des  hauteurs,  comme  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  premier  triangle  est  au  rayon  du 
cercle  inscrit  dans  le  second. 

4  Appelons  R'  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  qui  a 
ses  Bommets  aux  pieds  des  hauteurs  du  triangle  donne  ABC,  Nous 
avons 

(1)  4fi'«  »  acos^.dcosi?.ccosC«  a2>ccos^cosi?cosC 

Mais  les  angles  du  triangle  s  6tant  respectivement  n  —  2A,   n — 22^, 
7t — 2Ci  U  nous  vient 

«  =  j6cosJ5.ccos(7.sin2^  =  *  c  sin -4.  cos -4  cos /^  cos  6' 

QU  bien 

(I)  8  =  25.C0S-4C0S-ÖC0SC. 

Piiisant  (1)  par  (2)  nous  obtenons 


abc 


ou    JR*  «=  ^R,    Donc 


Dollar:  AnnUe  e 


i  dt  la  nrfart  da  iiiaii^,  • 


Tk^orime  II.      Le    ray on   da    cercte   qni   passe   par  les 


Bieds 
Tkfoa  do  cer 


irs  d'nn  triangle  est  la 
rit  an  triangle. 


6.    Corollalre.    Od  en  cooclat  de  eoite  qne 

Dang  nn  triangle,  le  rajon  dn  cercle  qni  passe  par  lea 
pointade  conconra  desbissectrices  des  anglesexterienrs, 
vst  Ic  donbte  da  rayon  dn  cercle  ci'rconscrit  an  triangle. 

6.  UaltiplioDS  l'^iuation  (Ij  par  l'^galit^  iRS  =  abe,  d'abord 
incmbrc  ii  membre,  poia  en  croix ;  nooa  obtenons  les  dem  eipi 


(Hl) 


S»=  Jaic{oC08J  +  6C08S4-CC0SC), 


iressÜn^^H 


2(acosA-\'bcoa  B  -j-ecosC) 

7.  L'^qnation  (II)  est  tres  importante;  eile  nona  pennet  de 
trouvcr  inunädiatemcnt  TexpreBBion  en  d^tenninant  de  la  surface  da 
triangle  en  vaJeur  des  trois  cötes. 

Kn  elfüt,  si  nons  considerons  cette  eqaation  comme  simnltanec 
aven  Ich  trois  eqaations  que  Von  obticnt,  en  projelant  sur  cliaqne 
uöt^  du  triangle  la  ligne  brisee  formee  par  les  denx  antres  cöfea, 
uuas  aureus  un  Systeme  de  quatre  ^qaationa 

8S* 


eiitro  les  trois  incominea  — A,  —B,  —C. 

L'äliminatioa  de  ces  inconnues  nons  donne  de  s 
85* 


-acosA- 

-ÄCOB-B 

-ccoaC  = 

=  0, 

O.COBA- 

-ecoaS- 

-icosC  = 

0, 

ccos^- 

-o.cobB- 

-aC08C  = 

0, 

iCOSjl- 

-aCOB-B— O.COSC  = 

0 

abc 


=  0, 
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Or  le  d^tenninant  du  premier  membre  est  6gal  ä  2abc\  nous  obto- 
nons  donc 


(IV) 


\^S^ 


o  a  b  c 

a  o  c  b 

b  c  o  a 

c  b  a  o 


par  le  carr^  de  la  quadruple  surface  du  triangle  dont  les  cot^s  sont 

a^  b^  Cm 

8.  Nous  pouYons  donner  une  autre  forme  au  d6tenninant  (TV): 
Ponr  cela  multiplions  les  trois  demi^res  colonnes  par  les  quantit^s 
respectiYes  bc,  ea  et  ab:  le  d^terminant  sera  multiplie  par  le  produit 
bc.ea.ixh  =  €?b^<^  et  il  nous  viendra 


VoaH^c^^^  — 


o  abc  abc  abc 
a  o  a<^  ab^ 
b    Äc*       o      bc? 

c    cb^     ca*       o 

djYiaons  actaellement  les  quatre  lignes  respectivement  par  abc,  a,  b 
et  c;  Je  d^rminant  sera  divis6  par  le  produit  abca.b.c  ^  a^b^c^ 
et  nous  obtiendrons  encore 

Olli 

1     o      c^    b^ 

1     c^    o      a^ 

1     b^    a^    0 


(V) 


16ä[2=  — 


pour  Fexpression  du  carr6  de  la  quadruple  surface  du  triangle. 

Kote.  Considerons,  ind^pendamment  de  ce  qui  prec^de,  un  tri- 
angle ABCj  dont  nous  designerons  les  trois  cöt^s  par  a,  b,  c  et  par 
A,  B,  C  les  angles  opposes.  Soient  a',  b\  c'  les  c6t6s  et  A\  B% 
C  les  angles  du  triangle  A!b*C^  form6  par  les  pieds  des  trois  hau- 
teurs}  et  repr^sentons  par  oj,  b^^  c^  les  cöt^s  et  par  A-^,  B-^^  C^  les 
angles  du  triangle  forme  par  les  centres  des  trois  cercles  ex-inscrits. 
II  sera  facile  de  voir  qu'on  a 


a'  =  acos^, 
Ä^  TT— 2-4, 


y  =  jcosjB, 

B'  =  n—2B, 


c*  =  ccosi^, 
C'  ==  TT  — 26'; 


pms 


a 


«1  = 


h- 


%in 


sin 


B 


Cl  = 


sm 


C' 
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Or  si  nous  dösignons  par  Ä,  iE',  Ä^  les  rayons  des  cercles  cir- 
conscrits  ä  ces  trois  triangles«  nous  aurons 


R  =      " 


R'  = 


2smA' 

a*            acos-4             acos^                a 

2  sin-ä'       2  siii2^       4  sin  -4  cos  ^       4  sin  -4 ' 

a,                a                 \                 "     V       ^ 

• 

2sin^i'~    .    ^^«.  ^+C       .    A^^       A~ 
sin  2     2sm     «          ^^  o        ^^^  2 

sin^ 

^i== 


donc  on  voit  de  suite  que 

i2j  =  2Ä  =  4ä'. 

Si  en  autre  iS,  iS',  /S,  expriment  les  surfaces  de  nos  trois  tri- 
angles  ABC^  A'  B*  C,  i4i,  B^^  Q  on  tronvera  ais^ment  que 

S'  =  2iScoSi4co82lco8  C, 
et 

2sin  ^sm-^sin-rt 


■tiüritet  PtMim. 


EiD  storeometrisches  Problem. 


Siegmund   Günther. 


J.  J.  Vor  Kurzem  wnnje  in  dieser  Zeitscirift  von  Bender') 
die  Aofga'be  behandelt,  die  grösste  Anzahl  congrnenter  Engeln  anzu- 
geben,  welche  sich  auf  ein  and  dieselbe  Enge!  vom  gleirhen  Radins 
auflegen  lassen.  Die  Aufgabe  ist  an  und  für  sich  Ton  geometrischem 
Interesse,  sie  hat  jedoch  auch  eine  molecnlarphysicaliscbe  Bedeutung, 
inaoferne  sie  die  Anzahl  derjenigen  Atome  normirt,  welche  mit  einem 
gegebenen  Atome  allerhüchstens  in  directen  Contact  zu  treten  ver- 
mögen. Anders  formulirt  können  wir  auch  sagen:  Man  ersieht  dar- 
aus, vfie  viele  Atome  sich  zu  gleicher  Zeit  in  der  Wirkungssphäre 
ein^  Atomes  von  doppeltem  Radius,  also  achtfachem  körperlichen 
Inhalte  befinden  können.  Hieb«  ist  illerdisgs  jedes  einzelne  Atom 
als  Itngelförmig  vorausgesetzt;  allein  wie  wenig  innere  GrOnde  diewr 
Hypothese  zur  Seite  stehen  mögen,  so  werden  wir  uns  derselben 
gleichwohl  *)  im  Interesse  der  Rechnung  wie  einer  übersichtlichen  Dar- 
stellung der  Erscheinungen  nicht  entschlagen  können. 

Die  Auflösung  von  Bender  war,  wie  in  einer  Notiz  3)  der  Re- 
daction  hervorgehob«i  wurde,  insofeme  keine  genOgende,  sds  säe  zwar 
nachwies,  dass  bei  einer  bestimmten  Anordnung,  für  12  Engeln  Platz 
vorbanden  sei,  es  aber  uneutschieden  lieas,  ob  nicht  durch  geeignete 
Verschiebung  dieser  Engeln  der  zum  Auflegen  einer  dreizehnten  Kugel 
erforderliche  Raum  hergestellt  werden  könnte.  Diesen  Kernpunkt  der 
Frage  hat  Hoppe  in  jener  Anmerkiing  erledigt  und  gezeigt,  dass  i^ 
in  der  Tat  die  Maximalzahl  sd.    Da  jedoch  zu  (Ueser  Feststellung 


2m 


n?s-  &^  Band. 


19.  Jakigang. 
«.  Phys. 


{.  2.    Denkea  wir  «h^  es  aoem  wtrtii^  sof  das  ^Kagd  vom  Ba- 
dns  R  IZfhr  fßeidie  Kb|^  av^s^egt,  «nd  l^en  wir  iia  jede  der- 
aeiben  aus  dem  Ifitt^vnkte  der  gegeben»  K«g^  (wir  wqüqa  die- 
sdbe  mit  I  bezeidmen)  esaat  Berübmiigiäegel;  alsdaim  ist  "^r'jH'^^, 
dass  kerne  zwei  dieser  Kegel  einander  schneiden  ddrfoi,  iadaa  sonst 
aneb  mit  den  tos  ibnen  nmbfUlten  Kngdn  das  Gleidie  der  FA  wIn. 
Jeder  solche  Berflhnmgi^egel  ist  eine  Botationsfläche  und  sckMUet 
deshalb  ans  der  coneentrisehen  Kng^  I  einen  kleinen  Kreis  TomBa- 
dins  Q  ans.    Der  obigen  Bedingung  können  wir  dann  mmdk  die  ssb- 
stitoiren,  dass  diese  Kngelkreise  sich  nicht  schneiden   dftrfien.    Im 
Ganzen  entstehen  nnsrer  Anriahme  gemäss  13  solche  Kresse,  deren 
Flächen  zusammengenommen  kleiner  sein  müssen  als  die  Oberfidie 
Ton  Engel  L    Dass  sich  diess  wirklich  so  yerhält,  kann  ohne  Sdiwie- 
rigkeit  nachgewiesen  werden. 

Bezeichnen  wir  die  Oeffiinng  jedes  einzelnen  Kegels  mit  o,  so  be- 
steht offenbar  die  Belation 

also 

c  =  600. 

Den  sphärischen  Badins  q  ergiebt  demzufolge  die  Proportion 

p:2r»  =  30:360, 
woraus 

rn 

folgt     Der  in  sphärischem  Masse  gemessene  Inhalt  eines   kleinen 
Kugelkreises  rem  Badius  q  bestimmt  sieh  gleich 


imelrücliu  JVoWtm. 


r».2ar(l— cosp). 
t  man  somit  der  Einbchheit  halber  r  ^  1,  BO  ist  der  In)ialt 


2:iU  — cos^j  =2«(1- 


cos30<»)  =  «(2— V3). 


ys  =  1,73205 
m,  so  erhält  man 

IdJ  =  13 .  3^416  .  (2  — 1,73)  =  10,9433. 
Hingegen  ist  6ie  Gesammtoberfläcbe  der  Eng^l  I  gleich 

4r»;i  =  4 .  3,1416  =  12,5664. 
Die  Differenz  hat  also  den  Wert 

12,5664—10,9433  =  1,623. 

Ea  fragt  sich  also  nunmelir,  ob  die  sonst  noch  in  Frage  kommenden 
OterflächenBtÜcke  nicbt  einen  grösaten  Hflcbeninhalt  liefern,  als  die 
^^^^eben  berechnet«  Zahl  ansdrllckt. 

^^^^K  3.  um  Merfibor  ins  Klare  m  kommen,  denken  wir  uns  die 
^^^fcigeln  in  eine  möglichst  nahe  Lage  gebracht.  Der  bessern  Ueber- 
sicht  halber  beginnen  wir  mit  4  Kugeln,  die  wir  so  anordnen,  dass 
(las  zwischen  den  vier  zugehörigen  Kreisen  mit  dem  Radius  ^  ein- 
geschlossne  Stück  der  Oberflfi«he  von  Knge!  I  ein  Kleinstes  wird. 
Damit  flberhanpt  diese  Figur  eine  geschlossne  sei,  müssen  die  4  Ku- 
geln 80  liegen,  dass  je  zwei  davon  eine  dritte  berühren.  Die  weitren 
Betrachtungen  können  wir  entschieden  auch  an  vier  in  Einer  Ebene 
befindlichen  Kreisen  vornehmen,  indem  die  uns  hier  interessirenden 
Verhältnisse  auf  der  Sphäre  die  nämlichen  sind. 

Es  seien  {Fig.  1)  die  4  gleichen  Kreise  um  A,  £,  C,  D  so  con- 
stroirt,  dass  bezüglich  in  den  vier  Punkten  E,  F,  O,  H  Berührung 
eintritt;  es  entsteht  dann  ein  Rhombus  ABCD  mit  der  Seite  er  und 
dem  spitzen  Winkel  ABC^=  tp.  Um  zu  ermitteln,  bei  welchem  Winkel 
tp  das  (in  der  Figur  schraffirte)  krummlinige  Viereck  EFGH  ein 
(natürlich  nur  relatives)  Kleinstes  wird,  sehen  wir  zunächst  zu,  unter 
welchen  Umständen  sie  ein  Grösstes  ist,  und  verschieben  hierauf  die 
Kreise  so  lange,  als  es  angeht,  die  so  erreichte  Schlussstellung  wird 
dann  das  gesuchte  Minimum  reprüsentiren. 


Inhalt  des  Rhombus  ist 

2r.2rsine<, 


J 
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Dii^  ?fer  Secton»  AEH,  BEF,  CTG^ 
KreiäalMlt 


M  daM  denmaeli  der  Inhalt  jener  Rgnr 

sdn  wird.    Der  Andnidc  eriiilt  seinen  grOnten  Wert  dam, 

sina  =«1^    a«  90* 
ist 

Wird  mmaidtar  daä  Qnadrat  bei  gkArhMeibcadBr  InilMnii^i 
scboben,  bis  eine  weitere  Yersdnebong  nicht  mdir  laa^i**  ial,  so 
gelangt  man  zn  einer  Anordnung  der  Kreise,  bei  wddier 
vortiin  getrennt  liegenden  einander  tangiren,  nnd  aas  der 
Figur  EFGH  sind  zwei  congmente  dreieckige  mit 
schafüicben  Eckpunkte  geworden.    Ftlr  den  Wink^  ^  iift  imm.  die 
Rdatioa  diese: 

9  —  60». 

Auf  die  Kttgelflache  flberttagen  lastet  dieses  Besultat  so: 

Vier  eine  gegebene  Kug^lflftehe  Ton  gleichem  Kadima 
berührende  Kugeln  nehmen  Ton  jener  dann  den  gerimg- 
sten  Oberflächenteil  in  Anspruch,  wenn  die  durch  die 
▼ier  Berflhrungspunkte  der  Ton  den  Tangentialkegelm 
aus  der  ersten  Kugel  ausgeschnittenen  Kreise  gebildete 
sphärische  Viereck  in  awei  congruente  Dreiecke  aerf&llL 

i.  4.  Die  nächste  Frage,  wdche  wir  uns  votl^ea  »ftssea,  ist 
die  nach  dem  Flächeninhi^t  dnes  sokhen  Dreieckes.  A^B,C  (Flg.  2) 
m^gen  die  sphärischen  Centra  dreier  solcher  Kreise  sein,  so  dass 

AD  ^  AB^  BD  =«  BF=  CB  ^  CF--^  p 

ist    Wir  suchen  den  FUchraunhalt  l  des  (schraffirten)  ^{diärischen 
Dreieckes  DBF  su  bestimmen. 

Versteht  man  unter  V  den  Flächeninhalt  eines  der  drei  Sectoren 

ADE,  BFD,  CEF, 

unter  t*  hlngogon  den  Flächeninhalt  des  gesammten  Dreieckes  ABC, 
la  ist  oUßvim 


ala  aach  für  2",  ist  die  Kenntniss  des  Wiukds 
BAC=  ACB  =  CBA  —  i(/ 
erforderlich.    Eine  bekannto  Formel  liefert 

cob2(  =  608^2  (-{~  Bin' 3  p  cos  iJ'. 
_  cos 2e(l— cob2£)  coa2g 


1  —  cos'S 


ergiebt.    Betet  man  für  q  den  froher  gefundenen  Wert  e 
Sfeast  hieraus  weiter 

coa-g 

^  =  arccoa =  arccoBi. 

1+cos^ 

1  gilt  die  Proportion 

arccos^;2)t  =  l':J, 
\  mit  &idititutiou  des  bekannten  Wertes  von  J  aus  S-  ^, 

2— ys 


v  -. 


-arccosj. 


oSA  a,  ß,  y  die  drei  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks,  so  ist  des 
Flichemuhalt  durch  den  Ausdruck 

gegeben-,  in  unsrem  Falle  sind  diese  drei  Winkel  unter  eich  gleich, 
and  man  bat 

»r  =  Sarccos^-'n. 
i*  und  I"  jetzt  gefunden  sind,  bo  bekommt  man  znni  Schlüsse 
l  ■=  lySarccoB^ — n. 

Wie  oft  dürfen  wir  diese  Grösse  l  zu  sieh  selbst  addirsu,  um  die 
«ben  erhaltene  Zahl 


ichen,  rcsp.  zu  flbers  ch  reiten  ? 


g.  5.    Die  ganze  Rechnung  soll,    da  sie  "nicht  zur  Feststellufie; 
von  Gröasenbeziehungen,  sondern  nur  zur  Erkenntniss  gewisser  Grenz- 
bedingungen dienen  soll,  unter  Annahme  der  günatigston  Umstände 
werden.    Zur  Berechnung  des  obigen  Ausdrucks  bat  man, 


t 

Le 

1 


^^^B&tiut  werdi 

L 


arccosi  =  0,39183.5 


IV3  = 


man:     ^^_ 


2U 


GUllher:    Ein 


rsomelrisdifs  Prohtem 


Das  Produot  ist  nicht  ganz  1,018.«,  also 

I  =  0,018ic=  0,05655. 
Diese  Zahl  ist  iii  1,633  etwas  mehr  als  2S  mal  enthalttu.  Nun  kai 
jede  aufgelegte  Kugel  nie  mit  6  andern  in  Berührung  kommen,  also 
nie  6  Bogendreiecke  wie  DEF  begrenzen.  Lassen  wir  aber  auch 
diese  -tu  houh  gegrifTcno  Zahl  gDltßn,  so  werden  zwischen  den  auf- 
gelegten Kugeln  immer  erst  S  lä  =  2G  solclie  Zwisclienräume  ent- 
stelieu,  also,  da  noch  28  Platz  haben,  die  Unmöglichkeit  der  Be- 
rührung von  13  Kugeln  nicht  dargetan  sein.  Zum  Beweise  ist  es 
demnach  erforderlich  den  durch  die  Anordnung  notwendigen  Ueber- 
scbuRB  der  Zwischenräume  über  ihr  Minimum  in  Eechnung  zu  ziehen, 
ein  Standpunkt,  von  dem  jeder  neue  Versuch  einer  Vereinfachung  des 
citirten  Beweises  auszugehen  hat.    Es  hat  sich  ergeben: 

Selbst  trotz  des  absichtlich  zu  hoch  angenommenen 
Wertes  einer  gewissen  Zahl,  nebmenjeSvonlS  gletcben 
eine  Kugel  des  nämlichen  Badius  bcrühreudes  Kugelu 
keinen  so  grossen  Teil  jener  Kugel  für  sich  in  Anspruch 
dass  sich  die  Unmöglichkeit  ergäbe,  13  Kugeln  in  der 
verlangten  Weise  anzuordnen. 


§.  6.  Die  bisher  angestellten  Betrachtungen  hatten  nur  den  Zweck, 
die  Unmöglichkeit  von  13  eongruenten  Berührnngskugeln  ein  und  der- 
selben Kugel  darzntun.  Es  könnte  jedoch  möglich  sein,  a  priori  die 
grösste  Anzahl  solcher  BerUbrnngskugeln  zu  bestimmen.  Die  Angabe 
einer  solchea  Methode  ist  der  Zweck  der  nächsten  Zeilen,  es  yerhilft 
uns  dazu  folgende  Ueberlegung. 

Wir  nehmen  an,  es  gäbe  n  solcher  Kugeln;  n  ist  natürlich  eine 
ganze  positive  Zahl.  Wk  uehm  es  es  als  möglich  an,  diese  n  Kugeln 
in  eine  solche  gegenseitige  Lage  zu  bringen,  dass  die  ihre  Ccntra  mit 
dem  Mittelpunkte  von  Eugcl  I  verbindenden  Badien  sämmtUch  gleiche 
Winkel  mit  einander  einsehl Jessen.  Irgend  drei  der  Berührungspunkt© 
werden  dann  ein  sphärisch  gleichseitiges  Dreieck  bilden,  und  es  er- 
hebt sich  die  Aufgabe,  die  Kngelfläcbe  in  n  solche  Dreiecke  einzu- 
teilen —  eine  Aufgabe,  wie  solche  bereits  den  arabischen  Mathe- 
matikern  bis  zu  einem  gewissen  Grade  sehr  geläufig  gewesen  zu  sein 
scheinen.  Jene  Aufgabe  liefert  uns  in  ihrer  Lösung  die  Seitenlänge 
jenes  Dreiecks,  und  es  bleibt  uns  dann  nur  noch  zu  untersuchen,  für 
welches  n  diese  Länge  noch  statthaft  ist.  Für  alle  ganzzahligen 
positiven  Werte  n  ist  alsdann  die  bewusste  Anordnung  nicht  mehr 
möglich.  Den  uns  unbekannten  Winkel  des  Dreiecks  setzen  wir  gleich 
r.  Dann  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks,  den  Radius  zur  Einheit  ■^ 
genommen. 
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^  «od  zur  Bestimmang  von  x  besteht  die  Gleichung 

^  h(ßx — 7c)  =  4«, 

w  lorftOfl  der  Wert 

t  n+4 

1  Mi  hetleitet 

cL        Die  Seite  y  berechnet  sich  ans  der  bereits  bentttzten  Gleichung 

jr  cosy  =  co8*y+8in^cos«. 

ms^  mm  Gldchung  giebt,  wie  oben,  zunächst 

cos^ 

1  +  cosy 
alw 

COSJB 

cosy  =  q — irr"» 
^       1  —  cosa5 

md,  ndt  Einsetzung  der  gefundenen  Werte, 

n+4 

iodererseits  ist  jedoch  y  insoweit  bestimmt,  als  es  eine  Grenze 
ff^  wdehe  diese  Grösse  nicht  überschreiten  darf,  ohne  die  Aufgabe 
ülosongch  zu  machen;  es  darf  nämlich  y  nicht  kleiner  sein,  als  die 
D^>teK  zweier  Berührungspunkte  der  Eugehi.  Diese  ist  60^,  und 
wir  Ilaben  demgemäss  die  Gleichung 

«+4 
cos»  —K-- 

cos60«-«i  = 


n+4 
cossr 


3n 
lifialösen.    Diess  giebt 

3cos«-^    =1, 

^  71+4  , 

7t  -^ —    =»  arccosi- 

Nun  ist 

22+4       13»  ^ 

^•3:22  "=^13"  >*^^^'*' 

23+4        9n  ^ 
» •  3723  ""   23"  ^  arccosi. 

4  h.  bdl  22  Dreiecken  giebt  es  noch  eine  Lösung,  bei  23  hingegen 
i&cht  mehr.  Erstere  Zahl  widerspricht  nicht  dem  Falle  von  13  Ku- 
geln. Das  hier  angewandte  Verfahren  kann  also  nicht  a  priori  ent- 
scheiden. 


Hlscelleu. 


Kurze  Notiz  zu  dem  Anfsatie  des  Herrn  H.  Bath  ,,Dle  r&tloiudn 
Dreiecke"  (Archiv  T.  LVI.  S.  188  ff.). 

lu  dor  eben  citierten  inteteSBaUten  Abhandlung  bat  Herr  Rath 
übersehen,  dasa  eine  grosse  Zahl  seiner  Sätze,  aueh  derjenigen,  welche 
er  far  neu  hält,  schon  in  der  Mitte  dos  X.  Jahrhunderta  onsrer 
Zeitrechnung  von  den  Arabern  anageäprochen  und  bewiesea  Sind. 
P.  Woepcke  hat  I861  eine  Uebersetzung  eines  anonymen  Ttag- 
mentes  herauagegelien  ^),  das  aicli  mit  der  Bildung  der  rechtwinkligen 
Dreiecke  in  ganzen  Zahlen  beschäftigt.  Aus  diesem  fast  voUständigen 
Fragmente  —  ea  fehlen  nur  einige  Anfangszeilen,  nnil  deshalb  auch 
der  Name  des  Verfassers  —  entnehme  ich  unter  andern  folgende 
Sät^e,  welche  sich  sämmüidi  auf  Primdreiecke  bezichen,  denn  nur 
'  solche  (triangles  souehes)  betrachtet  der  Verfasser. 


Kein  pythagoreisches  Dreieck  ist  gleichschenklig. 

Jede  Hypotenusenzahl  ist  ungerade;  sie  läast  sich  in  die  Si 
Sreier  Quadrate  zerlegen. 


lomiii^^ 


I   de  L.«onarii   de  Pig 


inädilB.  lÖ.    Tr 


iducHon  d'an  fVag-mol 


t-  Abuil  DjB'far  Vt^M 


For-  ^^ 

J 

ie 

4 
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Jede  Hypotenüsenzahl  hat  dio  Form  12m+l  oder  12m+5. ') 

Diese  letzte  Eigenscbaft  gilt  nicht  umgekehrt,  es  ist  also  aicht 
Zahl  von  der  Form  12ni-|-l  oder  12ni+5  eine  Hypotenusen- 
siUil,  sondern  nur  diejcuigeu,  welclie  sich  in  die  Summe  zweier  Quad- 
rate zerlegen  laasen. 

Ifll  die  Zerlegung  der  Hypotenusonzahl  m*-(->i*,  so  ist  die  For- 
mel für  die  drei  Seiten  des  betreffenden  Dreiecks 

„  =  ^.-„s^     6^  2m«,     c  =  ,n*^n^ 
Das  sind  die  vou  Herrn  Rath  sogenannten  indischen  Formeln,  i 
aber  suhou  Diophant  iu  seinem  VI.  Buche  constant  benutet. 

Uan  bat  stete  m^-n  =  2p-f-  ^i  i^s»  ist  dies  immer  eine  ung**'9 
rade  Zahl,  m  und  n  sind  relativ  prim. 

Eine  Kathete  ist  stets  eine  gerade  Zahl,  die  HTpotennsa  und  die 
andere  Kathete  beide  ungerade. 

Der  anonyme  Autor  benutzt  dann  seine  Resultate  zur  Lösung  , 
der  gleichzeitigen  Gleichungen 

.3  +  u.  =  * 

das  heisst  er  versucht  die  Lösung  der  Aufgabe  von  den  cougmenten 
Zaidea,  w  ist  dabei  eine  gegebene  Zahl.  In  einer  am  Ende  ange- 
hängten Zusammeustellung  der  Resultate  geordnet  nach  don  Hypo- 
tenusenzahlen finden  sich  sämmtliche  Resultate  des  Herrn  Rath  bis 
zur  Hypotenuse  205  eingeschlossen,  und  ausserdem  noch  die  LOsung, 
>¥elehe   fUr  d  =  13,   n  =  l   in  der  Rath'schen  Tabdle   auftreten 

(le,  niünlich 
30      190      390      1995      10374 
Dfts  Finden  der  cougnienten  Zahlen  ist  nach  dem  zweiten  TratUtt 
um  Alho^aün  der  eigentliche  Zireok  dw  Theorie  der  Fytluigoa'uiBcben 
Dreiecke. 
^^^   .Thorn,  Juli  1874.  M.  Curtze. 


Ton  den  congmenten  Zahlen  }iat  der  Anonymus  die  30  folgenden 


429 

2730 

546 

3570 

1155 

4290 

12&4 

6610 

1785 

7954 

1 


■  I)  Herr  Ral 


1    Form    lSm  +  9, 
genaaer  nh  Herr  I 


huC  die  l'uriD  An-f-l  aiigegebm, 
I  sich  loichl  überzeugt,  durch  3  tc 
welche   in   4ii-l-l   Bleckt, 


Da  aber  keiDe  Hjpo-  -' 
ch  3  teilbar  sein  kann,  bo  fllllt 
weg;   hier   ist  aUo  dei  Araber 


A 


Ueber  das  DlairouBlenfQnfeck  eluea  KrebrHnfeckes. 

A^AiA3A^A^  in  Fig.  1.  seien  5  aufeinanderfolgende  Punkte  einer 
Kreisperipherie.  Es  bezeichne  dann  a<  die  Seite  Ai+sAi+a,  wo  der 
Index  k-\-  5  mit  dem  Index  h  zusammeni^llt  Die  5  Diagonalen 
dieses  Kreis fflnfeckes  bilden  selbst  wieder  ein  Fünfeck  B-^B^B^B^Bf„ 
wo  Bi  der  Schnittpunkt  zweier  Diagonalen  ist,  die  von  den  End- 
punkten der  Seite  o,  gezogen  werden  können. 

Es  besteht  nun  eine  Relation  zwischen  den  Winkeln  dieser  bei- 
den Fünfecke,  welche  auf  folgende  Weise  gefunden  werden  kann. 

Jeder  Winkel  Ai  dos  Kreisfünfeckos  wird  durch  zwei  Diagonalen 
in  drei  Winkel  geteilt;  wird  der  mittlere  derselben  mit  m  bezeichnet, 
so  erhält  man: 

Ai  "  «f+K,+l+K,+4 

Bi  =  2B — o,+i — «(+*  =  i>i-|-o,-+2-f-n(+s 
Ai  +  B,  =  2ä-|-i(.  =  ^f+i+^(+4 
10  mit 

Bi  =  ^,+i+A+i— A 

welche  5  Gleichungen  die  gesuchte  Beziehung  darstellen. 

Wien,  den  13.  Jan,  1874.  Emil  Haii 


Ueher  Kreise  im  Dreieck. 


Werden  in  einem  Dreieck  ABC  von  den  Ecken  durch  einen 
merkwürdigen  Punkt  O  gerade  Linien  gezogen,  welche  die  Seiten  in 
A^ByCi  treffen,  so  entstehen  drei  Paare  von  Dreiecken,  deren  In- 
ond  Umkreisradien  in  gegenseitigen  Beziehungen  stehen.  Bezeichnen 
wir  die  Umkreisradien  der  Dreiecke  ABA^,  ACA^  mit  rat-,  ras  und 
die  Inkreisradien  mit  Qat,  Sac;  so  haben  wir  zunächst  für  O  als  den 
Schwerpunkt : 


1 


1 


Qab         Qac 


-p+2e 
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WO  abcrgF  Seiten,  Um-  und  Inkreisradius  und  Flächeninhalt  des 
Urdreieckes,  g'  der  Inkreisradins  des  von  den  Schwerpnnkttransver- 
salen  als  Seiten  gebildeten  Dreieckes  sind. 

FOr  den  Höhenponkt  erhält  man: 

Qta £ 

Qeb       a 

Ilgab  =  Ilgba 

Qab(Q']s — Ä)+pac(p  +  »  —  c)  =-  op 

^(9ab+geb)(g  +  8  —  b)  =-  2F 

c 

Für  das  Umkreiscentnim: 

1  1         a^b   1 

gab        gta  c         Q 

2^  =  2^ 

gab  gba 

gab  gba 


arba       r*  brab       2r      AA^ 

£ndlich  gelten  fOr  das  Inkreiscentram  folgende  Relationen: 


.    \gab      g/         \gac      g) 


2^  =  Z^ 

gab  gba  ^ 

\gab      g)  \gba      g)      16r»« 

Ausser  diesen  einfacheren  Formeln  fdr  die  vier  wichtigsten  merk- 
würdigen Punkte  können  auch  allgemeine  Beziehungen  aufgestellt 
werden  wie  z.  6. 

BA^ 

•"^  ""  2sinBA4i 

Ilrab  =  Ilrha 

Wien,  Ende  Februar  1874.  Emil  Hain. 
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4. 
Grenzen  für  die  Basis  der  natttrlichen  Logarithmen. 

1.  Aas  der  bekannten  Formel: 

ergiebt  sich,  wenn  o  >  *,  die  Ungleichung: 

Hieraus  findet  Schlömilch  in  seinem  Compendiom  der  Mathematik 
für  a=  1  +  -  und  J  =  1H rr  • 

nnd  somit: 

(!+}?<  (l+J)*<(l4-i)»<(l+t)*    etc. 

2.  Es  ist: 

V"^^^^)    _  (    n»    \«      / 1_\- 

Nun  ist  für  »  >  0-,  (l+a)»  >  1-\-m)  nätbin  auch 


• 

>!+;+- 

n 

1 

n 

mehr 

>i+^+ 

1 

aiteo  am  so 

n{n»- 

1)' 

'>^+^ 

und  somit 

{.^. 

1  V 

'^^u.i^ 

1 

and  auch 


MUeeUen.  221 

3.    Für  die  vorstehende  Ungleichnng  kann  man  auch  schreiben: 

-(«fi) 


m'>  {M' 


oder 


(.-r>(-.-Tir"- 

also  ist: 

(1  -  \y^  >(1  -  i)-2  >(i  -  j)-8  >(i  _  j)-4    etc. 

4.    Da  nun  c  =  lim(l  +  -l  =lim(l j      für   «  «=  x,    so 

ergiebt  sich  ans  Nr.  1.  und  Nr.  3. 

oder  anch 

(;^)">.>(=±-T. 

wodurch  e  so  genan  berechnet  werden  kann  als  man  nur  will. 
Ö.    Ans  4.  folgt  noch,  wenn  x  und  ^  ^  0, 

Hieraus  durch  Mnltiplication: 

und  wenn  man  2n  statt  n  setzt: 

Für  n  a=  00  werden  x  und  y  gleich  Null,  also: 

Für  n  «  1000  giebt  diese  Formel  e  auf  sieben  Stellen  richtig,  während 
ll+-j   eine  solche  Genauigkeit  erst  bei  n  ==  10®  giebt. 

Kiel,  dai  18.  Oktober  1874.  Ligowski. 
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Sommatlon  dlreete  et  ^l^mentaire  des  earr^s,  des  eabes  et  des 
quatridmes  puissances  des  n  premiers  nombres  entiers« 

1.    Somme  des  earr^s.    Nons  avons 

(n+l)(2n  +  l)  ='2n«+3n+l,  ' 
(n— l)(2n— 1)  =  2n«— 3n+l; 

d^oü  nons  tirons,  en  retranchant  membre  k  membre, 

(n-f  l)(2n-f  1)  — (n  — l)(2n— 1)  =  6n. 

Hultipliant  par  g>  nons  obtenons  Tidentitd 

n(n  +  l)(2n+l)        («-l)n(2n-l)  . 

(I)  g g =  «». 

t 

Dans  cetto  formnle,  remplagons  n  successivement  par  toos  les 
nombres  entiers,  depois  1  jnsqu'ä  n,  nons  troavons  la  suite  des  ^galit^ 

^  6     ' 

2.3.5       1.2.3 
^  =      6     ■"      6     ' 

__  3.4.7       2.3.5 
^  ^      6     "^      6     ' 

,,       4.5.9*      3.4.7 
4^=-g -g-. 


/         iN2        (n  — l)n(2n— 1)       (2n~  2)(n-l)(2n— 3) 

,        w  (n  + 1)  (2n+ 1)       (n  —  l)n(2n— 1) 
**  6  6 

Si  nons  ajoutons  membre  k  membre  et  qne,  dans  le  second 
membre  de  T^galit^  r^sultante,  nons  supprimons  les  termes  ^gaox  et 
de  signes  contraires  qui  sont  en  ^vidence  et  qui  s'entred^tmisent, 
nous  aorons  la  sonmie  des  carr^  des  n  premiers  nombres  entiers 

(II)     l»+2«+3»+4«-t-...  +  («-l)'+»*  -  "(»+1K2»+1). 
2.    Corollaire.    Puisque 

1  +  2  +  3+4+... +(«-!)+»  =  ^^^^X^' 
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nons  obtenons,  en  divisant  membre  ä  membre, 

^^)  1+2+3+.. .+n     ""  3  ' 

c*est-ä-clire  que 

La  somme  des  oarr^s  des  n  premiersnombres  entiers, 
diyis^e  par  la  somme  de  ces  mSmes  nombres,  est  4gale 
au  tiers  de  la  somme  du  dernier  nombre  n  et  du  nombre 
suivant  »+1. 

3.    Somme  des  eubes.    H  est  facile  de  voir  quo 

(n+1)«— (n  — l)2  =  4n; 

mnltipliant  par  -r-*  bn  obtient  l'identit^ 


n2(n+l)«       (n— l)«n« 

— —  «3 


(IV)  -^ j^-  =  «». 

Si  nous  remplagons,  dans  cette  formale,  n  snccessivement  par  tons 
les  nombres  entiers  depois  1  jnsqu'ä  n,  nons  anrons  la  suite  des 
^nations 

1«  2« 


23-= 


3» 


4     • 
22.3«      1».2« 

32  42      2«. 32 
,,       42.5«      3«.  4« 

4»  =--4 r-* 


(„_1)3  =.  _ j 


«8 


n2(n+l)«        (n-1)««» 


qu'il  nons  snffira  d'ajouter  membre  ä  membre,  pour  trouver  de  suite, 
apr^  suppression  des  parties  commuues, 


(V)      ^^^^^^±^-l»  +  23+33+...  +  (n-l)»+n»  = 


Vi(n+1)" 


Ainsi  la  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres 
entiers  est  6gale  au  carr6  de  la  somme  de  ces  »  premiers 
nombres. 
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4.  Corollaire.  Elevons  au  carr6  les  deux  membres  de  l'^galit^ 
(II),  et  divisons  T^galit^  rtsultante  membre  k  membre  par  (V),  nous 
obtenons 

(l«+2«+3«+-»»-t-n«)^       rn+(n+l)? 
VVi;  18^28+33+. ..+n3    ^  [         3         J  ' 

ou,  en  langage  ordinaire; 

Le  carre  de  la  somme  des  carrös  des  n  Premiers 
nombres  entiers,  divis^  par  la  somme  des  cabes  de  ces 
memes  nombres,  est  ^gal  an  carr^  du  tiers  de  la  somme 
du  dernier  nombre  n  et  du  nombre  suivant  n-|-l. 

Georges  Dostor. 
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XI. 
Sistimees  du  point  h  la  droite  et  da  point  an  plan. 

Par 

Georges  Dosior. 


1.    IMsttBee  d^un  point  ä  une  droite.    Soient 

1  ^qtustion  de  la  droite  et  «',  y'  les  coordonn^es  du  point  donn6  P. 
I^©  o«  point  abaissons  sur  la  droite  la  perpendicolaire  PQ  =  p  et 
d^sigiions  par  a,  ß  les  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes  de  xmrdon- 
n^es    et  par  B  l'angle  de  ces  axes. 

jPar  le  point  JP  menons  h,  la  droite  (1)  la  parallele 

HiBB  denx  lignes  (1)  et  (2)  conpent  Taxe  des  x  ä  des  distances 
^ö  Porigine  qni  sont  respectivement 

C  ,        Ax'  +  By' 

et  l*axe  des  y  aux  distances 

l ~,        h ^— . 

D'apr^s  cela,  il  est  Evident  qu'on  a 

Asß^ + By*  A- C 
p  =  (o' — o)cosa  = —z COB«, 


•«^•u 


p  ^  (h^^b)COBß  ^  ^^^±f^±^C0Sß, 
LTD.  \^ 
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d'oü  nouB  tirons 
cos 


«  «  Ax^+Bp'+C'       ^'^  "  Äx'+By'+C' 


Sabstitnons  ces  yalenrs  dans  la  relation  *) 

1   coso  cos/3 


(3) 


cosa   1  cos  6 
C08/3  cos  6      1 


=  0; 


celle-ci  devient 

1 
Ap 


Ap  Bp 

Ax'-^-By^+C    Ax'+By'-^C 


Bp 

Ax'+By'+C 


COS  6 


cosd 


0. 


*)  L'^quation  (3)  exprime  la  relation  qui  existe  entre  les  incii- 
naisons  mutuelles  de  trois  droites  issnes  d'un  m6ae  point  On 
peut  la  d^duire  de  celle  qni  donne  T angle  de  denx  droites  en  vale«r 
des  inclinaisons  de  ces  den^  droites  sur  les  ax^s  de  coor- 
donndes. 

Soient  OD,  OD'  les  denx  droites,  V  lenr  angle;  «  et  /?,  «'  el  /?'  les 
angles  qu'elles  fönt  ayec  les  denx  axes  de  coordonndes  OX,  OY,  Ponr  diter- 
miner  F,  sur  la  premi^re  droite  OD  prenons  nne  longaeur  OM'ss^  1  et  d€- 
signons  par  Xy  y  les  coordoxm^es  MP<,  OP  da  point  Jtf.  Projetons  la  longnenr 
OM  et  la  ligne  bris^  OPM  snccessivement  snr  la  seconde  droite  OD'  et  snr 
les  denx  axes  OX^  OY'i  wxw  ^btonoos  lei  €g«lit^ 


cos  F —  X  cos  a ' — y  cos  /f ' : 
cosn— '«r  — ycosö 

cos/?  —  XQOsß  — y 

entre  les  quelles  il  snffit  d'€liminer  les  variables 
relation  demand^e.    Celle-d  est  ainsi 


0, 
0, 
0, 

•X  et  — y  pour  trouver  la 


(♦) 


COSF      cos«'      C08/9' 

cosa         1        cos^ 

cos/?       OQS^  1 


=5  0 


Si  la  seconde  droite  OD'  se  confond  arec  la  premi^re,  on  aura 
cosF  =  cos0=l,  oo6a':scosa,  cos/?' ==  cos/?,  ce  qni  foumit  la  rela- 
tion (3)^ 


Hnltiplioiis    la    premi^re    ligne    et   la    premi^re    colonne    par 
*  nooB  obteaons  reqoation 


1      cob6 
«ose      1      [ 


(■At'+fly'  +  O'sin'fl 


cos  8 


-=^»4-s*— a^Bcosö. 


(11) 


\  B      COBd 

Nous  en  tirons 

^  ~  ±iÄ*-\-B'—2ABcme 
pour  U  distance  demandSe. 

La  diitosce  de  rorigine  O  &  la  droite  (1)  s'obtiendra  en  podant 
a;'  =  y'  =  0  tlans  (Ü)  et  Bera 

^^^  iy-l^+ß»— 2Aßcosfl 

^^^^B.     Ang'le  de  deax  droltes  donnfes  par  lenrs  (qnatlong 
^^H  Ae-\-By-\-C^(i,       A'ir:-\- B'y-\-C'  =0. 

Soient  p  et  p'  les   perpendicnlairea   abaiBsfies  de  rorigine  sar  c«8 
droites;  noaa  avons  d'abord,  en  cocEervant  les  notationB  de  la  note 


-—BE^C&lei 

w 


--J-.'         cosp 


COBO-^ -pi-.        COBp-  =  --^. 

Si  nouB  mettons  ces  valenTs  dans  la  relatioa  (4)  de  la  note,  apr^t 
avoir  moltipli^  la  premi^re  colonne  par et  U  premi^re  ligne 


par  - 


-»  eile  deviendra 


^V^^ 
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et  donnera 
CC^8in«6co8r_ 

Nous  en  tirons 
cos  7 


0     Ä*      ß* 
A     1     cos  ö 
B  cosö     1 


{AA'-{-BB*)'-{AB'^BA')  COSÖ. 


\AA'+BB''-  UB'+BA*)(^os  e'\pp* . 

CCsin^Ö 


mais,  en  vertu  de  la  formule  (ÜI),  nous  avons 

^ CC^sin^^  . 

^^  ""VM^^B«— 2-4ÄcösÖ)(-4'2+ir'2— 2-4'ir'oo8e)' 

par  suite  nous  obtenons,  en  substituant  dans  (lY), 

AA'+Bß'—{AB'-\-BA*)i^o%e 


(V)    cos  V 


V(^2 + Ä«  r-  2^/^oos  6)  (A'^+B'^  -  ^^'Ä'  cos  Ö) ' 


3.  Condition  de  perpendicularit^  de  deux  droltes  (5).  Elle 
s'obtient  en  posant  cosF  dans  l'une  ou  l'autre  des  ^galit^s  (4),  (IT} 
et  (V)  et  sera  exprim^e  par  Fune  quelconque^des  relations 

0       cosa'    cosjS' 
cos  a       1      cos  6 
cosjS    cosö        1 

« 

«  0  ==  (cosacosa'+cos/ScosjS')  —  (cosacos|ä'+co8/5co8a')cosö, 

0        A*        B*  »      - 

A        1       cosö   =0=ri4^'+ÄJB'— (^JB'-l-Äi^Ocosa 
B    cosö       1 

4.  Distance  d'un  point  ä  an  plan.    Soient 

(5)  ^a;+Äy+C8+Z>  =  0 

r^quation  du  plan;  «',  2^',  ä'  les  coordönn^es  du  point  donn^  P;  p  la 
perpendiculaire  abaiss^e  de  ce  point  sur  le  plan  (§);  et  a,  jS,  y  les 
inclinaisons  de  cette  perpendiculaire  sur  les  trois  axes  de  coordonnes. 

Par  le  point  P  menons  le  plan  parallMe  a^  plan  (5);.  son  equa- 
tion  sera 

(6)  Ax'\'  By+  Cz  =  Ax'+  By*+  Cz\ 

Les  deux  plans  (5)  et  (6)  coupent  les  axes  de  coordonn^es  aux 
distances  de  l'origine  respectivement  egales  ä 

D         ^  D  D 


Ax'+B,'+a' 


A,'+Bs'+a>:\ 


D'apräs  cela,  il  est  evident  qn'oD  a 


p  =-  (6'  —  i)cos/3  = 


Ax'+B,'+Cz'+D 

X " 

Ax'+ai'+c.'+o 


d'oü  I 


i  tirone 


c)a 


M'+Ba'+C+D 


^^H    Subatittii 

^^^|r  ')  I-'äqnaC!on  (T)  cxprimc  la  reli 
On  pcat  la  d^daire  de  teile  qai  donne 


Ji'+ßj'+G'+O' 
• Bp 

Cp 

1     .^«'+ß,'+c.'+ö■ 

Subatitnom  cea  valcnrs  dans  la  relation*) 


le 


clii 


Soient  OD,  OD'  les  clenx  droiteet  V  lenr  anglo;  a,  (*,  j-  et  a',  ß',  j' 
les  HUgles  qa'cUee  fönt  ar^e  les  troiE  asea  de  coordonn^cs  OA*,  Oy,  OZ; 
X,  /i.  r  les  inclinnisona  moluelleä  YOZ,  ZOX,  XOY  de  ces  axee.  Sur  In 
premifere  droit«  OD  preiiona  une  longnenr  OJ/^  1  tt  d^sigrons  par  x,  y,  z 
les  Mtordonnees  MF,  PQ,  QO  du  paint  AI.  Projetüna  la  longuear  OM  et  la 
ligne  brisee  OQPM  Buecessirement  sur  la  socindc  droito  OD'  oi  snr  les  trois 
OX,  0¥,  OZ;  none  obtenoD«  les  ^galiles 


—y 


—  zcOiX    : 


Ifli  - 

entre  Isi  qnelleG  il  anfflt  d'e limine r  les  quantil 
relatioD  dcnsndie.     Celle-ei  est  donc 

,  .... 

1  Si    Is.   eecDiide   dro 

[  MbF=CO>0=    I,    ROB, 

1a  relation  (7). 


/l'  =  co,fl.  . 


4 
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(7) 


1  cot«  eoBß  cosf 

cos«  1  eM¥  cosf» 

eosß  coBP  1  eosl 

COBf  GOBfl  OOBI          1 


eelle-ci  devient 


0; 


H 


+•?$*?: 


-f 


+ 


S» 


+ 


8 
5^ 


5 

+ 


1^ 


8 

OB 


+ 
4- 

t 


* 


h>A  m 

« 


I 

I 


Co 


S 

IB 

TS 


+ 


I 


}t7l 


Unltiplions   la  premidre    ligne   et  1&  premidre    colonne    par  I 
M  +  Bn'  +  C+D  ,  „^       . 
1  nous  obtenona  leqnatioti 


(Jx'+Bf'+C^+D)' 


I,A^+By'+  G'+g)M' 


ABZ 

C 

1      COSV 

C0Bf4 

COBV       1 

C08l 

COBfl     COSl 

1 

ob  nous  avona  pos^ 

\      1         COSV     COSfl 
COSV  1        COBi 


Q      A      ß      C 

A         1      COSV    COBfl 

B  COSV     1     cosl 
C  coBft  cosl     1 


=  1 — COS*A — COsV— C08*»'-|-2cO8iC08(ICOBl' 


I  cosfi    cosl      1 

tögalit^  (9)  nous  tirons 


tl/+B»smV 
'      +C*sm=v 


U4-2  ßC(co8  fi  cos  V  -  cos  l) 

'H+2C^(C03VC03l  —  C08(l) 

-f-2^ß(cosico8n — COBV) 


t  la  distance  demaiidee. 


La  distance  de  l'origine  O  au 
-  y'  =■>'-=  0  dana  (VH);  eile  s 


plan  (b)  B'obtiendra, 


(VUI) 


P  =  ± 


B&^&isant,  ponr  abr^ger 


DJ 

ff  ' 


A*BmH-\-2  BC{cosi*aoav  —  coa  i) 
+  ß*  BinV+2C^(coBV  COBi— cos  fi) 
+  C*Bm*v4-2^ß(co8Acoa(*— cosv) 


Ingrle  de  deux  plana  dornig  par  lear  äqiutioiis 
(11)         Ar-\-By+Ci+D  =  0,     A'K+B'y+C't+iy  " 


.-  DUiances  ilu  painl  k  la  dioile 


Soient  p  et  p'  les  perpeudiculaires  abaisBees  de  forigine  Hiir  ces  plana-, 
nous  avons  d'abord,   en   coaservant   los   notations   d8  la  note   qui 


D  ' 
D'  ' 


ly  ' 


D' 


Si  hohb  laettons   ces  valeors  dans  la  relation  (8)  de   la  note, 

apres  avoir  mnltipli^  la  premiöre  colonne  par et   la   premifere 

D' 
ligue  par ;-.  eile  deviendra 


I 


DD'co&V 
PP' 

A' 

ß' 

C 

(IX) 

A 

1 

cosv 

COSfl 

=  0 

B 

coav 

1 

cosA 

C 

COSfl 

cosl 

1 

et  donnera 

0 

A' 

B'     a 

(12)           ■°»^'""'_ 

- 

A 
B 

1 

coav    coBft 
1        coai 

C 

C03fl 

cosl 

1      1 

en  faisajit  cncore,  par  abröviation, 

(13)  X»  =.  AA'sian-i-(BC'-i-CE')(fiosiicasv  —  coa)i) 

+  ßB'BmV+(C^'  +  ^C'J(C03VC03i-COB(l} 

+  CCsin^v+C^B'  +  ßJ')  {coBicosfi— coav). 
Mais,  en  vertu  de  la  formole  (VHI),  nous  avons 

par  Buite  nous  obtcnons,  en  subatituant  dans  (12), 

ou,  eu  rempia^aiit  A',  H  et  H'  par  lenra  developpements  (iO)  et  (13), 


f       (X)    i:osF  = 


V 


dV4-(  r^'+ /1C')(C0B  vcosi  — coi 
-\-CC's\ii?v-\-{AB'-\-BA')(cas).cüi^ — cosv) 


/  -4ä8m*i  -\-'2  BC  (coflficosi'— cosA)' 
1/  +fi^smV  +2C.-1  (cosvcoai— coan) 
'       +C*Bin*v    +2.Jß  {coHii;osft— cosv) 


;    1/  +ß".inV  - 


|-2Ä'C(co8f»cosv  — cosl) 
i  +2CM'(cosvco9il  — cosft)    ' 


6.  Canditiun  de  perpendicnlurit^  de  dcus  plans.  Elle  a'obtient 
en  posant  F  =  0  dans  Tane  ou  rautro  des  ögalites  (8),  (IX)  et  (10) 
et  sera  esprimee  par  l'uno  quelcouque  des  relatioiis 

0      cosa'    COB^'     cOBy* 

COSOf  1       ■    cosv       C03(t      ^  „ 

COS^     COSf         1  c 

cos^     cosf*    cosA 


cos^ 
cosA 


C     COBft      COBiL 

AA'äsPk  -\-  {BC'rJr  CA*)  {cos  fi  cos  v- 


+  Cf'smSv+(/iß'+ß^')(cosit08f.- 

mettre  sona  t'une  ou  l'autre  des  dSD^ 


cosA) 
cosv)  =  0, 


la  demi^re  pent  encore 
forme  8  snivantes 

(JUV)  ^'[^sin^A  +  ß(cosAcoa;i — eosv)-j-C(cüsi'C03l — cosft)] 
^]-Ä'[ßsin^(i  +  C(co3(*cos»' — co8il)-|-^(cosicosft — cosv)] 
l-C'[C8in^i'-t-i4(cOBvcoaA  — cos /t}+ß(co8ft  cosv — cosi)]  = 
)  A  [ J'sin^A  +  ^' ('^os i cos ft —  cosf)-|-  C (cos vcoa i — cos fi)] 
|-ß[B'BmV  +  '^'(cosficosv^cosA)  +  ^'(coaicoa(* — cosv)] 
-  t'[Caiii^v-i-;J' (cosv  cos  i— cos  (t)  +  ß'(coBfi  cosv — cosi)]— 


m 


4bt  CTili  fcum 


f^-?^ 


=-ö 


» 


^mUifMKt  itw  CUiihmt 


&%& 


O«) 


(35) 


%)  YMn  mm  m  tHUm  Tiiylw  cfacr  nf  cm  icdifcnrmUSees 
ifiCMi  Uk^i^mmw  i^fO  jr  ^Bi/QO  ^^Mdl  eiacm  Pnkt  ( — I:»  O)  Ftoalkien  od 
»10  j«4l4W  6^  AfWN^MU^f  ir«l«lM  TOn  dkfCB  ami  der  7-Aze  g^ildei  werden, 
mU  BtfrtuAnA^lMf^nftif  MfMf  VorMiebeM  Mif  der  dem  ent^rcdieiida  Berlkh- 
miHgifii tri  Mfißffilhipm  OräiMU  rom  Fof^Moilrte  ms  ab,  m  iil  der  geotte- 
ttndw  Ort  44^  Rn^frunkt«  d«r  AbtebiiHte  die  DifferentUlcarTe  der  Cnire 
f=^/(:^  Vtru^ltk^  4I#  Mirfft  d«i  VaUmtn:  Ueber  die  DifferentUlcarreB 
«lar  EflSiMnHUt.    Virfl.  Utiki  ll«lwfl.    Helle  1874. 


btiüglich  dir  Üifferenlialcurvt  der  Parabil 

t  gerade  Polare  des  betr.  Punktes  bezOglich  der  DiSerentialcun 
t  Parabel. 

Ks  mOgeu  zwei  gerade  Linien  A  und  A'  ihrer  Lage  nach  be< 
stimmt  Bein.  Wenn  man  zu  jedem  Punkte  der  Geraden  A  dio 
conische  Polare  in  Bezug  anf  die  Differentialcurve  der  Parabel  ninunt 
und  bezüglich  jedes  dieser  Kegelschnitte  den  Pol  der  zweiten  Geraden 
A'  anfsQcht,  so  ist  der  geometrische  Ort  dieaer  Pole  ein  EcgelBchiiitt, 
welcher  die  gemischte  Foloconik  der  beiden  Geraden  A  and  A'  ge- 
numt  wird. 

Sind  die  Gleichnngen  der  Geraden 

(^)(i,«;+a^-f  Ob«  =  0 
nnd 

»o  ifit  die  Gleichung  der  gemischten.  Poloconik 


0  2ä 
2^  2x 
0      0 


-it^a 


40303 'y' — Sk^p(afag'-}-a^ai')yx-\-Sk^pa,aj'xi  =  U  (5bj| 

Gebt  man  mittelst  der  Snbatitntionen 

I 

I  rechtwinkligen  cartesischen  Coordinaten  über,  so  erhfilt  i 


40313' 


iH 


■Ans  diesen  Gleichungen  folgt: 

1)  Die  gemischte  Poloconik  der  beiden  Geraden  A 
«Dd  A'  ist  eine  Parabel,  deren  Axe  der  x-Aze  parallel 
lätift,  deren  Parameter 

4050^' 
1  Scheitel  die  Coordinaten 


l%t,  und  deren  S 


J 


2)  Der  geometrisclie  Ort  bleibt  unveräadort,  wenn  man  die  1 
den  Geraden  A  und  A'  mit  einander  vertauBcht. 

Die  gefundene  Parabel  ist  demnach  der  geometrisc] 
Ort  der  Pole  irgend  einer  von  den  Geraden  A  und  A' 
Bezng  auf  die  Hyperbeln,  welche  die  coniBcheu  Polarei 
der  Punkte   der   anderen   Goraden   bezüglich   der  Dil 
rentialcurve  sind*). 

3)  Setzt  man 

Bo  geht  die  Gleichung  (5c)  Über 


^i'- 


2o. 


(^ 


d.  h.  läBst  man  die  Gerade  A'  mit  der  Geraden  A  zusam 
menfallen,  so  geht  die  gemischte  Poloconik  über  in  die 
gewöhnliche  Poloconik*)  der  Geraden  A  in  Bezug  auf 
die  Diffcrentialcnrve. 

4)  Für  o^  =  0,  %'  =  0  geht  die  Gleichung  (5c)  über  in 


2/1 


=  0 


Daraus  folgt: 

Laufen  die  beiden  Geraden  A  und  A'  der  z-Axe  pa- 
rallel, so  degenerirt  die  gemischte  Poloconik  derselben 
in  die  i-Äxe. 


5)  Ist  I 


=  0,  so  ergiebt  sich 


fi  = 


3i^  OgO,' 
40^03' 


2)  Dnrfege,  Cult.  drilt  Ordn.  pag.  ISB. 

3)  Conetmirt  mau  in  allen  Punkiun  einer  Geraden  (_A)  die  geraden  Po- 
lareD  in  Being  auf  eine  Corvo  dritter  Ordnung,  so  werden  bUo  diese  Geraden 
ran  einem  KegeUchnitt,  welcher  die  Poloconik  der  Geraden  A  heisst,  einge- 
hüllt.    Tergl.  Dar^e^i  '^'"^-  ^"^^  Ordn.  pag.  ITS. 


d.  h.   l&ait  nur  eine  der  beiden  Goraden  der  r-Axe  paralfl 


lel,  so   degenerirt  die 
wei  parallele  Gerade, 

asammcnfällt. 


lischte  Polocon 

1  deneD  di 


Ge 

i 


03   gleich  Null  erhult  mau  a 


k  derselben  Ij 

it  der  a 


(91 


Geht  demnach  eine  der  beiden  Geraden  oiler 
ide  durch  den  Anfangspttnkt  des  Coordinatensystems', 
degenerirt  die  gemischte  PoJoconik  derselben  in  eine 
rade,  welche  eb od falla  durch  denCoordinatenanfangs- 
nkt  gebt 


7)  Setzt  I 


1  (5c) 


tl.  h.  schliesHen  die  ieiden  Geraden  A 
täre  Winkel  mit  der  a;-Axe  ein,  so  br 
bei  symmetrisch  zur  »--Axe  aus  um 
mit  dem  Coordinateuanfangspunkt  xi 


und  A'  Buppleme&^ 
!itet  sich  die  Parw 
ihr  Scheitel    fälV^ 


Ferner  ergeben  sich  folgende  Resultate: 

bt-man  eine  der  beiden  Gerad 


8)  Verl 

sie  ihrer  nrsprilnglichen  Richtung  stets  p 
so  ändert  sich  die  Lage  und  der  Faramete 
ten  Poloconik,  doch  bleibt  ihre  Axe  der  x 


dass 

rallel  bleibt, 
der  gemisch- 
parallel. 


Rückt  die  öiae  Gerade  in  die  üuendlichkoit,  ao  degen 
rirt  die  gemischte  Poloconik  in  die  ar-Äxe. 

9)  Wird  eine  der  beiden  Geraden  A  und  A'  oder  beide 
um  die  Punkte  gedreht,  in  welchen  sie  die  ji-Axe  schnei- 
den, so  bleibt  der  Paramter  und  die  Axenrichtnng  der 
gemischten  Poloconik  ungeändert,  dagegen  ändern  sich 
die  Coordinaten  des  Scheitelpunktes. 


10)  Dreht  man  ei 
A'  um  den  Punkt,  i 
HO  lauft  die  Axe  d 
gtets  parallel,  dagc 
die  Coordinaten  dei 


dlich  eine  d,6r  beiden  Geradon  J  und 
1  welchem  sie  die  y-Axe  schneidet, 
jr  gemischten  Poloconik  der  x-Aj-e 
gen  ändern  sich  der  Parameter  und 
Scheitelpunktes, 


I 


achhtim.'   Die  gtmiiehU  Abeond:  twtkr  Geradta 

11)  Conatrnirt  man  zn  jedem  Punkte  der  gemischten  Polocoidi^  ' 
als  Pol  die  coniscfae  Polare  bezüglich  der  Differentialcorve  der  Pa- 
rabel, so  entspricht  das  System  von  Hyperbeln  der  tileichnug 

beide  veränderliche  Parameter  |,,  1)^  der  Gleichung 

genflgen  mflsaen. 

Eliminirt  man  aas  diesen  beiden  Gleichungen  mit  Hälfe  von  ^ 


40303' 


3fcV(giaa'+a,a,') 


erhält  mau  als  Gleichnng  der  EnveIoppe~ 


(i 


die  variabeln  Parameter, 

des  Systems  von  Hyperbeln: 

(«iV  +  «s"i')ffi  +  2a,a,'ij  =±2yfl,a,'a30s'  (11) 

Das  System  der  conischen  Polaren  (bezaglich  der  Diffe- 
rentialcnrre  der  Parabel),  deren  Pole  auf  der  gemischten 
Foloconik  liegen,  wird  demnach  eingehüllt  von  zwei 
parallelen  Geraden,  welche  gleiche  Abstände  von  dem 
Coordinatenanfangspnnkt  haben. 

12)    Die    Gleichung    der   conischen   Polaren   (H)   des   Punktes 

(£i7  Vu  &)  bezüglich  der  Differentialcnrve  der  Parabel  ist 

lis'+2ijiyi~  U'pti^'  -  0.  m 

Die  beiden  Geraden  A  und  A',  deren  Gleichungen  '^| 

a,«+asj/-j-(iBa  =.  0, 
V^+öj'y  +  as'j^  0 

sind,  mSgen  in  Bezng  auf  diese  conische  Polare  conjngirte  Gerade 
sein,  d.  h.  jede  möge  durch  den  Pol  der  andern  bezüglich  der  coni- 

Bchen  Polaren  hindurchgehen. 

Die  gerade  Polare  eines  Punktes  a^,  y,,  e,  in  Bezng  auf  die 
oonische  Polare  (H)  besitzt  die  Gleichung 

2'?lJl!«  +  2(x,7,,+y,|,)y-StV%E.»  -  0. 
Bringt  man  diese  in  Eisklang  mit  der  Gleichung 


lalcurvt  der  ParabfL 


Äelt   die  T^oordinateti  des  belreffeDdeD  Poles  and  seut  diei 
m  X,  y,  X  in  die  Gleichung 

ein,  so  musa  nach  der  Voranasetznng  diese  Gleichung  eine  identifidi  _ 
werden.    Es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  zwischen  li,  jj,,  Jj  folgende 
Relation 

^'^'%*— 3(ö,«,'+«!%')^V';i£i  +  3nia,'fc*p5,^  —  0        (12) 

Daraas  folgt: 

Die  gemischte  Poloconik  der  beiden  Geraden  A  und 
A'  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  derjenigen  coni- 
Bchen  Polaren  (in  Bezng  auf  die  Differentialcurve  der  Parabel), 
la  denen  A  nnd  A'  conjngirtc  Gerade  sind. 


1 


In  ähnlicher  Weise  läast  sich  leicht  das  Resultat  ableiten: 


st  P  die  gemischte  Poloconik  der  beiden  Geraden 
Und  A'  nnd  constmirt  man  zu  jedem  Punkte  derselben 
die  Polare  bezüglich  der  Differentialcurve  der  Parabel, 
80  sind  die  beiden  Geraden  A  und  A'  in  Bezug  auf  jede 
dieser  coniscben  Polaren  conjngirte  Gerade,  d.  fa.  jede 
geht  durch  den  Pol  der  andern. 


Magdeburg,  im  Aognst  1874. 


^^[Anmerhiiig.  Unter  Folocoaik  nirc3  rerstandea  die  Einhüllende  der  Po- 
liOM  eines  in  gerader  Linie  bewegten  Punktes  in  Beiug  auf  die  vorliegende 
Care.     (D.  Bed.). 


I 
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(ISnthiT:   AußSsiing  eines  litinndcrtn   Sgfrfmcii                            ^^^^M 

w 

l^^^^l 

^Anflßsung  eines  besonderen  Systemes  linearer  Uleichnngett.        1 

i 

Siegmund    Günther.                                   '^^| 

§.  i. 

Das  System  linearer   Gleichungen,  mit  welchem  wir  uns 

«ill^l         +«^8^8        +--+oi..a-«          +ai»!C„+l        +... 

"iflä-l         +"223^3        +...+a3«3-..          — a2nK«+l         -  ... 

a2B-nÄi+«2--123^a+  ...  -|-a3„-i»a^  +  <ia„_i„je„+i-(-..^^J 

"atii^j     +a2n23;a     +..-+a2HnJ'K      — a2««KB+i     — '-^^^l 

Bostimmt 

mau  hieraus  eine  willkürliche  Unbekannte,  etwa  x„  so  ^^^| 

«12            «13           -    «lr-1            '-i            Olf+I           '^^^^l 

"21          Osa          "23         .■■   "Sr-l          tg          a^^^l           ,^^^| 

1 

«31       «32       «3a       -  o^-y-       h       oar+i        ;';]^^| 

L 

O«          «48          -  <Mr-l                       (Mf+I           "^^1 

«2)— n  Oäj-ia  02f-i3  ...  agy_ir-i  faj-j  oaf-ir+1   -.^^Hl 

«2,1       o^2       «253       ...  aajr— I        ^'2?       «Sjr+i 

i 

"21+11  aZj+12  02j+ia  ...   aaj+lr-l    i'2)  +  l   Q29llr-1    ... 

«21-21   a2ir-2a  «ae-M   ...    a28-2r-l   ^28— 2    nä«-2r+l    .-- 

■ 

02)-ii  a2»_is  aa<-is"...  «a«-if-i  ^2.-1    azs-ir+i  ... 

1 

aaü       a2«J      02.3       ...  «2sr-i      i2s       a2w+i 

aZ«-U  a2«-13  02«-13  •-  «2n-lr-l   ^«-Hl2»-lr+l  ... 

■ 

.,- 

asnj        tl2HS       «2m3        -   «2H..-1        h.n        a2iH.+l        --.                i 

Oll          a^i          <%s          -  «l'-l         «!>■        «l'+l           ...               y 

Osi          «9»          123          -   "ar-l          f2r        02r+l 

^^B 

«31          «32          «M          ■■■   «3r-l          azr        aar+i 

1 

Ou          "1-          Cia          ."   «41-1          <Ht        «W+l 

a2t.-ll   ö2n— 12  «2k— IS   —  02ii— lr-1  i>2»-li-  afti-lr+l  ... 

L. 

«anl        n2n2       I15n3        ...   «2Br-l        «^»r       «2Br+l 

_il 

B 

1^                                         ^ 

linearer  Gleichungen. 
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im  Folgenden  beschäftigen  werden,  ist  durch  die  Eigentümlichkeit 
ausgezeichnet,  dass  in  der  Iten,  3ten  ...  (2r — l)ten  Gleichung  je 
zwei  gleichweit  von  Anfang  und  Ende  abstehende  Coefücienten  ein- 
ander gleich  &ind,  wogegen  zwischen  zwei  ebensolchen  Cogfficienten 
der  2ten,  4ten  ...  2rten  Gleichung  entgegengesetzte  Gleichheit  besteht 
Das  System  wird  dann  also,  wenn  wir  die  Anzahl  der  Gleichungen 
als  eine  gerade  Zahl  (=  2n)  voraussetzen,  nachstehendes  seini 


=^Jc 


15 


^25 


...  +aaH-12iC2n-l  + «211-11  aJ2»i  =  A:2»i-l, 
... — a2N2a?2N-l       — fl2»elfl^2»i        =  ^•2n. 

hält  man  in  bekannter  Weise 


...  ain 
...  a2H 

...  OS» 
...04» 


öl»  ...   ölrfl        air        «lr-1 

a2n  ...   — 02rfl   — a2r   — a2r-l 

OSn  ...   aSrfl        «3r        «Sr-l 


«13 


a 


18 


a 


n 


— «4»     ...   — 04r+l   — a4r 


-a4r-l 


— «23    — «22   — «21 
«38     "     «8«         «81 
«43     — «4»   — «41 


...  «29— In  02g— Iti  ...  a2g-lrf  1  02g-lr  02?— lr-1  ...  a2q~-lS  «2^—12  02^—11 
...  a2qn  — a2qn  ...  — 02^r+l — (i2qr — Ö2?r-1  .  •  — «2^  — «2^2  — «2^1 
...  a29-|-ln   «294- In  ...  a2q^  lr-J-1  a2q^lr  a29+lr~l  ...   02^+  18  «2</f  12  a2j-f-ll 

...a28— 2» — aac-2f}... — a2s-2r  f  1 — 02s-2r — «2s-2r— 1...  — a2«-23 — «2«— 22 

—  02«— 21 

...  a28— In  a29— Itt  ...  02«-lr+l  «2«— Ir  «28— Ir— 1  ...  «2«— 13  «28-12  «2a -11 
...  Ö2«n        — 028n  ...   — a28r+l  — «28r  — «28r-l  ...  — «283  — «282  — Ö2sl 

...  a2N-ln  a2w-ln  ...  a2n-lr-J-l  «2»*— Ir  «2n-lr— 1  ...   «2m— 13  «2ti-  12  «2h-11 
...  «2n»i       — «2tm  ...  — a2>ir+l  — «2wr  — «2wr-l ...    — «2n3  — «2w2  — «2nl 


•.  «In 


«In 


«lr+1         «Ir         «lr-1 


«13         «12 


a 


il 


...  «2»         — «2«     ...    — «2t +1    — «2r    — «2^—1    ...   — «23   — «22    — «21 
...  «Sn         «3n  ...   «3r+l  «3r         «3r— l         ...    «33         «32        «31 

...  Oin         — «4n      ...    — a4r+l   — (Hr    — «4r-l    ...    — «48    — «42  — «41 

...  Oan-ln  «2n— 1«  ...   «2n-l»-f  1  «2n-lr  «2n— lr-1 ...  «2n-13  «2n-'12  «2n-ll 
...  ßinn      — «2»m  ...  — «anr+l  — «2nr  — «2nr-l  ...  — «2m3  — 02n2  — «*"* 


Teü  LVn.1 


16 


V 
U 


\ 
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Günther'.  Auflösung  eines  besonderen  Systemes 


Zerlegt  man  die  Beterminaute  V  nach  den  Elementen  der  rten  Co- 
lonne  in  erste  Unterdetenninanteu,  so  stellt  sich  xr  dar  als  eine  alge- 
braische Summe  mit  dem  aligemeinen  Gliede 

Da  ersichtlich  ein  Unterschied  obwaltet,  je  nachdem  p  eine  ge- 


U' 


«11 

«12 

«13 

...  air-1 

air+1 

...  ain 

a\n 

«21 

«22 

«23 

...   02r— 1 

a2r-f-l 

...   «2« 

— a2n 

«31 

«32 

«33 

...  azr—l 

fl^3r+l 

...  asn 

OSn 

«41 

«42 

•          «          • 

«43 

•          •          • 

...   (Hr-X 

«4»+! 

...   04»» 

•          •          •          • 

— a4n 

«     •     ■     • 

a2q-l\    02?-12   «29-13 
02^+11   a2q\^2  a2g+13 


a2q~\r~'l  «29— lr-f-1   ...  a^q^ln    a2q-\n 
a2q-\-\r-\  02?+lr+l   ...   aZq-^-ln    a^g+ln 


02n-ll   a2n-12  a2H-13  ...   a2n-lr-l   a2n-lr+l  ...   a2n— In    OSn-ln 
tt2nl        Ö2n2        Ö2«3       ...  a2«r— 1        a2»r+l       ...   a2«H         — a2pm 


In  dieser  Determinante  (2n  —  l)ten  Grades  subtrahiren  wir  hbä  von 
jeder  (w-f-<)ten  Colonne  die  (w — i+l^te,  nachdem  wir  zovor  die- 
jenige Colonno,  deren  zweiter  Index  r  ist,  zur  ersten  gemacht  haben -^ 
durch  diese  Operation  ist  vor  die  Determinante  der  Factor 


U'  =  (— l)2«r-*'-l. 


a\r 

«11 

«12 

«13 

...   öir- 1 

air+1 

a2r 

«21 

«22 

«23 

...   a2r— 1 

a2r+l 

azr 

«31 

«32^ 

«33 

...   OSr-l 

«Sr+l 

(Hr 

«41 

«42 

«43 

...   a4r— 1 

(Hr-i-l 

0>2q—lr  02^—11  02«— 12  0^q-\^  ...   «2«— lr-1  Ö2g-lr+l    ... 
a29+lr  02^+11  02g+12  052^+13  ...  a2g'+lr-l  025+lr-|-l   ... 

a2n-lr  Ä2«-ll   a2»-12  «2*1-13  ...  02n-lr-l  a2n-lH-l  ... 
a2nr        Ö2nl        a2n2        a2«3        ...   a2nr— 1         OSnr^^l      ... 

In  der  so  umgeformten  Determinante  sind  diejenigen  Elemente,  welche 
(n~2)  Verticalreihen  mit  (2w— 1— (»— 2))  =  (w-f  1)  Horizontal- 
reihen gemein  haben,  durch  Nullen  ersetzt;  es  kann  also  sofort  das 
bekannte  Corollar  ^)  des  Laplaceschen  Determinantensatzes  in  Kraft 


linearer  Gleichungen, 
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rade  oder  ungerade  Zahl  vorstellt,  so  schreiben  wir  die  Reihe  besser 
in  folgender  Form: 


=«•  TT'     »=»»  U*'/         du  du    \ 


9= 
9 


§.  2.    Die  beiden  hier  auftretenden  Determinanten  sollen  nun- 
mehr nntersncht  werden.    £s  sei  also  zunächst 


«Ir+l 
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Olr-1 

«18 
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«11 

— aar+i 

—CtZr 

— a2r-l 
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—«22 
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— a4r 
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—«41 
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— Oa^r-f  1        — Ö2»ir        — a2wr-l        ...  — 02fi3        — a2wa       — a2nl 


/ l\2n-r-l 

herausgetreten.    Man  erhält  so 


...  aiM 

0        ...          0 

0        ...      0 

0 

0 

...  uSm 

— 2a2»     ...  — 2a2r+i 

— 2o2r-l     ...  — 2a23 

2a82 

-2a» 

...  OSn 

0        ...          0 

0        ...      0 

0 

0 

...  Oi» 

— 2a4n     ...   — 2a4r+l 

— 2a4r+i     ...  ■~2a43 

— 2042 

— 2a4i 

...  a2g~l» 

.    * 
0 

... 

•   •    •   < 
ü 

0 

... 

0 

•      •       •       • 

0 

... 

0 

...  a2H-lfi 

0 

... 

0 

•       •       •       < 

0 

»        •        •        . 

•  •• 

0 

•         •         • 

0 

•        .        .        « 

0 

.       •       * 

...oin-m        0      ...         0  0        ...      0  0  0 

..  OliMm     — 2a2«n      ...   — 2a2nr+l  — 2o2nr— 1  ...  — •2a2n3  — 2a2n2    — 2a2nl 

treten,  und  es  ergiebt  sich,  wenn  man  noch  den  jeder  (w+l)ten  bis 
(2*—  l)ten  Colonne  gemeinschaftlichen  Factor 

—  2 
berackdchtigt, 
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2«r— 1 


n-l 


17'=(-1).      .(-2). 


air 

«u 

«12 

«18 

...air-1 

orr+1 

...öln 

azn 

«31 

«32 

«33 

...aSr— 1 

«Sr+l 

...Oön 

ö5r 

•         • 

«51 

•          •          • 

«52 

•          •          • 

«53 

•          • 

...«5r— 1 
•     •     •     • 

ö5r+l 

•     •     •     • 

..•Ö5n 
•     •     •     • 

f^2g— Ir  a2g-ll  «2?— 12  a2g— 13...029-lr— 1  «2g— lr-f-l...«29-ln 
a^q^lr  a2j-f-ll  0281+12  a2j+13...02j+lr-l  a2ji+lr+l...ö2?  \  In 

02n-3r  a2n-31  a2n— 32a2in-33...a2n--3r-l  02n— 3r-f-l...a2M-3n 
a2n-lrö2n-il«r2n-12«2n-12...02n-lr-102n— lr+l...a2n— In 

Die  eröte  dieser  beiden  Determinanten  ist  vom  nten,  die  zweite  vom 
(w  —  l)ten  Grade. 


l)  Baltzer,   Theorie   und  Anwendung  der  Determinanten,  Leipzig  1876. 


S.  34. 


II 


2a 


11 


2«! 


2 


0 


0 


2a 


31 


2a 


32 


0 


0 


2«13 

0 

2«33 

0 


...  2air— 1 
0 

...  2a3r-i 
0 


2«lr-fl 

0 
2a3r+l 

0 


..  2mn 


0      — 


..  2flr3n 


0 


«1» 
02« 
a3n 
a4n 


0 
0 


0 
0 


0 
0 


0 
0 


0 
0 


0' 
0      — 


a2$—2n  ... 
Öt28n 


2a2n— 11   2a2n-12  2a2n--13  ...  2a2n-lr-l   2a2n-lr+l  ...  2a2n- In         02«— In... 
0  0  0        ...  0  0  ...  0        — a2nn      ... 


Verfährt  man  hier  ganz  ebenso,  wie  in  §.  2,  so  ergiebt  sich 


+r-l 


C^'=(-l) 


n-l 

.(2). 


«11 

«31 
«51 


«12 
«32 
«52 


«13 
«33 
«68 


...  «ir-l 
...  03r-l 
...   05rw_l 


ölr+l 
a3r+l 
Oßr+l 


...  Ojfi 
...  «3« 
...    05n 


a2«-31   02«— 32  0'2«~33   ...    028-3 r-1   028_3r+l   ...   02s-3n 
028+11   02»-fl2   028+13  ...   028+l^r-l    028-J-lr+l   ...   «2sf  In 

|o2n— 11   02n-12  02n-18  ...    02w-lr-l   02m-1i4-1  ...   02n-ln| 

Hier  ist  die  erste  Determinante  vom  (w — l)ten,  die  zweite  vom  wten 
Grade. 


linearer  Gleichungen. 
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oaH 

...  a2r^l 

a2r-l 

...     «23 

«22 

«21 

Oin 

...  (Hr-i-l 

Ö4r-1 

...     (l^ 

«42 
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•        • 

...   Oör+l 

Oör-l 

•     •    •    < 
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•          *          • 
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«2mm        ...   a2nr+l        «2nr— 1         ...   (t^uZ        «2h2        «2>i1 

§.  3.  Nunmehr  möge  auch  der  andere  Fall  in's  Auge  gefasst 
werden,  wo  p  =  2«  —  1  ist  Addiren  wir  hier  zu  jeder  Colonne,  deren 
zweiter  Index  kleiner  als  »,  bezüglich  diesem  gleich  ist,  die  ihr  gleiche, 
resp.  entgegengesetzt  gleiche,  so  wird 


air+i 
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Olr-1 

•  •• 
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a2n\ 
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...    «23 
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«21 

Oln 
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«4r 

a4r-l 

...    «43 

«42 

«41 

«6n 

•    •     • 

...   «er+l 

«er 

.     •     • 

«6r-l 
•     .     •     . 

...    «g2 

•      •     •     • 

«62 
... 

«61 
•     .     •     • 
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.«2»tn 


...   «2nr+l        «2nr        «2nr-l        ...   «2t»3        «2n2        «2nl 


§.  4.    Wenden  wir  uns  schliesslich  zu  der  im  Nenner  des  obigen 
Bruches  befindlichen  Determinante, 
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«12 

«13 

...   «In— 1 

a\n 

a\n 

ain— 1 

«21 

«22 

«23 

...   a2n— 1 

mn 

— «2« 

a2n— 1 

j«31 

«32 

«33 

...   «3,»—! 

«3h 

«3n 

«3n-l 

«41 

•         • 

«42 

.     •     • 

«43 
... 

...    fl4n-l 

ÜAn 

•     ...     . 

•          •          •          • 

fl4M-l 

17 


Ö2f^— 11   «2n— 12  02n— 13   ...  «2n— In    1   «2n— In        «2n-ln        «2H-ln-l  — 
\02nl        ff2n2        02nS       ...    «2nn— 1        «2nn        — fl2nn       — a2nn— 1 

Addiren  wir  hier,  unter  t  jede  ganze  Zahl  ^  n  verstanden,  zu  jeder 


und  durch  Zerlegung, 


i7=(— 1)»».(2)»». 
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«81 
«61 


«12 


a 


32 
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2«12 
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, 
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0 

• 
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2«82 
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• 
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0 

0 
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0 

0      ... 
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«3h-1 
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fl2n-31   a2n-32  «2n-33  ...   a2n— 3n-2   ''2n-Sn-l   «2n-3M 
a2n-ll   «2h— 12  «2n-18    ...  flr2n-ln-2  fl2n— ln-1   ''2n— In 


Hier  sind  beide  Factoren  vom  nten  Grade. 


Wird  jetzt  der  Quotient 


er 

U 


gebildet,  so  mache  man  zuerst  die  erste  Golonne  von   U'  zur  rten; 
der  oben  für  U"'  erhaltene  Wert  ist  dann  noch  mit 


(-1) 


r-l 
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a 


33 
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22 


a 
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■n 


21 


fl 


31 


—«43  —«42  - « 


41 
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—  ff2H3 


— «2n2         — 02«! 


«ten  Colonne  die  (27*  — i+l)tc,  so  folgt 
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13 


</ 


33 
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43 


O 
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a 


62 
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'/2nn 


ö2nH-l         «r2Hn-2  .•    ''2h3 


<^2n2 


«2k1 


ZU  multiplicireo.  Wie  man  sieht,  hebt  sich  alsdann  der  erste  Deter- 
minatenfactor  von  U'  gegen  den  ersten  Determinatenfactor  von  U. 
Zur  Bildung  von 

El 
U 

möge  ebenso  verfahren  werden ;  es  hebt  sich  ferner  in  analoger  Weise 
der  zweite  Factor  fort.    So  gewinnt  man  das  Schlussresultat 


MB 
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«Bn  «6m— 1 
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2*4-1 
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nJ^Ji^ 


-r-+'-s«^^rz?     4-'-4^iän 


^»-4-1 


wir  anmachst  dass 
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a 


31 


a 


51 
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...ffUlr-l 
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...OlN-2 

«iH-l 

fllH 

«8« 

...crsr— 1 

asr-^1 

...«?8n-2 

Ö8i*-1 

»Sm 

«5« 

...Ö5r-1 

«ör-f-l 
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.«     „    .  J=«2n-31  «2w-32.-rt2M-3r— 1  ^'2n-3r+l...W2H-3n-2ff2»«— 3h-1«2h-3m 
-|-28+3r+3. 

1)        _           !fl2ii~llö2n-12...ß2n-lr— 1  W2n-lrf  l...«2n-lM— 2«2n-lw-l /*2n-ln 
—     •*&— 1 
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«31 
«61 
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«32 
«52 


n 
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a 


33 
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02«— 31  «2«— 32  02«-33  .  •  •  «2«-lw-2  02«-3n-l  /l2«-3n 
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W2»-11      fl2n-12      Ö2n-13  •     •    •  02m— Im— 2      ff2n— In— 1       02n~ln 

.    Die  zuletzt  entwickelte  Relation  kann  zur  Herleitung  eini- 
t  uninteressanter  Sätze  über  solche  Determinanten  verwendet 
deren  Elemente   gewisse  goniometrische   Functionen   sind. 
;en  wir  nämlich  folgendes  Gleichungs-System 
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Auf  eine  ganz  entsprechende  Formel  würden  wir  gekommen  sein, 
wenn  wir  von  der  Annahme  einer  ungeraden  Anzahl  von  Gleichungen 
ausgegangen  wären. 
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80  wissen  wir  zunächst,  dass 


linearer  Gleichungen, 
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'füllt  also  das  zuletzt  aufgestellte  System  alle  die  Bedingungen, 
T  dem  eingangs  betrachteten  allgemeineren  auferlegt  hatten. 

lat  nun  Unferdinger^)  durch  Anwendung  einiger  sinn- 
[instgrife  gezeigt,  dass  dies  letztre  System  eine  sehr  einfache 
[  zulasse;  nach  ihm  ist 

tzt  man  andrerseits  die  Entwicklungen  von  §.  4.,  so  liefert 
isetzung  zweier  CoeMcienten  von  ^729  und  Ic28-i  nachstehende 
jen: 
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.     r2qn 
sm 


sm 


2n+l 


2n+l 
.   (n — l)2g7r 


sm- 


2/1+1 
.  n.2qn 


:2g+2)jr  .  r(22+2)« 
—sin- 


+1 


2/i+l 


.   {n-'\)(2q+2)n  .  n{2q^2)n 
sm ^— TT sm— c 


2/+1 


2/1+1 


)nn 


—  smi 


.  •  2rnn 


2/1+1 


...  sin- 


.    2(n'-r\)nn 


2/1+1 


.  n.2nn 

'"°2H=i 
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2qtn       2(2w  — g+1)*^ 


2n+l 


2n+l 


1 ÖT-J-T-- =  (2«— l)n; 


2w4-l 


2n4-l 


ist.    Aus  diesen  beiden  Gleichungen  gehen  aber  aus  trigonometrischen 
Gründen  sofort  wieder  die  beiden  folgenden  hervor: 


siü 


2qt7c 
2^+1 


=  —  sm 


.     {28-1)111 

'^^    2n+l     =  ^"^ 


2{2n  —  q-\-l)tn 
2n+l 

(2n-<+l)(2g  — l)n; 
2n-fl 


I. 


sm 


2gfr7s 

2w+l 


-f-.(-i)      . 


sm 


27r 


sm 


4i7C 


sm- 


sm 


sm 


2w+l 
2^+1 
2w+l     "'"271+1 


sm: 


2n+l 

2^+i 
12« 


sm 


^n 


2n+l 
12« 


sm 


sm 


2n+l 

18« 

2n+l 


(2g    2)«      2(2g^2)«     3(2g~2)^ 
sm-g^Zj- sin    2^_,_i    s^^-^i+r  * 

.  (2g+2)«  .  2(2g+2)«  .  B(2qi'2)7t 


sm 


2n+l 


sm 


2n+l     ^^    2«+l    •" 


sm 


2n7c 


sm; 


4n7r 


2n+l     ''*"2»+l 


sm 


6n« 


sm 


2« 


sm 


sm 


2ri+l 

4« 

2^+1 

6« 
2n+l 


sm 


4« 


sm 


sm 


2n+l 

8« 

2H^ 

12« 

2n+l 


(2g~2)« 
2g« 


sm 


2«+l 
(2g+2)« 

2nn 


.  2(2a— 2)« 

«^"-2H5~ 

.  2.2flJr 

2(2g+2)« 
sm- 


sm 


2n+.l 


sm 


2w+l 

471« 


2n+l 


linearer  Gleichungen, 
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Es  erfollt  also  das  zuletzt  aufgestellte  System  alle  die  Bedingungen, 
welche  wir  dem  eingangs  betrachteten  allgemeineren  auferlegt  hatten. 

Es  hat  nun  ünferdinger^)  durch  Anwendung  einiger  sinn- 
reicher Kunstgriffe  gezeigt,  dass  dies  letztre  System  eine  sehr  einfache 
Auflösung  zulasse;  nach  ihm  ist 

2     r  rn  2r7t  3rn  .    2nrnl 

Benützt  man  andrerseits  die  Entwicklungen  von  §.  4.,  so  liefert 
die  Gleichsetzung  zweier  CoeMcienten  von  k2q  und  k28-i  nachstehende 
Beziehungen: 


...sin  2^^ 

.  4(f— 1)» 
•^  2n-fl 

.  6Cf— D« 


2(r+l)^ 

4(H-i)^ 

;6(r-f-l);r 


.  2(n--l)jr 

.  4(w — l)n 
'"  ^^    2n+l 

.  6(n — l)jr 
-  ^^^""2H^~ 


sm 


sin 


sin 


2nn 
2;i4-l 

4n7c 
25H^ 

Qnn 
2n+l 


.  (r— lX2jf~2)^  .  (r+l)(2g-2)^        .  (n-l)(2g-2)7r  .  ri(2g-2)7r 

•«"^— äH^ — ^^° — M^i —  -  '^^~2;HFi ''^~fe~ 

(r~l)(2g+2);r  .  (;+l)(2g4-2)^  (n^l)(2g+2)7r      n(2g+2)n; 

Sin         2f»-fi  ^^^         2n+l  -^^  2n+l  ^"^     2n+l 


.  2(r— l)nÄ 
sin — ?; — r^ — 
2n4-l 


2(r+l)n7g 
«'^    2n+l 


.  2(n — l)w7C 


.  n,2nn 


.  2(r— 1)« 
.  4(r— 1)» 
.  6(r-l)« 


Sin 


sin 


sm 


2r7o 

Arn 
2^+1 

6r;r 
2w+l 


.  2{n—l)n 
•"  ^^^   2n+l 

.  4(w — 1)^ 
-  ^^"~2H^ 

.  6(n — l)7g 
•"  ®^"   2n+r 


sin 


sm 


sm 


2n7t 
2n+l 

4wxc 
2w+l 

2n+l 


.  (r— l)(2g— 2)«  .  r(2g— 2);r 

-^"^ — 2;i+i — '^^-iH=r 

.  (r--l)(2g+2)3r  .  r(2q+2)% 
...  Bin^ ^    .   ' sm 


.  (w— l)(2ö— 2)7r  .  n{2q—2)Tt 


2n+l 
.   (w — l)2g;c 


2n+l 
.  w.2g[?r 


2«+l 


2n+l 


.  (w-l)(2(z+2);c  .  n(2q4-2)n 
...  sm r;^ — i-r sm — ^ 


2//-I-1 


2w+l 


2(f--l)nJ|r 


.    2rn7t  .   2(n'-r\)n7C 

''"2W=i        - '""    2»+l 


.  n.2mt 
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II. 


.   (28— Dm 


-5H+2«-3r+3 
2M-fl 


.(-1) 


Sin 


7C 


2n 


sm 


sin 


sin 


sin 


2n+l 
2n+l 
27HFi      ""2n+l 


smi 


2n+l 
2w+l 


sm 


37r 


sin 


sin 


2w+l 
2n+l 

157g 

2w+l 


.  (2«— 3)7g  .  2(2Ä-3)ai  .  3(2«— 3)7g 
sm— ?;^ — r^-  sm-   ^ — r-z-  sm- 


2n+l 


2w+l 


2n+l 


.  (2«+l)7g  .  2(2«+l)7g  .  3(2«+l)7g 
sin— ;t— i-3,— sm    ^    .  .     sm- 


2«-fl 


2w+l 


2«-fl    - 


.  (2»— l)7g  .  2(27i-l)7g  .  3(2w— l)7g 
sin-vi — i-^r-sm — 7;. — r:^-  sm— ^ 


2/1+1 


2n+l 


2H-1 


7g 


27g 


sm 


sm 


sm 


2n+l 

37g 

2w+l 

Ö7g 

2H^ 


sm 


sin 


sm 


2w+l 

67g 
2ii+l 

107g 

2n-fl 


.  (2«— 3)7g 
.  (2^— l)7g 

«^^-2H^r 

(2.+l)7g 


.  2(2*— 3)7g 

sm— ö—TT- 
2w-[-l 

.  2(2«— l)7g 
«"^    2n+l 

^,^2(2^+1)^ 


.  (2n— l)7g       .  2(2n— l)7g 
8m\.    .  ^  -     sin- 


2«+l 


2n+l 


Diese  beiden  Relationen  durch  blosse  Determinantentransforma- 
tionen herzustellen,  dtlrfte  mit  bedeutenden  Schwierigkeiten  verbun- 
den sein. 

In  Worten  lässt  sich  das  Ergebniss  der  letzten  Betrachtungen 
folgendermassen  als  Lehrsatz  resumiren: 


Die  beiden  Ausdrücke 


Hmeartr  Gtadtunffou 
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...  sm  2^j 

.  3(r-l)« 
...mn  2^^j 


.  3(r-|-l)» 
.  5(r+l)« 


.  (n-  1]« 
.  3(n— 1)ä 

.  5(n— 1)« 


WTC 

2ii-|-l 

3fl9K 


sm 


sin 


2»+l 

5n7r 
2Ü+1 


.  12»— 3)(r— D«  .  (2«— 3)(r+l)«        .  (2«— 3)(»— 1)«  .  (2*— 3)n« 
...81« äJi^Ii «^ 2«+T—   ••  «^ 2H^4 '^^-2;rfl- 


•"  ™ 2H=i ^^  2n+i •  •  '''' 2H=i ''^■"2;*+r' 

.  (2«— l)(f— 1)»  .  (2n— l)(r-|-l)jr        .  (2n— l)(n~l)«  .  (2w— l)nnj 
"•  ™ M^i '"^ 2;.+l "•  ^^ M^l "^"^    2;^1 


.  3(r-l> 
•"®"'  2«-f-l 

.  5fr-l)» 
•••^"^  2»i+l 


m  ,  (n — l)7r  .      nn 

suit; — TTT        ...  smr;^ — r-T-  sm^ 


sm 


sin; 


'2n+l 

3r?g 
2»+l 

bm 
2n+l 


2n+l 
.  3(n~l)7t 
•"  ®"^   2n+l 

••'  ®"^"  2n+l 


Sin 


2n+l 

37i;r 
2^+i 

.     bnn 


1 

(2s—Z)(r—l)n  .  (2«— 3)r«        .   (2«— 3)(n— 1)ji  .  (2<— 3)n: 
2«+l  "°    2n-|-l      •••"''      '2n+i  ^"^    2n+l 

(»-l)(i— 1)«  .  (2»— Drw        .  (2«— 1)(»— 1)«  .  (2»— l)n 
__A__i_8in__p_  ...  sin 2^j-  —  sxn-^^- 


-3)w7r 

\'Ml 


.  (2«— 3)(r- 

•^ MT 

.  {2*-l)(.— 1)«  .  (2«— l)r«        .  (2«— 1)(«- 

"^ — är+T"^"-2M^i~  ••  '"^ — 2H^1 

t4-l)(r— l)n;  .  {2t+\)sn        .  (2»+l)(n— 1)«  .  v^«-[-i;« 
2H-1        ^'"    2»4-l     •••""        2«+i     ~^^"    2n4-l 


.  (2«+l)nJt 
im — ö~~rT~ 


.  (2n— l)(r— D«  .  (2»j— l)r«        .  (2n— l)(n— l)n;  .  (2n-l)m« 

•••"" — 2H=i — '""^H^r"  - ''° — "2n+i — ''"~2;i+i- 


2gr« 


.   (2«— l)rJi; 
""»    2«+l 


können  als  Quotienten  zweier  ans  ähnlich  gebildeten 
trigonometrischen  Functionen  zusammengesetzten  De- 
terminanten vom  bezüglich  (n — l)ten  und  wten  Grade 
dargestellt  werden,  und  zwar  besitzt  dieser  Quotient 
die  Eigenschaft  der  unmittelbaren  Transformirbarke  it 
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in  einen  ngliedrigen  Kettenbruch  3).    q,  «,  r  sind  belie- 
bige ganze  positive  Zahlen  <<  n. 

2)  Unferdinger,   üeber  die  Anflösung  des  linearen  Systems  von  Glei- 

cbnngen : 

*"="*     .     mn 

2  flTrSin — j—r  =  kn(n  =  1,  2,  .. .  n), 

r=l  7»-f-l  ^  ^ 

Archiv  d.  Math,  u-  Phy8.  56.  Band    S.  105. 

3)  Günther,   BeitriLge  zur   Theorie  der   Kettenbrüche,    ibid.  55.  Band. 
S.  390. 


Anraerknng.  Die  2  Indices,  welche  die  2n .  2n  Elemente  a  unterscheiden, 
liesscn  sic^  ans  Mangel  an  Raum  nicht  sichtlich  trennen.  Nichtsdestoweniger 
wird  das  Lesen  keine  Schwierigkeit  haben,  wenn  man  bloss  beachtet,  dass  der 
erste  Index  durch  die  ganze  Horizontalrcihe,  der  zweite  durch  die  ganze  Ver- 
ticalreihe  gleichlautend  hindurchgeht.     (D.  Red.). 
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XIV. 
Zum  Problem  des  dreifach  orthogonalen  Flächensystems. 

Fünfter  Artilcel.    Fortsetzang  Ton  N.  III. 

Von 

R,  Hoppe. 


12*    Fall,  wo  n  linear  in  ^  und  ^,,  aber  ^i  nicht  linear  in  fi  ist. 

Im  vorigen  Artikel  hatten  wir  angenommen,  dass  n  nicht  linear 
in  ft  nnd  jü^  sei.  Setzen  wir  jetzt  znr  Behandlung  des  restirenden 
Falles 

wo  y,  yi,  y%  Functionen  von  w  sind;  dann  nehmen  die  Gl.  (124)  fol- 
gende einfachere  Gestalt  an: 

Femer  lassen  sich  nun  die  Integrationen  (123)  (s.  d.  folgenden  Ab- 
kürzungen) in  Ausführung  bringen,  und  man  findet: 

'S^  (yi+r2f*)cosA— y2g^sin;+/So 
^=  (yi+y2f*)8in;+y2g^cosA-f  To 
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Fflhrt  man  diese  Werte  in  die  GL  (123)  ein  und  setzt  zur  Abkürznng 

Lq  =a'ginX+^'^8inaco8l 

L   =  (yi+x)LQ—(Sf,'+TQß'cosa)cosl—W—SQß'cosa)^jil 

73  =  r  +  yt'+Toa'  +  Soß'^a 

80  kommt:  (185) 

du  du  dfi  oX 

Dies  verglichen  mit  (183)  giebt  4  Gleichungen,  zwischen  denen  wir 

du, 
erst  ^  eliminiren  wollen.    Man  erhält  so:  (186) 

du  dL 

du  dZj 
-HL -  -£  g-^-  =  B-{-YiD+Y3  +  iBi-\-YiDi)l*-h(Br^D^-^i')f^ 

und  nach  Differentiation: 


8V\  8f« 


(-Ci+y»ö,  +  y,')^+(-qi  +  y,2),)  (f*  +  |f,)  -g^ 


az, 

und  nach  Elimination  von  L  und  -gT^ 

-4— yß+(A— rA+yä)»*+U»-^y^«+ri')f*i 

-I- (C- y,Z>  -  y^O  (J«i -f»*) + (Ci  -  ys,  A  -  y,')  f*  (1  -  Ml) 
+(C,-y,D,)|(^-^»)^,-^(|)'(^+|f,)}  =0 
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hD+r,+I.B,+y,DJi,+(Jl,+y,I,,-j,')i^ 

-(C-c,D-,,')p  +  «7,-,,D, -,,')(l-2ft) 

+(c.-r.«.)  {..i+('+l^)('-^-M|f.)J  =  ° 


Kacb  der  letzten  Gleichung  ist  entweder 

ft-f-gyä  =-  W   (Funetioa  von  ic  allein) 


Multiplicirt  man  Gl.  (187)  mit  S(i  und  integrirt  bei  conatantem  i 
so  kommt: 


gegen  die  Bedingung  von  g.  12.    Es  bleibt  also  nur  der  letztere  Fall  I 
zu  betrachten,  in  welchem  die  S  übrigen  Gleichungen  sich  reduciren  auf  i 

Die  zweite  lässt  sich  nur  erfüllen  durch 
Infolge  dessen  reduciren  sieh  die  übrigen  auf 

4-yi)+CA-r-f>i+r'+)'»*)^+(^a-j'A+)'i')*b  =^  0 
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ond  geben: 
Jetzt  ist 


-4  =  r2> 

Die  dritte  d^  GL  (186)  lautet  jetzt: 

L  =  0 


t — yiA+r«7  aö8) 


0Ö9) 


und  hiermit  sind  die  tkbrigen  rliit*^^  erf&Ilt,  und  dadnrdi  die  4 
GL  (185)  identisch  geworden,  so  da«  sie  simmtlidi  TertreCea  werden 
durch 

^  +  gJ<»'co8«+X^  -  D+Aj^+^tfh  (190) 

Ans  der  zw^toi  Urgkichong  (121)  « 

geht  durch  I^nsetznng  eines  ^pedahrerts  fftr  v  hervor:  (191) 

Vün/t  «ingefQhrt  giebt: 


(192) 


Ut  uun  .<ig — ^^'fi  ^^^  constant  null,  so  erhält  man  durch  £in- 
setzttAg  eines  neuen  Specialwerts  fftr  vi 


l*-!^)  *- ^+^'^*+^4*+ ^«  (*-*!)  ^'i 
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(193) 


und  die  Gletckong  wird: 


1  Problem  dfs  dirifarh  urlkoganaUH  Flirhtnsysli 


^,+  Fyl,-(E+fE^)  r  +  l^i+J\jl,-(E,+f 


IJ)(-'I) 


Ist  hier  der  Coefficient  des  vorletzten  Terms  nicht  constant  null,  w 
ergiebt  ein  neuer  Specialwert: 


k- 


-  C+C.Ä  +  Gsij-  +&', 


■'Sh 


Differentiirt  man  die  Gl.  (193)  (195),  so  kommt: 


"Sk^ 


^6',+  Gjfi-|-ff3 


Bh* 


und  oach  Elimination  voujöp: 

I    Bies  wi 

f     t—  F, 


1  wieder  iJiEfcreiitürt  giebt: 


t—  F,  —  F^  +  (e3+A)g^+ffsF,  -  G,F3+(C,  -  ^ü.i'i)*  +  2^s*' 
und  nach  Addition  von  (195): 
I      at=  (?+F,-|-(C,+F,)A  +  (;,F3— ffsJ^+(2ff,F3— ej)A-üj,Ä» 

f     Demnat^h  führt  die  Annahme  auf  den  bereits  behandelten  Fall  eines 
l     in  A  quadratischen  k  zurück;  der  vorletzte  Coefficient  in  (194)  mnss 


wäre  I 


1  der  letzte  nicht  null,  so  hätte  man: 


t  nach  Integration: 


t  =  j^+JA+J.g  +  Jjg  (197) 

Führt  man  dies  in  (193)  ein,   so  ergiebt  sich  Jj  =  0,   und  k  ist 
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wiederum  qnadraÜBcli.    Es  bleibt  daber  nur  übrig,  dasB  sjle  5  { 
ficienten  in  (194)  null  sind.    So  erbält  mau  5  Gleichnngcn: 

-ij+F^.  -"%,'<    ^i+^r't  -  <•   "" 

A+r^>  =  0>%'     -J.+-fi-<.  =  e.^  (198) 

(wo  die  Werte  der  Q  auB  (194)  zu  entuebmen  sind).  Die  Werte  (123) 
der  A  gestalten  sieb  Dacb  EmfQbmng  der  Werte  (182)  und  (183), 
wenn  man 


.  U,-B,) 


SV 
fc  -  C+ ST" 


S/» 


Bctzt,  folgendermassen: 

-<»-       15+?J'i-«'+(l'C>-y.Cs)-'o 

-<.  =  -  lc,-i',fl,+(r,+r!C>)  A  i  % 

-<,  =      I.B,+f,Ao)% 

au 

A,  =      (fl+Ps^.)  ^ 
Dies  iu  die  vorigen  5  Gleichongen  (198)  eingefübrt  giebt; 
(W.— ri(^+ J)-<.  =  ■'=  O— i«— rOi+f  B.+  »' 

(r.h+r.-f.)-'. -■'. o,-c,+{,^-F,)B,  \     ,200) 

ilit+F^)Ao  =  Ja  =  G^—Di+FaBt  \ 

(P3+^*)-^o  =  Ji  =  ffi— B+Fi/Jj  ' 

Ist  nun  -^0  nicht  constant  nnll,   so  geben  die  2  letzten  Gleicbnngen: 

MH+l'i-Mf.+F,) 
und  nacb  Integration: 


1 


•  Function  von  ti 
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)  ftj  linear  in  ft,  g^n  die  Voraassetzimg  des  Paragraphen.   Fo|| 


t  werden  die  GL  (200)  erfüllt  dorch  J  ^  J. 
mag  der  Werte  far  die  (7  durch 

E, C,  +  j-,/»,-;;(E.+Z»,)      \  (202) 

E,=      D,  —  Fi(E^-\-D,)  [ 

Die  zweite  Urglelchong  ist  jetzt  erfallt;  es  hat  sich  keine  neue  Be- 
Btimmang  fOr  p.  ergeben; -die  einzige  Bestinunang  bleibt  Gl.  (190). 

Flüirt  man  die  Werte  (183)  (l82i  in  die  erste  Urgleichang  (120) 

iein,  so  mftwen  die  Coefticieut^n  Ton  fi  and  fi,,  so  wie  der  freie  Term 
(Easeln  retschwinden,  und  man  erhält  die  3  Gleichungen: 


8i: 


'enn        i 
203) 


itzt  man  fär  H,  Hy,  ff»,  ffg  die  Wert«  (122),  darin  für  ^. 
Wert  (191),  in  diesem  wieder  für  E,  £,,  ...  die  Werte  (202),  fahrt 
endlich  die  Werte  (188)  ein,  so  geben  bei  Anwendung  von  (189)  die 
Gleichnngen  (203)  aber  in  ^m 

.  et  ,  Ä*5äfc  ,  \  /öA  ,  „    „ ,  ,  „  A*\     r,\         H 
(-|+»8t'+'.)(&+''-''''+''-^')  =  °         <«*' 

©+..){i-^+»-*.'+Ar)=»      \ 

r  Factor  STs+h  darf  nicht  constant  null  sein ,  weil  sonst  k  q^i 
I  in  h  wäre;  folglich  ist 
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°^  +  D-D,h+D/j  =  0  (205) 

Jetzt  bleiben  zur  Bestimmung  von  ^  die  2  Gl.  (191)  (193).  Letztere 
giebt  integrirt: 

k^Hok^',       h^^—J"^  (206) 

Erstere  geht  nach  Einführang  dieses  Wertes  und  der  Werte  (202) 
(188)  über  in 

wo 

J^s  «  Z)F3~2>iJi+F/+(A/?i-.2>^^8')Ä+<A  — ^a^3)y 

Äi «  yii>-yA+y8+(yA-y2^-yi')Ä+(y2Öi --71152+720  ¥ 

gesetzt  ist.    Dies  differentiirt  nach  h  giebt  vermöge  (206): 

Ist  nun  der  Goefücient  von  h^  nicht  constant  null,  so  ist  h^  rational 
in  Ä.  Das  Integral  (206)  kann  2  rationale  Formen  haben:  ist  H^ 
kein  Quadrat,  so  ist  h  der  Zähler  von  äjj,  und  dieser  ist  zweiten 
Grades,  mithin  der  Fall  zu  verwerfen;  ist  hingegen 

^o  =  4(Ä-M)*  (208) 

80  findet  man: 

wo 

J^o  =  2F+  2F^M'i-  F^M^ ;      F^  =^  F^^^  F^M 

gesetzt  ist,  und  F^  nicht  constant  null'  sein  darf,  damit  k  nicht 
quadratisch  in  h  wird.    In  gleicher  Form  lässt  sich  entwickeln: 

Hq  "~  (Ä— JI/)2"T"ä— JI/"*~^2 
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ond  Gl.  (207)  gebt  über  io 
2FoM'        2       Fq'  JF^Af'  2F^'  2J-,Jf         ap,' 

■welche  Gleichung  unabhängig  von  h  zu  erfüllen  ist,  so  daas  sich  6 
Relationen  Ergeben.     Hierzu  kommt  vermöge  (208): 


Fg  =  Af;        Ft  =  iAf* 


nnd  man  findet: 


tJiD,+2(F5+n+ft)'- 


^  F/  —  0 


M^«+r.>'+C-Fi+J's)2^+(ft^-)'i)A  -  0 


Dg  =  — öj  +  Dajtf^ 

gesetzt  ist,  die  Gleichungen  fOr  die  G  keine  neue  Bestimmtiug  ent-  ^ 
bftlt«n.    Man  kann  nun 

J-o,     n.     Yu     M,     F„     F, 
.  .  jlIi  willkürliche  Functionen  von  w  ausehün;  dann  werden 
Do,  »5,  i>i,  D„  D,  f,  Ft,  Fl,  F,  Fg,  F,,  F, 
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durch  die  gefandenen  Gleichungen  bestimmt,  und  man  hat: 

^  -  ij^+Fs+F^(h^M)+iFe{h-M)'  (210) 

Die  Gleichung  Dq  =  23/^  zeigt,  dass  h^  M  eine  Lösung  der  GL 
(205)  ist    Das  vollständige  Integral  ist  daher  von  der  Form 

unter  mj  eine  Function  von  u  verstanden.    Dies  eingeführt  giebt: 

woraus: 

nnd  nach  Integration: 

wo  c  ==  1  gesetzt  werden  kann.  Führt  man  den  Wert  (209)  fllr  D^ 
ein,  so  kommt: 

Die  Bestimmungen  von  iL  und  ^,  enthalten  in  (201)  und  (190),  sind 
ganz  ebenso  wie  in  §.  6.  GL  (85)  und  (88)*),  welche  nach  Substitu- 
tion von  — Dy  />!,  — 2>2  bzhw.  für  dj,  ^i,  5  in  die  gegenwärtigen 
Gleichungen  übergehen. 

du 

Die  vorstehende  Lösung  ergab  sich,  wenn  ^g — -^^äi  nicht  con- 

stant  null  sein  sollte.  Dieser  Bedingung  widerspricht  auch  ^  =.  0 
nicht,  weil  E^  ganz  unbestimmt  bleibt.    Sei  jetzt 

jl^-=E^fj^     oder    ^  =  ß'coaa-{-Ei£  (212) 

Ist  alsdann    yl^ — ^sg^  ^^^^  constant  null,  so  erhält  man  durch 

Einsetzung  eines  Specialwerts  für  t?  in  (192)  die  Gl.  (195),  und  GL 
(192)  geht  über  in 


*)  GL  (88)  ist  in  den  beiden  letzten  Tcrmcn  auf  Seite  257.  nach  Seit«  256. 
zu  berichtigen. 


1  PrMeni  des  äyeifacl 


i+OA-lE+OE^l 


\ ^ä-f- ff, ^,  —  C£i+ (?,Ej)  jj 


+  \A+  f^sA  —  (^»4-  ffg^a) 


11)  2 

Wäre  der  Coefficient  des  letzten  Terms  nicht  conatant  nnll,  so  t 

qt  quadratische,  also  I;  kuhische  ganze  Fanctiou  von  h,  nach  dcre 

Einsetzung  in  (193)  sich  jedoch  zeigt,  dasB  der  Coefficient  ' 
nnll  sein  miiss.    Es  bleibt  daher  nur  übrig,  dass  alle  4  Coefficienta 

Jetzt  ist 


.(£ 


Hff^)is 


^S 


Führt  man  also  die  Werte  (199)  für  A^,  A^, ...  ein,  ao  ergiebt  sicb^ 
E  +G  {Es-D^)~B+x'—yD^=(D,-\-E^{(Y+G)^,-r^(i^]   \ 
E,~\-G,(Et-D,)-C-\-rD,  =  {S,-\-E^\y-\-G^!i,-\-y^l*s\ 
E,+  e,(£3-ZJ,)  +  Ci~-J'ifl2  =  C-Oä+-EJ|-r,  +  (ffs-ya)C: 

£5+e3(E,-flJ-J)  =  (fl»+Sl)(G3t*a+J»3) 

Wäre  nun  nicht  jOg-j-E^  constant  nnll,  so  wäre  nach  der  letzi 
Gleichung  jig  linear  in  fij,  also,  wie  im  vorigen  Falle  gezeigt,  (i,  linear  i| 
in  fi.    Andernfalls  sind  die  4  linken  Seiten  nnll,  nnd  man  hat: 

E  +ff  (E^—D,)+f^B  —i  Ji+Z  +)-,'+*'  =  0  \ 
Ei+G,(E3— i?i)+yZ>i— }'jfl  — h'  —  0  I 

^+ff,(£3-A)+y»fl,-)'iA+ft'  =  0  }       (213) 

£5+(?3(E3— /*l)— Ö  =  0 

Differentiirt  man  Gl.  (191)  nach  ft.   Gl.  (195)  nach  w,  nnd  eliminirl 


^ 


j  erhält  man; 
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Gl.  (196)  einzeln  differentUrt  und  integrirt  giebt  bzhw.: 

«='»+*)J  (g3+A)»       ^*  <»S> 

Wäre  letzterer  Ausdruck  rational,  so  wäre  Je  quadratisch  in  A,  folg- 
lich muss  er  einen  Logarithmus  enthalten,  und  Gl.  (214)  kann  nur 
erfüllt  werden,  wenn  der  Goefficient  von  X;,  nach  Reduction  des  Biffe- 
rentialquotienten,  verschwindet.    Dies  giebt: 

JEJ5 — E^h — E^  -g  —  G^s' 
E,+  E^h^ ^-^ (G^34.Ä)^4=:0    Oder 

woraus : 

JEJ^-O;      E^^G^'-E^G^  (216) 

Hiemach  reducirt  «ich  Gl.  (214)  auf 

E^E^G^+E^G+G^(G^'^E^G^)^& 
+  {(^%0^'-{E^+E^G^)G^^G^'\h~{E^+E^G^^G^')^  «  0 

woraus  zunächst: 

^8+JSiG?,+(?2'=0  (217) 

Infolge  dessen  zweitens: 

integrirt :  » 

G^^G^G^+c  (218) 

und  infolge  dessen  drittens: 

E--E^G^J^E^G+{G^G^+c){G^'^E^G^)-G*  =  0       (219) 

Führt  man  die  aus  (216)  (217)  (219)  (218)  fliessenden  Werte  von 
E^,  fjß,  E^,  E,  Gl  in  die  Gl.  (213)  in  def  Reihenfolge  5,  3,  4,  2,  1 
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ein,  "berücksichtigt  jedesmal  die  neugefdndenen  Werte,  u&mlich  von 
A9  ^19  A  -^19  luid  setzt 

■0  erhält  man: 

Es  bleiben  demnach  willkflrlich 

ö^0>    ^3J    ^4»   h   yu    -^8 

wenn  wir  die  letzte  Gleichung  durch  y^  erfüllen  lassen.    Jetzt  gehen 
die  GL-  (212)  (190)  über  in 

Erstere  giebt  integrirt: 

A  =  t?i+w?i;     dw^  =  cosof9j?;    r^  Function  von  v        (220) 
Infolge  dessen  wird  letztere: 

/8/*\/  .X  I  ö^4>  — (^3^4)'  ,     /  w    j       ^ 

V^)  ^^^  CQn8t')+—      ^         — h  «  siii  (vi+ t/^i) 

-|-j3'ßinaco8(wi+*^i)  *"  0 
und  nach  Integration: 

G^^CfA—  6^3)  =  «2—  TTcosvi—  TTi  sin«i  (221) 

8.  sin  CK  sin  t^i 


3^===  6r4(sinM7i8a-{-tga8sinM?i)  «  6?4 


cosa 


#N  .  A    <        *N  V       ^  S.sinofcoswi 

8Tri'=Cr4(C0St(7i0«  +  tga9C08tt7l)  ==  0^4 

Die  erste  Urgleichung  zerfällt,  wie  vorher  in  die  Gl.  (203), 
welche  auch  bei  Einsetzung  der  neuen  Werte  für  die  2>  und  E  m 
die  Gl.  (204)  übergehen.    Daher  ist 

Bk      (G,G,)'  +  G,:k^^      ^^^^    Sj^Hl^j).0 

ow  ^  Gl  ow 


integrirt: 


h^^-^G,  (222) 
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Fflhrt  man  die  Integration  (215)  ans,  so  kommt: 
also  nach  Einführnng  des  Wertes  (222)  von  h: 

»-«-^■(''••+??)-««.-i'°«li 

Durch  Differentiation  findet  man: 


SÄ öT-«!-"-«'*"«^ 

du,  1     fSVa  \ 

gl  -  ©:  w, + ^«^"^  -  ^»«'»H 

Alle  übrigen  Grössen  sind  in  den  gefundenen  bereits  entwickelt 
dargestellt. 

Wir  haben  drittens  den  Fall  zu  untersuchen,  wo 

-^,-^^  =  0-,    ^8-^4 |i  =  0  (223) 

dagegen  der  Goefficient  des  letzten  Terms  in  (194)  nicht  constant 
null  ist.  Hier  erhält  man  sogleich  die  61.  (196)  (197)  und  nach  £in- 
ftthrung  des  Wertes  von  Je  in  (191): 

+  E^[j^+J^^J,^^+E,(j+J^h+J,^ 
Da  Jf  nicht  null  sein  darf,  so  ist  zunächst 

demnach  weiter 

JJ/  =  E  -^Ev^Jq-^E^J 

J^  =  £^ — E^J^-^-E^J^ 

Femer  wird  jetzt  mit  Anwendung  von  (223)  (224)  nach  (123) 
-^8  =  0 


folglich 


^^-V 
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Vermöge  dieser  Werte  gestalten  sich  die  Ausdrücke  (199)  folgender- 
massen: 

du 


8i'     '« ^"irt-rra/gi 

und  die  zweite  Urgleichung  (121)  wird 


woraus: 

^8'4-2J9iJ2  =  0 

Hier  können  H,  J9i,  y^,  y2,  ys,  i^5  willkürlich  sein,  dann  kann  man 
die  Gleichungen  von  der  letzten  anfangend  successive  erfüllen  durch 
J^,  t7i,  J,  t/j),  E^  Ej^  E2, 

Nach  Einsetzung  der  gefundenen  Werte  gehen  die  Gl.  (203) 
wieder  in  die  Gl.  (204)  üher,  nur  dass  zur  Hechten  der  ersten  der 
Term 

-|/>i^2Ä* 

hinzukommt,  welcher  infolge  der  beiden  andern  null  sein  muss.  Dies 
ist  nur  möglich  für 

J9i-0 

Man  hat  also: 

--.  ^D  ==0;    ^jj  =.  c  «  const. 
Setzt  man 

so  wird     ' 

h^u^+WQ  (225) 


I 
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Ferner  ist  jetzt 

ö*  -  c 

4aber  nach  Einfahrong  in  (197) 

(226) 

femer  wegen  ^  '=  0;  ^3  =  I> 


iw 


/S'coscr 


|£  +  g^|3'co8a+a'sini-f  ö'sinacoaA«  jD  =  — n^/ 

Erstere  Gleichung  giebt  integrirt: 

l  =  »i+tTi ;     a?ri  =  COS  adß  (227) 

infolge  dessen  letztere: 

fA  =  v2 — wq  —  PFcos«?! —  TTiSinvj  (228) 

wo 

w        r/  •        a     I              •      :iÄ^^   /•9(sinM7iSina) 
W   «/(srntt^iCÄ+cosiTiSmaöp)  :=  #    — * 

,,.        r/           Q          •          .      ?iz>x         /*3(cos2riSina) 
^1  =/(cosiri8a — Sinir^sina8j5)  =    /    -^^ 

gesetzt  ist. 


13.    Fall,  wo  71  nnd  ft^  linear  in  /ii  sind« 

Ist  fij  linear  in  f*,  so  ist  (i  von  der  Form 

|ü  =  ^cosA  +  ^jSinA  +  ^a  (229) 

und  7t  hat  dieselbe  Form 

n  «.  c(3cos;+^iSinA)+f2  (230) 

wo  J,  ^1,  ^2,  s,  «2  Functionen  von  w  sind.    Hier  wird 
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daher 

-^^/Sij+tcosi;     T=To+C8mA  (231) 

Nach  Einfahrung  dieser  Werte  in  (123)  erhalten  s&mmtliche  ^  die- 
selbe Form;  zunächst  ist 


(232) 


^   -=  Ä^cosA-f  T48inA+^ 

ui/j  =iy8C08A+T38ini-{-^ 
^2  =  ÄgC08X+rjisinX+«' 

^3  =  z/  COS  X  +-^1  sin  X + ^2* 
wo  die  Coefficienten  sich  successive  bestimmen  durch 

2cJo  =  l  +  ^'+V+V 

J^   =di'  — d<?' cos  a+a'       ' 

S2  =-  iSo'  — x/S'sina+mS'cosa 

T^  =  T^'  — xa'— iSo/3'cosa 

Sj  =  >^^2— «-^;     ^3  *=  ^'ja,— «z/i 

Ä  =^2<^4-!r2äi  — ^i«'— Älj/J'sina  +  f'd^—V 

Demgemäss  nimmt  auch  die  erste  Urgleichung  (120)  die  Form  an: 

ÄcosA-|-ÄiSinA~[-«ß2  =  ö 

woraus: 

Ä  =  0;     Äi==0;     ^2  =  0 

das  ist: 

(Äi+fiid2+^a«)^^^^i  +  |' ^2+^^+7;  «0       • 

iy+jyi32+^2«o+J5r3f2+^  V+  f  €'+ÄÄ+Ä2  ==  0     (233) 

Vermöge  der  beiden  ersten  Gleichungen  würde  k  quadratisch  in  h 
sein,  wenn  nicht  die  Coefficienten  der  homologen  4  letzten  Terme 
proportional  Sid^  wären.    Sei  also 


^  =  n^gÄ; 

Si  =  w^a^; 

^8- 

«  ^^^4^; 

iS?4  «  l«?^Ä 

^1  ==  ^Ai 

rj^wj^i; 

T,' 

••^At 

7i  «  K^fidi 
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dann  fallen  beide  Gleichungen  in  die  neue  zusammen: 

l?i+HA+jy^+inr,  +  |ir,+Äir4+«.5=0  (254) 

ond  die  GL  (232)  rednciren  sich  auf 

woraus  dann  weiter: 

da 

•^6  r"  —  *''*  gi  —  *-^8 

^7  ""  «'«gl +  ^2-^8 

da 

Die  zweite  Urgleichung  (121)  hat  jetzt  die  Form: 

{^-'i)VX+^^^^-^      -  C235) 

woraus: 

g^==  5^+^?^,  (236) 

und  zwar  unabhängig  von  '^,  oder  es  ist  zugleich 

du 
-^8-^'^-^  (237) 

Die  entwickelten  Werte  sind: 

«;;  2  gz. 

wo  zur  Abkürzung 

^  =»  ^2+Ä;    ^1  =*  *o — iV 

gesetzt  ist.    Setzt  man  nach  deren  Einführung  in  (236)  den  daraus 

dk 
erhaltenen  Wert  von  g-    nebst  seiner  Ableitung  in  die   Gl.  (233) 

(234),  so  lassen  sich  diese  in  folgender  Anordnung  schreiben: 
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Beide  werden  allein  befriedigt  durch 

g^-.rA+^K-iV)  =  0  (238) 

denn  jeder  der  2  Coefficienten  dieses  Factors  null  gesetzt  würde  ein 
in  h  quadratisches  h  ergeben.    Setzt  man  zur  Integration 

indem  man  a  als  willkürliche  Function  von  w  ansieht,  und  die  Glei- 
chung durch  -ö",  w^  oder  W2  erfüllt,  so  ist  das  vollständige  Integral 
von  (238): 

wo  uq  willkürliche  Function  von  w,  und 

log(?ü  =f{w2  +  ^a)dw',    ico  =  —  \f&a^dic  (240) 

ist  Die  Function  k  wird  allein  durch  die  Gl.  (236)  bestimmt,  welche 
die  Form  hat: 

dk  Ä  *  '  /  ^ht^  dk 

und  zwar  ist 

Nach  (238)  aber  hat  man: 

,  ,  -^V       Sä 

daher  kann  man  die  Gleichung  auch  schreiben: 

(~) (t*const.)  =  (t^2+^Äi)Ä+^o+^A+^2  \        (241) 
Femer  ist  nach  (240) 

folglich  nach  (239) 

TeULVn.  \% 
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und,  bei  constantem  u  integrirt, 
Demnach  giebt  jdie  Integration  von  (241): 


oder  entwickelt: 


wo 


Oa«-I    z dw 


— ' 


Zur  Bestimmung  von  iL  hat  man  nach  (237): 


iw 


(3'cosa+'^(— ^siii^+^i^^osA) 


oder  in  rationaler  Form  geschrieben: 

^"^2  X  X 

2 -g^  = /J'cosa4-^di  -  2'^Ätg2+ (iJ'cosa  —  {>Äi)tg«  I 

Zur  Integration  setze  man: 

8r 

g-  =  /5'cosa+'9'( — ÄsiuT+^iCOST) 

betrachte  x  als  willkürliche  Function  von  w,  und  erfülle  die  Gleichung 
durch  ^,  ^1,  ^,  j5  oder  a;  dann  ist  das  vollständige  Integral: 

^l-'^+Z;!^,  ■  (243) 

WO  vq  willkürliche  Function  von  v^  und 
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Iog''o  =  /ftff2(co8a3^— 9ii,3!<.)  — #JS«.t 


ist.    Hiermit 
form  bestimmt. 


sind  die  gesuchten  Functionen  aämoitJich  in  enlnickelta 
^^K  Ea  bleibt  noch  der  Fall  m  untersuchen,  wo  Gl.  (236)  durch 

orfllllt  nird,  also  \  unbestimmt  bleibt    Zur  Abkürzung  sei 
dann  nird  k  durch  die  2  Gleicbaugea  beatinmit: 


Sk 


Letztere  JSsst  aich  schreibea: 


ind  giebt  integrirt: 


,8(i-.A.  +  .,) 


^Ä,(t~<Ä,  +  E,) 


I  ,  , ^  Function  von  le 

Der  betrachtete  Fall  entspricht  also  nur  einem  in  k  quadratischen  h.  | 


Um  die  Ergebnisse  zusammenzustellen,  so  hat  eich  die  Aufgaba^l 
sämmüiche.  dreifach  orthogonale  Flächensysteme  zn  finden,  deren  einef 
Schar  zu  einem  ebenen  System  von  Geraden  und  parallelen  Trajefr- 1 
torien  gehört,  in  folgende  Fälle  geteilt. 

I.    Ist  k  quadratische  Function  von  h,  so  werden  nach  einander   ' 
fi,  i,  IT  durch  je  eine  Difforentialgleichnng  bestimmt,  während  A  sich 
entwickelt  darstellt  (s.  §.  6.).     Für  unveränderte  Lage  des  Syat«mB 
der  x^j/i^i  im  Räume  ist  in  §.  7.  die  vollständige  Lösung  gegeben.       . 

n.  Ist  ™  nicht  linear  in  (i,  (i„  und  ist  k  knbiache  Function  toHiI 
A,  BO  ergiebt  sich  in  §.  10.  die  entwickelte  allgemeine  Lösung,  ^ 

m.    Ist  7C  nicht  linear  in  (t,  ft,,  uii^ist  k  nicht  quadratisch 
oder  kubisch  in  A,  so  lassen  sich  k  und  k  entwickelt  in  u  darstellen; 
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dagegen  sind  A,  fi,  ts  durch  je  eine  partielle  Differentialgleichnng 
bestimmt,  deren  Lösung  nicht  gefunden  ist-,  für  den  besondem  Fall 
I>2  ='  0  ist  dieselbe  in  §.  11.  entwickelt.  Die  Gleichungen  für  iL,  fi, 
n  stimmen  mit  denen  im  Fall  I.  bis  auf  einen  Punkt,  in  welchem 
sie  specieller  sind,  überein. 

lY.  Ist  7c  linear  in  fi,  fii,  aber  (j^  nicht  linear  in  fi,  so  teilt 
sich  die  Untersuchung  wieder,  je  nachdem  von  2  Eelationen  zwischen 
den  von  t;  abhängigen  Coefficienten  der  zweiten  Urgleichung  keine, 
eine  oder  beide  bestehen:  im  ersten  Falle  bestimmen  sich  (i  und  X 
wie  in  I.,  in  den  übrigen  werden  diese,  und  in  allen  3  Fällen 
h  und  Ic  vollständig  entwickelt  (s.  §.  12.). 

y.  Sind  ^1  und  n  linear  in  fi,  so  ergiebt  sich  in  §.  13.  eine 
entwickelte  Lösuilg. 


(i*n  malhmalitcher  Beilrivj  tic.     27« 


He  Eüstenentwickelung,  ein  mathematischer  Beitrag 
zur  TergleiclieBden  Erdkunde. 


egmund  Günihei. 


S.  1.    Der  Begriff  der  Köstenentwickelung  wnrilc  mit  BewuHstJ  I 
sein  zuerst  von  Carl  Ritter  in  die  geographisciie  Wissenscliaft  ein- 
gefülirt.     Derselbe  hat,  wie  Peschel  ^)  anmerkt,  „viel  Gewicht  darauf 
gelegt,  ÜB  grössere  oder  geringere  Gliedenmg  der  Festiande  dadurch 
zu  bestimmen,  dass  er  ihre  Eiletenaasdchnang  mit  ibrem  Länderranm 
verglich,  ...  um  die  Verschiedenheit  der   Gestaltungen   fühlbar  zu 
machen  und  um  zu  zeigen,  wie  eine  höhere  Gliederung  der  Festiande 
günstig,   eine    geringere  nngttnstig  auf  die  Entwickelung  ihrer  Be- 
wohner  gewirkt   hat."     Sein   hierauf  gebautes   System  bezeichnete! 
Bitter  als  „vergleichende  Geographie",  und  wenn  auch  die  neueral 
Wissenscluft  mit  letatrem  Titel   eia  etwas  abweichendes   Wiasena-r 
gebiet,   nämlich  die  Lehre  von  den  durch  die  Naturkräfte  hedingtenj 
Grestaltäuderungen  der  Erdoberäächc ,   bezeichnet,    so   glaubton  wirJ 
doch  hier   an  der  ursprünglichen  Bedeutung  des  Wortes  festhalteal 
za  sollen, 

Kitter's  Anschauung  lässt  sich  am  besten  durch  die  Wortfl.l 
diarakterisiren,  mit  welchen  er  in  seinem  geographischen  Haupt- J 
werke*)  die  Topographie  von  Afrika  beginnt  „Da  nun  in  Afrilta,,J 
als  feste  Form,  dem  Continentü  (kot  ilojj'^v),  auch  gloichermi 
in  der  Kiistenbegrenzung  die  einfachste  Form  liegt,  wie  in  der  gleich-  j 
mfissigen  Verteilnng  des  Hoch-  und  Platt-Landes  und  in  der  geringem  1 
Ungleichartigkeit  ihrer  Oberflächen,  and  darum  auch,  nach  allen  übri-  ' 
gen  Richtungen  hin,  dieselbe  Einförmigkeit  in  der  Natur  bedingt  ist:' 


so  eröffiiet  dieser  Erdteil  mit  Recht  die  Ecihs  der  Betraclitui 
welche  der  IndividaalitSt  der  Erdtcilo  gen-idmet  ist."    In  diesem  Satze 
ist  bereits  iniplictte  die  Wahrheit  enthalten,  dass  zur  genauen  Kennt- 
~''i  der  ConliuenUlgUederong  die  blosse  Zahl 


PK 


LT  L  dit;  Küsienläng«,  unter  F  den  Flächeninhalt  verstanden,  nicht 
hinreiche,  insofern  dieselbe  bei  den  verscbiedensten  Formen  gleich- 
wohl den  nämlichen  Wert  annehmen  kann.  Indes  ist  Ritter  über 
diese  primitive  Bestimmangsweiso  nicht  hinausgegangen. 


t)   Fischet,    Neue    Frobleme    der    Tergkichcnden    Etdbuide,    Ii^Mlg 

8.  S, 
»)  C,  Killer,  Die  Enlksnde  im  TerfatltaiB«  mr  Natur  und  »ar  Geschicbn' 
Ueiui^hfn.   oder  allgemeine,  vrrgl eichende  Geogmphie,    I.  Theil,    !.  Bncb, 
llD    IStS.  S.  12. 


S-  '2.  Erst  lange  Zeit  nacliher  begann  man  das  völlig  Uuzn- 
rdcheiidc  der  Ritter'schen  Verhältnisszahl  zu  erkennen.  Der  erste 
Angriff  auf  dieselbe  rührt  von  Keber  her.  welcher  zwei  wichtige 
Gegengründe  geltend  machte'),  einen  rein  mathematisch-logischen  und 
einen  mehr  sachlichen.  Er  wies  darauf  hin,  dass  es  unmöglich  sei, 
liueon!  niit  t'lächen-GrÖsscn  zu  vergleichen,  ging  jedoch  uocb 
weiter  und  wies  nach,  dass  auch  der  allenfallsige  ans  dem  früheren 
Berechnangsmodus  resnltireude  Nutzen  dadurch  völlig  illusorisch  \*etde, 
dasE  eben  eine  geometrische  Figur  durch  Inhalt  und  Umfang  noch 
nicht  völlig  bestimmt  sei.  Ohne  vorerst  eine  Verbcssemng  -vorzu- 
schlagen, begnügte  er  sich  damit,  die  Unhaltbarkeit  des  Bestehendfu 
dorgelan  zn  haben,  forderte  jedoch  zu  Verbessernngsvorsch tagen  aaf. 

Diesem  Vorschlage  kamen  bald  verschiedene  Gelehrte  nach.  Be- 
sonders acceptabol  erseheint  die  Idee  von  Bothe*),  dem  Ritter- 
achen Quotienten  den  folgenden 

Z 

VF 
zu  snbstitairen.     Zar  besseren  Vergleichung  beider  Uetboden    hat 
H.  J.  Klein*)  eine  Tafel  gegeben,  deren  erste  Colnmne  nach  Rit- 
ter, die  zweite  nach  Bothe  berechnet  ist    Mau  bat  so  eine  Meile 
Küatenentwickelüug  bei 

Europa  aaf    37;    10,750, -s 

Asien  „    105;      8,555,1 

Afrika  „    163;      4,816,1 

Nord-Amerika    „      &0;     10,423,  /  bleuen. 

SUd- Amerika      „      94 ;      6,001,  \ 

Australien  „      78:      5,114  / 


nir  vergleichenden  Erdkunde.  27Sb 

Der  Anblick  dieser  ZusammeDsteUung  lehrt,  dass  die  zweiw 
Colniunc  bei  weitem  befriedigeiidere  Resultate  ergiebt,  als  die  erste. 
Wenn  aber  anch  durch  Botho's  Festsetzung  der  erste  von  den  Ein- 
würfen Keber's  beseitigt  ist,  so  besteht  doch  der  andre  in  unge- 
Bchwftchter  Kraft  fort,  nnd  wenn  der  Erfinder  {a,  a.  0.)  sagt:  „Mit 
der  Einführung  dieses  Quotienten  in  die  Geographie  wären  alle  die 
Schwierigkeiten  besiegt,  auf  welche  Dr.  Keber  hindeutet;  jeder  so 
erhaltene  Wert  stellt  die  Grenz-,  resp.  Küsten -Entwickeliing  als  eine 
wahrhaft  wissenschaftlicho,  für  alle  Masssysteme  gültige  Zahl  dar", 
so  stehen  dem  noch  grosse  Bedenkoa  entgegen,  wie  weiter  unten  aus- 
fährlich  gezeigt  werden  soll. 

Mit   Botbe'B   Voracblägen   kommen   diejenigen   zweier   andrer! 
Mathematiker   nahe   überein.     Nacb    Schumann  '')    soll 
Küst^nentwickelung  als  das  Verhältniss  der  Eüstenläoge  ein 
zu  dem  Umfang  eines  Kreises  von  gleichem  Fläehoninhalt  anffaaaon, 
so  dass  hiemach  die  Küstenent Wickelung 


y-p  39 
sein  würde.  Diese  Anschauung  von  der  Sache  ist  bereits  früher  von 
Klöden')  mit  den  Worten  ausgasprochen  worden:  „Ein  Kreis, 
welcher  denselben  Flächeninhalt  wie  eins  der  Continente  bat,  würde 
den  kleinsten  möglichen  Umfang  für  dasselbe  Areal  abgeben."  Beiläufig 
Bei  bemerkt,  dass  der  nämliche  Golehrtfi  ")  noch  eine  andre  Auffassung 
von  der  Lösung  unsres  Problenies  hatte;  er  meint  nämlich,  das  Areal- 
verhttltniss  der  Glieder  (Halbinseln  nnd  Landzungen)  eines  Continents 
zum  letztren  selbst  könne  ebenfalls  als  Mass  der  Küstenent  Wickelung 
betrachtet  werd^u.  Dies  ist  an  nnd  für  sieb  nicht  unrichtig,  würdß 
aber  zu  einer  genauen  mathematischen  Fiurung  der  Grösse  k  nicht 
ausreichen. 

Schliesslich  wäio  auch  der  Meinung  von  Steinhauser'')  Er- 
wähnung zu  tun.  „Herr  Steinhäuser  schlägt  vor,  die  Küston- 
umfänge  in  Quadrate  zu  verwandeln,  um  hiedurch  homogene  Yer- 
hSltniss zahlen  zu  gewinnen,  welche  unter  sich  anstaudslos  verglichen 
werden  können."    La  zufolge  mUBste 


sein.     Wie  man  siebt,   stimmen  Bothe,  Schumann  und  Steia-1 
hauser  principiell  überein. 


i 

n 
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3)  Kli'ber,  Fll  bell  iah  alt  und  Kabtenlänget 
beim  VerBlciuh  derselben  durch  Zahlpn-AngBbcii,  Pci 
Mittheilaiigen,  Jahrgang  IB63.  S.  309, 
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4)  Bot  he,    Ueber  die  BeziebaDgen   zwiscben  FUcheninhalt  vmd  Giea»- 
IftDge  dor  GrenzlAnder,  ibid.  Jabrg.  1863.  S.  406. 

5)  H.  J.  Klein,  Popol&fe  astronom.  Encjclopädie,  Berlin  1871.  S.  1S7. 

6)  Bothe,  S.  406. 

7)  Klo  den,  Handbuch  der  physischen  Geographie,  BerÜn  1859.  S.  73. 

8)  Ibid.  S.  74. 

9)  Bothe,    S.  406. 

§.  3.  DasB  die  verschiedenen  zur  Verbesserung  der  Ritt  einsehen 
Müthodo  in  Vorschlag  gebrachten  Bestimmungsweisen  sämmtlich  nur 
den  Einen  der  von  Keber  angemerkten  Punkte  berücksichtigen,  hat 
lotztror^^)  in  einer  Erwiederung  energisch  betont  Durch  Zerl^ung 
einer  einfachen  geometrischen  Figur  weist  derselbe  nach,  dass,  wenn 
mau  nur  dem  Worte  Eüstenentwickelung  den  richtigen  geographisch- 
historischen  Sinn  unterlegt,  auch  bei  Anwendung  des  Bothe' sehen 
Quotienten  sich  Ungereimtheiten  ergeben  können.  Dem  von  Keber 
gcgobenon  Beispiele  möchten  wir  noch  das  nachstehende  anscheinend 
besonders  prägnante  zur  Seite  stellen. 

(yonstruiron  wir  die  durch  die  beiden  Gleichungen 

aj  =  2cosg?+2cos5<3P, 
2^  =  2sing?  —  2sinaqp 

charaktorisirte  Hypocyklolde,  so  stellt  sich  dieselbe  dar  ate  dne  ans 
fünf  congruonten  und  in  Einem  Punkte  zusammenlaufenden  Blättern 
bestehende  Curve,  so  dass  sich  also  offenbar  für  das  von  der  Curve 
umschlossnc  Flächenstück  eine  äusserst  günstige  Küstenentwickelnng 
ergiobt.  Nun  hat  Dur^ge^^)  die  interessante  Bemerkung  gemacht, 
dass  eine  Ellipse,  welche  die  beiden  Strecken 

*'    5 

bezüglich  zur  grossen  und  kleinen  Axe  hat,  sowohl  an  Flächeninhalt, 
wie  auch,  an  Umfang  mit  jener  sternförmigen  Hypocyklo'ide  überein- 
stimmt, und  wir  müssten  sonach  beiden  Figuren  die  nämliche  Küsten- 
entwickelnng zuteilen.  Ein  Blick  auf  Fig.  3.  überzeugt  uns  von  der 
gänzlichen  Unbrauchbärkeit  des  Ausdruckes 


in  diesem  Specialfalle.* 

Einen  berichtigenden,  jedoch  die  uns  hier  hauptsächlich  inter- 
ossironde  Frage  ebenfalls  nicht  beachtenden  Zusatz  zur  Schumann- 
Botho'  schon  Methode  hat  S  c  h  u  1 1  z  e  *^)  geliefert.    Insofern  nämlich 


2|/jtF(l 


zur  veif/lckhntlttt  Ettllunilt 

I  Vorschlage  des  Ersteren  von  Eminem  KreiBe  dio  Rede  war,  lag 
slJllBcbweigend  die  Voraussetzung  einer  ebenen  Figur  zu  Grunde; 
Schnitze   führt  die   analoge  Bestimmung  für  die  Kugelfläche  durch 

II     und  findet  so,  nnttT  E  den  Oborflädioniuhalt  der  gauzeu  Erde  ver- 

'      Btaudcn, 

^^^^Secht  wird  bemerkt,  dass  bei  Untersuchung  von  LändcrcomplexenJ 

F  % 

oder  gar  von  Erdteilen,  der  Bruch  7;.  nicht  als  verschwindeud  klcioj 

betrachtet  werden  därfe.    Indess  betrifft  dies  nur  eine  untergeordneW 
j      Correction. 

Dagegen  hat  die  Kritik  von  v.  Prondzynski^^)  den  Nerv  doF^ 
Sache  richtig  gefroftcn,  iusofem  als  derselbe  betont,  dasa  aus  der 
bloHaeu  Kenntnias  vou  Umfang  uud  Inhalt  sich  noch  gar  kein  richti- 
ges urteil  über  die  Gesammt- Küstenen t Wickelung  gewinnen  lasse. 
Freilich  urteilt  derselbe  zn  pesHimistisch ,  da  aus  seiner  Abhandlung 
deutlich  hervorgeht,  wie  er  eine  mathematisch  -  richtige  Berllcksich- 
Üfpmg  der  so  sehr  verachiedeaen  geataltlichen  Verhältnisse  eines  Lan- 
des ftr  unmöglich  halte.  Er  vcrlässt  also  die  Bothe'ache  Verhült-  _ 
msszahl  als  solche  ganz  und  gar  und  schlägt  vor  „bei  Zusammen-^ 
Stellungen  über  Eüstenentwickolnng  gar  nicht  derartige  Angaben  i 
machen,  sondern  den  Quotienten  für  irgend  ein  bestimmtes  LancQ 
j  etwa  Europa,  anf  Eins  zu  redncireu  und  dio  Kfistenentwickeluuz  aller 
1  andren  Länder  dann  als  Teile  oder  vielfache  dieser  Einheit  anzugeben." 
Dieser  Vorschlag  ist  ou  sich  gewiss  beachtenswert;  wir  werden  aber 
im  Folgenden  zu  zeigen  suchen,  dass  sich  eine  Grosse  y.  derart  finden.  J 


mit  allem  Rechte  setzen 


I  können. 


Erwähnt  möge  noch  werden,  dass  Bothe")  gegen  Keber's" 
zweite  Arbeit  Verwahrung  eingelegt  und  dabei  besonders  hervorgehoben 
bat,  dass  er  seinen  Satz:  „Aehnliche  Figuren  orgeben  dieselbe  Ent- 
wickelungs-Constante"  durchaus  nicht  als  einen  umkehrbaren  habe 
betrachtet  wissen  wollen.  In  der  Tat  ergiebt  sich,  wenn  man  an 
diesen  Ausspruch  die  bekannten  ^^)  Kriterien  der  Umkehrbarkeit  an- 
legt, sofort  die  Unmöglichkeit  einer  solchen.  Hier  ist  also  Botho 
im  Rechte,  wenn  er  jedoch  sich  dahin  vernehmen  lässt,  die  Auffindung 
eines  ähnlichen  aber  umkehrbaren  Theoremes  sei  absolut  unmöglich, 


mit-  ^^J 

anc^^^H 
aller  I 

1." 

ier  1 

en^^H 
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Bo  werden  die  nachstehenden  Zeilen  zur  Widerlegang  dieser  Äasi 
dienen. 


I   Vo  räch  lag  , 

.,  ZeiUchr,  I 


10)  Dr.   Keber'B   Emwand   g«f^n   Dr. 
lannn'a  gcogr.  Mitthcü.  Jnhrg.  1864,  S.  91. 

11)  Üur6gc,   Ueber  eine  basondere  Art  cyclischer 
Miitb.  u.  Phye.  Jahrg.    1B64.  S.  S16, 

12)  Dr.  Keber's  Einwand  etc.,  S.  flS. 

13)  Lieut.  T.  ProndajnBki's  ErOrtening  und  Vorschlug,    Ibid.  , 
1864.  S.  92. 

14)  Bolhe,  Fläcbeniabalt  und  Grondängo.  Eino  ErwieileniDg  auf  erfei 
beno  Bedcnkiiii,  Ibid.  Juhrg.   1S64.  S.  S32. 

15)  Günther,  lieber  einige  An  wen  düngen  und  Erweiterungen  de»  Hat)) 
ber'schcn  Tbcorcraa,  Archiv  d.  Mulh.  u.  Pb;s.,   b6.  Band.  S.  !6. 

§.  4.  Wir  haben  bereits  im  Vorigen  gesehen,  dass  es  durchana 
nicht  angebt,  den  Begriff  der  Kllstenentwiekelnng  einzig  mit  Hülfe 
von  Inhalt  und  Umfang  zu  formulircn,  dasa  es  yielmehr  sich  als  un- 
ahweiabaro  Notwendigkeit  herausstellt,  auch  die  Terschiedenheit  der 
geataltlichen  Verhältnisse  mit  in  Rechnung  zu  ziehen.  Wie  aber  kann 
diese  Verschiedenheit  mathematisch  formuiirt  worden,  üra  hierüber 
zur  KJarheit  zu  gelaugcn,  ist  es  erforderlich,  die  eigentliche  Bedeu- 
tung jenes  Wortes  einer  eingebenden  Analyse  zu  unterziehen. 

Die  KüstenentwickeluDg  ist  um  so  bedeutender,  je  energischere 
Eingriffe  das  Wasser  in  das  Land  gemacht  hat.  Offenbar  kommt  also 
nicht  allein  der  Flächeninhalt  des  betrachteten  Landes  in  Betracht, 
sondern  auch  der  Flächeninhalt,  welchen  die  durch  Wasser  erftlllten 
Küsteneinschnitte  zusammen  ergeben.  Da  aber  diese  Wasscrzungen 
nicht  abgeschlossen  sind,  sondern  mit  dem  Weltmeer  zusammen- 
hängen, so  muss  irgend  ein  Abschlnss  herbeigeführt  werden,  nnd  um 
diesen  zu  erhalten,  genügt  die  Bemerkung,  dass  bei  kleiner  werden- 
dem Umfang  die  Küstenentwickelung  zunimmt.  Mit  Rücksicht  auf 
diese  Betrachtungen  stellen  wir  dann  folgendes  fest: 

Um  die  Küstenentwickelung  einer  beliebig  gestalte- 
teten  Figur  zn  erhalten,  beschreibe  man  um  dieselbe 
eine  andere,  deren  Perimeter  aus  geraden  Linien  (be- 
züglich grössten  Kreisen)  zusammengesetzt  ist.  DioB 
geschieht,  indem  man  etwaige  Rückkebrpunkte  einfach 
verbindet,  ausserdem  aber  alle  diejenigen  Doppeltau- 
genten  construirt,  welche  zwischen  den  Berührungs- 
punkten den  Umfang  der  ursprünglichen  Figur  nicht 
achneiden;  durch  diese  Operation  wird  von  diesem  Um- 
fang ein  Teil  {=S)  abgeschnitten.  Linien,  die  ins  Innere 
der  Figar  fallen,  werden  aiclit  berücksichtigt.    Behalten 


«■P  vtrgleicht'iden  Erdkundt. 

ferner    die   bishorigo    Be^eichnangeweiae    bei    ud< 
setzen  noch  Umfang  und  Inhalt  der  umschriebenen   V\ 
gur  bezüglich  gleich  L'  und  F\  so  ist  jolzt  die  Kosten 
Dtwickeiung 


Setzt  man  noch  L'  =  Jj-|-ig  +  ...-|-l«,  unter  i  die  Uferlängon 
der  einzelnen  Buchten  verstanden,  so  kann  man  jetzt  asch  aaf;en: 
Stimmen  filr  ^wei  Figuren  L,  F,  F",  sowie  auch  sämmtliche  X  über- 
ein, 80  besitzen  dieselben  die  gleiche  KUstenentwickelung.  Hiermit 
ist  die  Ton  Bothe  (b.  o.  §.  3)  als  ewig  offene  betrachtete  Frage  ein- 
fach erledigt. 

So  hat  die  Figur  ABCDEFG  {Fig.  2.)  in  A  einen  Büekkehr- 
pnnkt  zweiter,  in  B  einen  aolchcn  erster  Klasse.  Man  zieht  AB^ 
legt  TOn  B  eine  Tangente  nach  C ,  von  C"  eine  solche  nach  £',  von 
£"  eben^  nach  G"  und  schliesslich  von  G"  nach  A.    Alsdann  ist 

i,  =  AJ-'^JB^         ig  =  BK-\-KC\         ig  =  C"D-\-DE, 
Ij  =  FfF-\~FG',         As  =  G"H-\~HA^ 
und  es  folgt 

AJ-\-JB-\-BK-\-KC'-\-C"D-^DE;^ß'F-{-FG'-\-G"K-\'HA,\ 
^ -\-  C'g"+E'£"-|-  g'g" __^ 

^ J+ J£ + BÄ-+ Ä-C ' + CD + ZiE" + £r'F4- J^'+ ff"^+ fl^'l 

Hat  die  Figur  gar  keine  einspringenden  Teile,  ist  sie  vielmehr  I 
nach  allen  Seiten  convex,  so  ist  i'  =  S  =  0,  F*  =  F,  und  man  findet  \ 


t 


[an  erkennt  jedoch  sofort  die  'Wahrheit  der  Tatsache 

yF'—F 

nnd  es  zeigt  sich  also  auch  der  geometrisch  zn  erwartende  Umstand: 

Fflr  alle  durchaus  convexen  Figuren  ist  der  Bothe- 
Bche  Quotient  das  genaue  Maas  der  KUstenentwickelunfk-l 


284    Gü,uktr:  Dif  Kiistc«i,.>, 

§.  5.  Als  einfacher  Beleg  möge  noch  foigendea  dienen:  Eh  8ei 
ABC  (Fig.  3.)  ein  gleichschenklig -rechtwinkliges  Dreieck  mit  der 
Kathete  1;  man  halbire  AB  in  D,  ziehe  AD  und  mache  DE  =  AD; 
wird  dann  noch  E  mit  H  verbunden,  so  ist  das  überschlagene  Viereck 
ACEB  cntstauden.  Um  die  EUstentwickelung  zu  finden,  mass  noch 
C'E  gezogen  werden;  alsdann  ist 

AC-\-CD-\-DE+EB-\-BD-\-DA   AD-\-DB+BA-\'CI>j-DE-\-EC 
Vi  AD.  CD  '  VlB^-^iAD.CD 

Für  gewöhnlich  wird  man  sich  zur  Bestimmung  der  für  die 
Berechnung  von  i-  nötigen  Daten  mit  Vorteil  des  PlanimetorH  be- 
dienen. Dass  man  mit  Hülfe  eines  solchen  auch  die  erforderlichen 
Längen  bestimmen  kann,  geht  aus  dem  Croftou'schen  Theorem 
hervor.  Legt  man  nämlich  von  einem  willkürlichen  Punkte  an  eine 
geschlossne  Curve  zwei  den  Winkel  #  bildende  Tangenten,  so  ist 
bekanntlich 


-  2(2+2y2)* 


und  auch  das  hier  auftretende  Doppelintegral  kann  auf  planimotri- 
schem  Wege  rein  mechanisch  bestimmt  werden.  Hat  man  dagegen 
es  mit  Bphärischeu  Figuren  zu  tun,  so  wird  mau  alles  auf  aphüxische 
Dreiecke  reduciren  und  das  Legendre'sche  Theoi-era  anwenden, 
welches,  wie  NelP"")  gezeigt  hat,  einer  grüasreu  Ausdehnung  fähig 
ist,  als  mau  bisher  gewöhnlich  glaubte. 


16)  Neil,  Zur  höheren  Geodäsie,  ZeiUchr.  f.  Muth. 


19.  Jahrg. 


tinei  Funiiametilalsai 


xvr. 

Beweis  eines  FnndameDtaLsotzes  Ton  den  magischen 
Quadraten. 


nuHd  Günthe 


§.  1.  Die  vorliegende  Mitteilung  hat  den  Zweck,  au  der  in  letzter 
Zeit  wenigstens  bei  deutschen  Mathematüieni  ziemlich  in  VtjrgesBen- 
heit  geratenen  Lehre  von  den  magischen  Quadraten  einen  kleineu 
Beitrag  zn  liefern.  Um  Ober  diejenigen  Punkte,  deren  Erledigung 
hier  angestrebt  wird,  Klarheit  zu  erhalten,  wird  es  sich  empfehlen, 
das  in  diesem  WisaensKweige  bisher  Geleistete  mit  kurzen  Worten 
zn  registrireu. 

Unverbürgte  Gerüchte  lassen  die  Lehre  von  den  magischen  Qua- 
draten hei  den  Indem  entstehen;  hiatorische  Documente  für  diesen 
Ursprang  lassen  sich  jedoch  nicht  beibringen.  Einem  in  Deutschland 
wohl  wenig  bekannten  Werke  französischer  Zunge  ^)  entnehmen  wir 
folgende  Notiz:  „M.  de  in  Louböre  en  a  trouvö  la  connaiasanc«  r6- 
pandne  dans  l'Inde,  et  snrtout  h,  Sorate,  co  qui  rend  aasez  probable 
qn'elle,  nons  Went  de  ce  pays  auasi  bleu  que  notre  Systeme  de  numfe- 
ration  *).  Ohne  die  Eichtigkeit  dieser  Angabe  irgend  in  Zweifel  zieheu 
zu  wollen,  dürfen  doch  aus  derselben  weittragende  Schlüsse  nicht 
gezogen  werden;  die  Schriften  der  indischen  mathematischen  Classiker 
enthalten  nichts  hierauf  Bezügliches. 

Der  erste  hiatoriach  constatirto  Schi-iftsteller  über  diesen  Gegen- 
stand ist  der  Byzantiner  Moschopulos,  wahrscheinlich  im  14.  Jahr- 
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I  den  nag. 


hundert  lebend*).  Derselbe  fast  das  magische  Quadrat  bereits  | 
in  nnsrem  Sinne  auf;  es  sollen  die  ersten  m^  natürlichen  Zahlen  so 
zn  einem  quadratfönnigen  Schema  znsammengestellt  werden,  dasB  die 
Summen  aller  horizontalen  und  vertikalen  Reihen  (Zeileu  und  Colon- 
neu)  stets  die  nämliche  Zahl  liefern,  nie  die  Summen  der  beiden 
Diagonalreihen  —  eine  Definition,  die  jede  andre  Bcheinbar  compli- 
cirtere  in  sich  aufnimmt  und  deshalb  auch  hier  stets  festgehalten 
werden  a oll.  MoscUopul's  von  Mollweide*)  reprodncirte  Regel 
bezeichnet  eiseu  bereits  ziemlich  hohen  Grad  von  SagacitHt  und  ist 
ein  fdr  die  Geschichte  der  mittelalterlichen  Mathematik  kostbares 
Denkmal;  sie  beschrankt  sich  übrigens  auf  Quadrate  mit  ungerader 
[  "Wurzel. 

Der  allgemeine  Charakter  der  Wissenschaft  im  scholastischen 
Hittelalter  lässt  es  nicht  wunderbar  erscheinen,  dass  die  Mystik  sich 
r  neuen  Erfindung  bemächtigte,  und  dass  so  die  magischen  Qua- 
drate als  Ämulete  und  dergleichen  eine  älmlithe  ßolle  spielen  muas- 
ten,  wie  das  pythagorische  SternfQnfeck ^).  Mollweide*)  föhrt 
nach  Kästner  einige  solche  die  Numismatik  mehr  als  die  Mathe- 
matik interessirende  Reliquien  an.  Als  ein  Nachklang  dieser  Periode 
Bind  auch  die  Phantasien  der  deutschen  Gelehrten  Agrippa  von 
Netteshoim*)  und  Theophrastus  Paracelsna')  zu bezeichneD. 
Von  letztrem  wird  gewöhnlich  nur  die  Schrift  „De  plauetanini  ägil- 
lis"  in  der  uns  hier  interessirenden  Angelegenheit  genannt-,  indeSEen 
wandte  er  dem  Gegenstande  auch  sonst  seine  Teilnahme  zu ,  frcöUcb 
in  einer  nns  unverständlichen  Weise.  Es  möge  hier  an  eine  von  a^- 
nem  Biographen  Siber^)  eitirto  Stelle^)  erinnert  werden,  welche 
von  dem  mediciniscben  Gebrauch  der  Amulete  handelt;  es  heiast  dort: 
„Als  Beispiel  stehe  hier  das  Sigillnm  Saturni.  Es  wird  von  feinem, 
puren  Villacher  Blei  gemacht,  auf  einer  Seite  qnadiirt,  und  Beio  Qw- 
drat  mit  3  multiplicirt  und  in  einer 


6     18 
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jeden  Linie  soll  stehen  15". 

Ton  einem  mehr  wissenschaftlichen  Standtpunkte  aus  scheint  zn- 
erfit  der  deutsche  Arithmetiker  Stiefel")  die  Lehre  von  den  magi- 
schen Quadraten  behandelt  zu  haben,  und  M-  Cantor")  sagt  mit 
Recht,  dass  mehrere  seiner  Betrachtungen  auch  für  einen  Mathe- 
matiker unsrer  Tage  noch  Stoff  genug  zum  Nachdenken  darbieten, 
jedoch  gelang  ihm  ebensowenig  wie  ■seinem  Landsmann  AdamBiese") 
die  Aufgndnng  einer  einfachen  Methode  zur  mechanischen  Conetmetion 


inthtr!   Btweia  ein«  Fiindamealaliahfi  tun  den  mag.   Quadraten.    287 

dieser  Gebilde.  Wohl  aber  scheinen  sich  im  Besitze  eines  solchen 
Verfahrens  verschiedene  denlsche  Arithmetiker  ans  der  zweiton  Hälfte 
des  sechszehnten  Jahrhanderts  befunden  zu  haben.  So  berichtet  nns 
Doppelmayr")  von  einem  gewiesen  Zacharias  Lochner  ans 
Ingolstadt,  „dasB  er  gar  leicht  und  behend  allerley  magische  Quadrate, 
ja  gar  die  grösste,  zu  deren  jeder  öfters  ein  gantzer  Eegalbogen  er- 
fiirdert  wurde,  beschreiben  und  darstellen  kundte"',  ähnliches  wird  nns 
auch  TOn  dem  Nürnberger  Eechenmeister  Petor  Roth  gemeldet'*). 
Diese  Angaben  acheinen  darauf  hinzudeuten,  dass  jene  Männer  sich 
bereit  im  Besitze  derjenigen  Methode  befanden,  welche  den  eigent- 
lichen Vorwurf  dieser  Notiz  bildet  und  durch  deren  Anwendung  die 
Tfielbe wunderte  Geschicklichl;eit  jener  Bechenkün stier,  wie  wir  sehen 
werden,  sich  sehr  einfach  erklärt.  Schwentor'*)  führt  als  weitre 
Autoren  über  diesen  Gegenstand  noch  Franciscus  Spinoia  und 
Georgius  Heuischius  an;  er  selbst  erweitert  die  Aufgabe  ioBO- 
fern,  als  er  Zahlen qiiadrate  constrairen  lehrt,  bei  welchen  die  der- 
selben Zeile,  Coloune  oder  Diagonale  angehörigen  Glieder  ein  con- 
atantes  Froduct  geben.  Zu  diesem  Zwecke  constmirt  er  zunächst 
ein  geYiöhnliches  magisches  Quadrat  und  ersetzt  jede  beliebige  Zahl 
rsdbea  durch 


i  willkürliche  ganze  positive  Zahl  verstanden. 


Um  jene  Zeit  begann  der  grosse  Neubegründer  der  unbestimmten 
Analytik,  Bachot  de  M6ziriac'^)  sich  mit  diesem  Gegenstände  zu 
beschäftigen;  er  fasste  das  Problem  als  ein  zaldentheoretischea  auf 
cnd  lehrte  die  Quadrate  mit  ungerader  Wurzel  construircn.  In  diesem 
Sinne  erregt«  die  Aufgabe  auch  die  Aufmerksamkeit  des  um  gewisse 
Partien  der  Zahlentheorio  hochverdienten  Faulhaber"),  dem  auch 
bei  seiner  unverkennbar  ausgcsprochnen  mystischen  Richtung  die 
tabbaliatis che  Verwendung  der  magischen  Quadrate  imponiren  mochte. 
Auch  wirkte  er  wohl  in  diesem  Punkte  auf  seinen  Freund  und  Schüler 
Remmelin'^)  ein,  von  dem  Ofterdinger.  '^)  bezeugt,  „dass  seine 
Theorie  der  magischen  Quadrate  heute  noch  von  Wert  ist".  Bei  dem 
Polyhistor  Athanasiua  Kircher  ^"J  tritt  die  wissenschaftliche  Seite 
der  Sache  natürlich  zurück,  ■ 

Die  erste  grössere  selbständige  Abhandlung  über  die  magischen  ' 
Quadrate  verdanken  wir  dem  französischen  Gombinatoriker  Frönicle 
de  Besayä').  Derselbe  vertritt,  seiner  wiaaenachaftiichen  Richtung 
entsprechend,  einen  mehr  combinatorischen  Standpunkt,  giebt  Regeln 
zur  Bildung  der  Quadrats  von  gerader  Wurzel  und  bestimmt  die  An- 
zahl derjenigen  Quadrate,  welche  sich  Über  einer  Strecke  von  vier 
Längeneinheiten  errichten  lassen  —  eine  für  die  Theorie,  wie  wir 


I 
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Kcbher  zeigen  werden,  wichtigo  Leistung.  Auch  discatirte  er  sqIS 
ladrate,  welche  durch  Wegnahme  Rnsarcr  Roiben  ihren  Charakter 
verlieren,  von  Montucla^}  „carr^a  miigo-magiques"  genannt 
Auf  Frenicle's  Arbeiten  baute  zunächst  Poignard  ^*)  weiter, 
dessen  Leistungen  jedoch,  obschon  sie  in  mancher  Hiiwicht  eine  Er- 
weiterung des  Fuudamentalprohlcma  darbieten,  für  die  eigentliehe 
Theorie  von  geringerem  Belange  aiad.  Die  beste  Abhandlung  lieferte  J 
bald  darauf  der  in  vielen  Beziehungen  bedentondo  Mathematiker  de 
la  Uirc**)  und  an  ihn  scLliessen  aich  eng  aa  seine  Landsleota 
Sauveur'-''),  Ona-en  Bray^)  nndRallier  des  Ourmes^'').  Der 
orstfl  dieser  drei  vordient  in  der  Geschichte  unarer  Specialdiaciplin 
auch  deshalb  eine  Stelle,  vceil  er  den  Versuch  machte,  die  An^be 
auf  die  Dimensionen  zu  erweitem  und  raagischo  Würfel  zu  constmiren. 
In  Deutschland  sind  aus  jener  Periode  die  Namen  v.  Clansberg**), 
Rebifs*')  und  Capito^")  zu  nennen,  welche  die  wissen sehafÜiche 
Seite  des  Gegenstandes  jedoch  nicht  wesentlich  förderten. 

Im  Allgemeinen  lässt  sich  der  für  das  achtzehnte  Jahrhundert 
überhaupt  charakteristische  Zeitgeist  auch  darin  nicht  verkennen,  dass 
man  mit  der  Steünng  des  Problems,  wie  sie  aus  dem  Altertum  fiber- 
kommon  war,  nicht  mehr  sich  zufrieden  zeigte  nnd  allenthalben  KSn- 
steleien  daran  ansinbringen  versuchte,  obschon  man  sich  die  Fnzu- 
läugUchkeit  des  bisher  selbst  flir  den  einfachsten  Fall  Geleisteten 
nicht  wohl  verhohlen  konnte.  So  wenigstens  glauben  wir  die  ZusäU« 
von  Kochanski^'),  Franclin'*^)  u.  a.  auffassen  zu  mllssen. 


I)  Un  million  de  faiW,  etc.,  par  J.  Aocard  etc,  Paria  1850.     S.  91. 
9}  EntloTi,   matbcmnlical  and    phyaical   dictionarr,    London    I79S  —  9e- 

^oi.  n.  8. 6. 

3)  Molltroidc,  De  quudratts  mngids  commentHCio,  Lipsiae  1S16.  S.  41  ff. 

4)  OQnther,  Lo  evilappo  ston'co  della  leoria  dei  poligoiii  siellsti  ael 
antichilii  e  nel  medio  cto,  trnd,  de  A.  Späragna,  Estr.  dsl!  BallQtt.  di 
bibiiogr.  e  di  etor.  dolln  scicoM  mnthem.  e  fis.,  Tomo  VI.     S.   19  ff. 

6)  MolJweicU,  Pratfatio. 

6)  Agrippa  T.Notteaheiin,  da  ooonlta  PhiloBophia  libri  m,  Coloniia 
>a3.     IL     S.  £!. 

T)TheDplirii8tD9  Faracelaae,  Ärchidoxia magicae libri  Vil  imzweiten 
land  der  Opera,  Slrnsabnrg  i6i6 — 18, 

8)  Eixner  und  Sibec,   Lebon   nnd   Lehrmeiiinngen   berühmter  PbjHiker 
Ende  des  XVI.  und  am  Anfange    des  XVII.  Jahrbandeits,  1.  Heft,  Sali- 
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9)  ParaceUuB,  Arcbid,  mag.  S.  570  S. 

10)  Stiefel,  Arithmetica  in!«Brn,  Npnmb.    1544.    S.   24  ff. 
ll)M.CantoT,    Petrna  BamoB,    Michae  l  Stifcl,    nieronymm 

IpiRrdanns,    drei    mathemntiache   Charaktoibildcr   aua    ilcm    16.  Jnhrhundert, 
milch'a  Zeiuchr.  f.  Math.  n.  FbfB.    S.  Band. 
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12)  Adam  Riese,  Rechnung  nachiler  lange,  auf  den  Linihrn  und  Fwler 
n.  8.  w,     Leipzig  1550.    S.  108. 

13)  Doppelmayr,  historische  Nachricht  von  den  NQrubergischcn  Mathe- 
maticis  und  Künstlern,  Nürnberg  1730.     S.  164. 

14)  Ibid.     S.   165. 

15)  Schwenter,Dcliciaephy8ieo-mathomaticae,  Nürnberg  1636.  S.  100  ff. 

16)  Sachet  de  Meziriac,  Problbinca  plaisans  et  ddlcctables,  qui  se  fonf 
par  Ics  nombres,  Lyon   1613. 

17)  Fnnlhaher,  Arithmotischor  cuhitopsischor  Lustpartcn,  mit  neuen  In- 
vontionibus  gepflanzt,  Tübingen   1604.     A.  v.  St. 

18)  Remmelin,  2'iT^ayoßvtaouoQ  d(fi&fiotao7r),npoS  hnec  stmoturn  tabu- 
larnm  quadratarum,  Aug.  Vindelic.  1627. 

19)  Ofterdinger.  Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathematik  in  Ulm  bis 
»ur  Mitte  des  XVII.  Jahrhunderts,  Ulm  1867.     S.  5. 

20)  Ath,  Kircher,  Arithmolo^in,  sive  de  nbditis  numcrorum  mvsteriis, 
Romae  1665. 

21)  Frenicle  de  Bcssy,  Traitc  des  quarrds  magiqucs,  Divers  ouvrages 
de  Biath.  et  de  Phys.,  par  M8sr8.  de  l'Acad.  Koy.  «los  Scienc.  Paris  1693. 
S.  428  fil 

22)  Montucla,  Ilistoire  des  Maihematiques,  Paris   1758.    Tome  I.  S.  348. 
28)  Poignard,  Traitd  des  quarrds  magiqucs,  Bruxcllos  1704. 

24)  De  la  Hire,  Nouvellc  constrnction  des  qnarres  magiqnes,  Mdm.  de 
l'acad.  rojalc,  Annec  1705.     S.  166  und  480  ff. 

2&)Sauveur,  Construction  gdnfTalc  des  quarr^s  magiqucs,  Ibid.  Annde 
1710.     S.  124. 

26)  Ons-en-Bray,  Mdthodo  facile  pour  faire  tcls  quarrdes  magiques  que 
ron  Youdra,  Ibid.  Annde   1750. 

27)  Ballier  des  Ourmes,  Memoire  sur  Ics  carrdes  magiqucs,  Mdm.  des 
Sayans  dtrang.,   1763.  IV. 

'-'    -28)'  V.  Clausbcr^^   Demonstrative  Rechenkunst,  I^ipzig  1732,   4.  Teil. 
§.    1505. 

29)  Rohlfs,  Künstliches  Zahlcnspiel  oder  gründliche  Anweisung,  wie  die 
sogenannten  magischen  Quadrate  leicht  zu  verfertigen,  Buxtehude.  1742. 

30)  Capito,  Alle  ulagischen  Quadrattafeln  zu  verfertigen,  d.i.  die  Zahlen 
aller  geraden  und  ungeraden  Quadraten  gründlich  auszurechnen,  leicht  zu  ord- 
nen, und  viele  Millionenmal  eben  so  leicht  zu  verandern,  dass  sie  in  die  Länge. 
Breite  und  über's  Crcutz  einerlei ,  und  die  verlangte  Summe  bringen.  Glück- 
stadt 1767.  - 

31)  Kochanski,  Considerationcs  circa  qnadrata  et  cubos  magicos,  Acta 
erndit.     Lipsiac  1686,   1690,   1692.     S.  391,  B.  329,  S.  490. 

32)  F  ran  Clin,  Experiments  and  observations  on  Elcctricity  mnde  at 
Philadelphia  and  communicated  in  several  letters  to  Mr.  Collinson  in  London, 
New  edition  of  thc  Wholc  with  additions,  London   1769.     S.  350. 

§.  2.  Von  neueren  Mathematikern  hat  sich  fast  allein  Moll- 
weide mit  den  magischen  Quadraten  beschäftigt  und  diesem  Gegen- 
stande (s.  0.)  eine  eigene  Schrift  gewidmet,  welche  das  Verdienst  liat^ 
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früber  zerstrcnt  nud  nii vermittelt  hingcstdltvn  Ki-gelii  nnter  ejnin 
leiiiscbaftlirhou  GesicLtspunkt  zu  bringen.   Vom  rein  wissL-uschaft- 

leu  Stflnd|>iinktp  aus  genügt  d«niuacb  MnllweiJe'B  Arbeit  allen 

isprücbfii  1   andrerseits  niüssen  wir  jedoch  anch  Müller's*')  Ans- 

epnicb  als  gerechtfertigt  auerkeunen,  dass  dieselbe  „in  Beziebung  auf 

leichte  und  cinfaclie  Darstelluug  iler  Zauberquadrate  mancher  Znsütze 

budarf".    Vuu  sonstigen  Bcinülmugen  doatscber  Matbematiker  liabcii 

ansebeinend  nnr  noch    die  volupiimlae  Schrift  von  Hugel^)  211 

[ciclinen,  welclie  allerdings  einige  neue  Darstclltiugs weisen  lehrt, 

nusreu  Zweck  jedoch  nicht  weiter  in  Betracht  kommt.     Dagegen 

als  ein  wesentlicher  Fortschritt  die  Abhandlung  von  v.  Pessl  zu 

bezeichnen^*),   welche  das  magische  Quadrat  allgemeiner  als  niagi- 

Bchea  Cylinder  auffasst  uud  diu  Lehre  von   diesen  Gebilden  in  eine 

'biudung   mit  jener  Discipliu  zu  setzen  sucht,  welche  wir  gegen- 

:ig  als  Analysis  aitiis  m  bcKcichnou  pflegen. 

Den  rein  arithwietiiicbun  Teil  der  Frage  liat  iu  neuester  Zeit 
W.  Tliomiison^")  wesentlich  gefördert,  indem  er  eine  Methode  an- 
I  einem  gegebenen  magischen  Quadrat  von  »^  Zellen  ein  an- 
on  {pii)*  Zellen  herzuleiten,  unter  y  eine  willkürliclie  ganxe 
Zahl  verstanden.  Besitzen  wir  eine  Methode,  jedes  Quadrat  mit  un- 
gerader Wurzel  ohne  wcitOTes  zu  bildeu,  so  sind  wir  durch  Thiimp- 
Hon'a  Hegel  iu  den  ätaud  gesetzt,  auch  jedes  beliebige  andre  Quadrat 
zu  bilden,  indem  jede  Zahl  iu  Primtactoren  zerlegbar  und  jede  Prim- 
zahl, ausgenommen  2,  zugluicb  «ine  ungerade  Zahl  ist.  Nur  das 
Quadrat  von  16  Zellen  macht  eine  Ausuahmo,  indem  es,  wie  leicht 
ü  Quadrat  von  4  Zellen  nicht  gieht;  indessen  ist  die 
lonacbaftliche  Uiscuasion  gerade  dieses  Quadrates  bereits  von  Fre- 
§.  1.)  zum  Abschlüsse  gebracht  worden. 

Die  jet^it  näher  zu  charauteriBircnde  Begol  zur  Constructiou  magj- 

Mier  Quadrate   von  ungerader  Zellenzahl   ist  nun   im  wesentlichen 

lentiscb  mit  jeuer  des  Moschopulos,  ändert  dieselbe  jedoch  inso- 

1  bedeutend  um,  als  uun  die  Darstellung  der  Quadrate  seihst  eine 

Q  mechanische  wird  uud  die  Nachahmung  der  oben  von  den  Reebou- 

tnstlern  Lochner  und  Roth   angeführten  Kunststücke  einem  Je- 

1  sofort  sich  darbietet.    Diese  Verbesserung  des  alten  Verfahrens 

nt  bereits  aus  dem  vorigen  Jahrhundert,  indem  sie  nach  Mul- 

i  Angabe  iu  einem  maudierlei  Seltenheiten  enthaltenden  ^')  liol- 

Ipdischen  Werke  sieh  findet. 


nf  jeder  Quadratseite    errichte    man 
fe  Anzahl   der  Zellen   ist,   eine  Reihe   vo 
■trisch,  (s,  d.  Fig.)  die  hezüglieh 


wenn   (2»+l)« 
u  Rechteckear- 
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n — 2,     »  —  4,    n — 6    ...    5,    3,     1 

Zellen  euthalteu;  die  so  eutstandeneu  Figuren,  von  oben 
nach  links  herumgezählt,  mögen  als  erste,  zweite,  dritte, 
vierte  Terrasse  bezeichnet  werden. 

In  das  erste  Feld  der  Terrasse  I  trage  man  die  Zahl 
1  ein  und  fülle  nun  in  diagonaler  Richtung  sämmtliche 
zu  erreichende  Zellen  durch  die  Glieder  der  natürlichen 
Zahlenreihe  aus,  so  dass  in  die  unterste  Zelle  von  Ter- 
rasse III  die  Zahl 

(2.^4-1)' 

tritt.  Hierauf  verschiebe  man  eine  jede  Terrasse  parallel 
mit  sich  selbst  so  lange,  bis  jede  Quadratseite  mit  der 
gegenüberliegenden  zusammen  gefallen  ist-,  auf  diese 
Weise  rückt  jede  Zahl  der  Terrassen  in  das  richtige 
Feld  des  magischen  Quadrates  ein. 

Ersichtlich   können    wir  aber  (liest?  Operation  der   Verschiebens 
auch  umgehen  und  so  sagen: 

Um  die  ^)te  Zeile  oder  Colonne  des  magischen  Qua- 
drates zu  bilden  (p<iu)^  zähle  man  die  Anzahl  der  be- 
reits in  der  nämlichen  Horizontal-  oder  Verticalreihe 
stehenden  Elemente  ab,  dieselbe  sei  /;  zu  diesen  /Ele- 
menten nehme  man  noch  die  Elemente  jener  Zeile  oder 
Colonne  von  Terrasse  III  oder  IV  hinzu,  welche 

2/*+l  -/ 

Elemente  aufweist.    Zur  Bildung  der   (/*+l+p)  ten   Zeile 
oder   Colonne   (i^  <C  »*)   bedient   man   sich   des    nämlichen 
Verfahrens,  nur  dass  an  Stelle  von  Terrasse  III  und  IV 
bezüglich  Terrasse  I  und  II  zu  treten  haben. 

Mit  Hülfe  dieser  Regel  ist  in  dem  angeführten  Beispiel  zunächst 
das  Schema  für  169  Elemente  construirt.  Die  weitre  Anwendung 
ergiebt  die  noch  nicht  durch  Zahlen  ausgefüllten  Plätze  in  folgender 
Weise.    Es  ist 

a  =  104,  h  -=  116,  c  =  128,  d  =  140,   e  -  152,  /  =  164,  g  =  92, 

h  =  117,    i  =  129,  h  -=  141,   /  =  153,  m  =  165,  n  =  S,    p  =  105, 

Q  =  130,  r  =  142,  8  =  154,    t  «  166,    ?*  =  9,   ^;  ==  106,  w  =  118, 

X  =  143,  tj  =  155,  3  =  167,  A  =  10,   B  =  22,  C  =--  119,  D  =  131, 

E  =  156,  F=  168,  G  =  11,  7/  =  23,  J—  120,  A'  =  132,  L  =  144, 

M  =«  169,  A^  -  12,  F  -  24,  Q  ==  36,  R  -  133,  S  =  145,  T  =  157, 

19* 


*    Gäntlitr:   Vev'i' 


iFt-  FiwiliitaeHlaliHiltti 


iia<J/ot 


"  13,  r  =  -in,  W  =  37,  X  =  134,  1'  =  ÜB,  Z  =  158,  t 
.  26,  j.  =  38,  a  =  50,  t  =  147,  f  =-  169,  jj  —  2,  #  =  1^  «  - 
=  51,  i  =  148,  (•  =  160,  V  =  3,  1—15,  n  =  27,  p  =  52,  ff  - 
=  ICl,  w  =  4,  V  =  16,  X  =  28,  V  =  40,  o  --  65,  a  =  162,  b  A 
>  17,  b  =  29,  e  =  41,  t  =  53,  g  —  7f(,  ()  =  6,  i  =  18,  1  =5 
-  «,  m  =  M,  n  =  6C. 

Hientiit  ist  in  wenigeu  MinuH^n  cVw  Coiistructioii  des  magise 
idratcä  gORpben. 

nöi'kuiig-  Zur  ViTviillstilmligiiug  der  Litpra,tur übersieht  g 
iiocli  auf  Ut(!  Bor){filltigit  /usammuustelluug  in   tielilcj 
Wörterliiicli  "*)    und    auf  Ilnriicr's   kürzlich   ei 
AbliauiUuug  aufnierkBani  gemacbt  werden  ^^y 


Bililiotlick,  Nflrnl>ei'g   IB30. 
de,   iniitlicnifltiBdi  bchnndelt   i 


h;bondi:re  Art  mngiadi.  Qaeclratc,  Ambcrg  ll 
miigic   Squares,   Qmirlerly  Journal  or  piitc  nnit 


BKel 

■         soll 


33)  Maller,  Aust'rk' 

34)  Haf;cl,    Dia    m,y 
Ansbuch   1859. 

Si)  V.  Posal,  ÜPber 

36)  W.  Thompsun, 
^lleil  malhcmiitiTs,  X.  S. 

37)  VoritHs  iiuadriim  mntliDimilica,  phyaiuH,  philulogicn,  IheologLca, 
lodmni  IT65. 

38)  Gchkr'e  |>lij»ikiili 
..     Artikel:  Mugic. 

39)  Horner,  Üti  tbc  «Igebra  of  mngit  siiunics,  Qanrt,  journ.  XI. 


,   2.  Auflnt,'e,   e.  Bund, 


Ami^I 


§.  3.  Eiuen  Beweis  bat  der  nnbukauute  Erfinder  der  im  Vor- 
ihendeu  mitgotcilteu  Kegel  nicht  für  dieselbe  geliufßrt;  derselbe 
soll  uuu  im  Fulgejiden  erbracht" werden,  imd  zwar  werden  wir  uhr 
hierbei  an  die  zweite  Furmuliniug  halten.  Der  Beweis  zerfilUt  in 
aclit  Unterabteilungen;  es  musB  nämlich  gezeigt  werden,  dass  für  die 
beiden  Diagouatreiheu,  für  jode  jjtc  C'olonne  und  Zeile  (p ■<,'»),  für 
jode  {ii-\-i-\-p}ti3  Goioune  und  Zeile  (p-C")  nud  schliesslich  für 
die  mittlere  («-l-l)te  Colonne  und  Zeile  der  nämliche  Wert  sich  er- 
gebe, wenn  wir  alle  darin  vorkommetidcn  Zahlen  zusamineiiaddiren. 
Da  die  tiesammtneunzahl  dieser  Zahlen 

(2"  +  l)-  ■_ 

so  ist  ihre  Gesaninitaunime 

1+2+3+.. .+(a»+i)'  =  4(a«+i)«[(2.+i)''+i]. 

Ird  deren  {2»  +  l}ter  Teil  gleich 


4n3+6nH4"  +  l- 

pesen  Wurt  inuss  jede  der  genannton  acbl  Sur 
'!  f.'oiisl  rurtiou  richtig  is(. 
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§.  4.    Es  möge  uuu  fttr  jede  einzelne  dies  untersucht  werden. 

I)  Im  rechten  ohei*en  Eckfelde  des  Quadrat«  steht  die  Zahl 

l  +  ,i(2n  +  l), 

und  es  wird  sonach  die  von  ohen  rechts  nach  unten  links  gehende 
Diagonale  durch  die  einzelnen  Glieder  der  arithmetischen  Reihe 

l+«(27*+l),     2+7*(2?*+l),    3+u(2n  +  l) . . .  2«  +  7i(2;<  +  l), 

2i»+l  +  n(2»»+l) 

zu  besetzen  sein  (in  dieser  Besetzung  liegt  die  Analogie  unsrcs  Ver- 
fahrens mit  jenem  des  Moschopulos;  während  aber  dieselbe  hier 
nur  ein  Ausfluss  eines  allgemeineren  Verfahrens  ist,  ist  sie  bei  jenem 
das  Primäre).    Die  Summe  dieser  Diagonalreihe  ist  also 

^^(l+2/»+l)+n(2M+l)^  =  4/*a+6/^^+4/i  +  l. 

II)  Die  andre  Diagonalreihc  beginnt  mit  der  Zahl 

ihre  einzelnen  Glieder  werden  also  successive  die  folgenden  sein: 

„+1,  ,*+1+1.(2m+1),  /i+l-f-2.(2f/.+l)...M  +  l  +  (2'*-l)(^'*+l), 

«+l  +  2/*(2/d+l). 

Die  Summe  dieser  Glieder  ist 

(;*  +  l)(2i.  +  l)  +  J(2y/  +  l)'=^"''+^'*'+A''  +  l. 

III)  Die  (/d4-l)te  Zeile  enthält  blos  diejenigen  Zahlen,  welche 
mit  ihr  in  der  gleichen  HorizontÄllinie  liegen.    Das  erste  Glied  ist 

2/i+l; 

demnach  treten  in  dieselbe  successive  folgende  Zahlen 

2/i+l,     2?A+1+1.2/*,     2«+l4-2.2/i...2M  +  l  +  (2;i  — 1)2//, 

2?i+l+2/«.2//. 

Die  Summe  dieser  Progression  ist 

(2/i+l)^+2/*.w(2/i+l)  =  4m^+(^/^^+4/*+1. 

IV)  In  der  (/«  +  l)ten  Coloune  begiiiut  die  Reihe  mit  1,  so  dass 
man  die  Summe 

l_|_l.(2«+2)4-2.(27/,  +  2)+...2/i.(2//.+2) 
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ZU  nehmen  hat.    Dieselbe  ist  gleich 

2?^+l  +  /^(2w  +  l)(2w+2)  ==  4^^4-671^+4/^4-1. 

§.  5.  V)  Nunmehr  möge  für  die  pte  Zeile  (p<C^O  die  Bestim- 
mung vorgenommen  werden. 

Wir  bezeichnen,  analog  dem  Gebrauche  der  Determinantentheorie, 
die  in  der  Zeichnung  oben  stehende  Zeile  und  die  am  weitesten  links 
befindliche  Colonnc  bezüglich  als  erste  Zeile  und  Colonne. 

Die  pUi  Zeile  enthält  zunächst  alle  mit  ihr  bereits  in  der  näm- 
lichen Horizontale  stehenden  Glieder;  um  die  hieraus  erwachsende 
Summe  zu  finden,  hat  man  die  Progression 

w4p 

7i-\-p'{'1.2n 

n+p+2.2n 

zu  summiren.    Man  erhält  als  Summe 

2  =  (n-\-p)^-{-'n(n-\-p)(n'^p — 1). 

Hierzu  kommen  der  Festsetzung  zufolge  noch  die  Glieder  der  /7ten 
Zeile  von  Terrasse  III,  welche 

2w  4 1  —  (**  41^)  =  ^*  4"  1  — P 
Glieder  enthält.    Die  Reihe  ist  hier  nachstehende: 

(2n+l)(n+p+l) 
(27*4 1)  (71+^41)  4 1.2w 
(2w.+l)(7i+jp4l)42.2w 

(2n  +  l)in+p'\~l)'\'(n--  p)2n. 

Die  Summation  liefert 

2'  =  (2n+l)(n+p  +  l){n  -p-i-l)+n{n '-p)(n-^p  +  l). 

Hiemach  ist  die  Gesammtsumme  der  Reihe 

-S  +  2:' =  4^346^24. 47*4 1. 

VI)  Betrachten  wir  nunmehr  die  {n-{-l-\-p)tG  Zeile.  Die  bereits 
von  Anfang  an  derselben  angehörigen  Zahlen  beginnen  mit 

(^+1)(2«41) 
und  bilden  die  Reihe 


Günther:  Biweis  tines  Fuiithtmentahatzt»  von  tftw  mny.  ilnadralen.   295 

(p-fl)(2«H-l) 

(p+1)(2h4-1)+1.2« 

(p+l)(2n+l)+2.2// 

(li  +  l)(2«+l)  +  (2«-,,)l>/i. 
Die  Sammation  liefert  die  Summe 

Da  bis  jetzt  (2/*— /i+l)  Glieder  verwendet  wurden,  so  muss 
noch  ans  Terrasse  I  jene  Zeile  hiuzugenonnnen  werden,  welche 
(2»+l— 2w+|j  — 1  =/))  Glieder  aufweist;  dies  ist  aber  die  jUe, 
welche  demnach  durch  die  Ileihe 

P 
7?-j-1.2/* 

m 

/,  +  (p~l)2// 
gebildet  wird.    Die  Summe  dieser  Reihe  ist 

also 

2:  +  2:'  =  4/*3-f6//.^+4M+l. 

VII)  Die  zur  Ausfüllung  der  pteu  Colonne  bestimmte  Reihe  ist 

diese: 

M— ;?  +  2 

w— /)+2+l.(^'*+'^) 
M-2>+2  +  2.(2;*+2) 

M-p  +  2+(/.+;»  — 1)(2«+2) 
and  ihre  Summe 

i  =  («-p  +  2)(«+j>)+(«+l)(/i+;»-l)  («+/>)• 

Hierzu  tritt  noch  die  yte  Cölonue  von  Terrasse  IV  hinzu,  in  der 
(2n+l  —H—p  =  «—/»  +  !)  Glieder  sich  befinden,  nämlich  die  Reihe 

(«+;))  (2» +1)+1 

(«+p)(2»+l)+l  +  l.(2«+2; 

(»4-/))(2«+l)  +  l+2.(2«+2) 

(/i4-/))(2/i+l)+l  +  (vf-/>)(2/.+2) 

Die  Addition  ergicbt 
i;'  =  [(,*4-p)(2n-fl)  +  l](/i-/>  +  l)  +  0*  +  l)(H-p)U-7>  +  l), 

Auch  hier  ist 
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VIII)   Für  die   (M+l+p)te  Coloune   haben  wir  zunächst  die 

Reihe 

p{2n-\-l)  +  l 

^(27i+l)  +  l +  1.(271+2) 

2?(2w+l)  +  l+2.  (271+2) 

^(27^+l)  +  l  +  (27^— p)(2«  +  2); 

deren  Summe  ist 

2  =  Ip{2n  +  l)  +  l']i2n-p+l)  +  (u  +  l){2n'-'p)i27i  —  p  +  l). 

Aus  der  Terrasse  II  ist  beizuziehen  die  Reihe 

2n— p+2 

27i—_p+ 2+1.(27^+2) 
27i— ^+2+2.(271  +  2) 

27^  — ^+2+(jp  — l)(27i+2) 
mit  der  Summe 

2'  =^p{2n-p+2)  +  {n+l)p(p-iy 

Es  ist  also  schliesslich  auch  in  diesem  Falle 

2+ 2'  =  47^3+67^^+47»+l, 

und  damit  ist  der  vollständige  Beweis  für  die  Richtigkeit  unserer 
Construction  erbracht. 

§.  6.  Resumiron  wir  kurz  das  Gesagte,  so  möchten  wir  den  Vor- 
teil der  bisher  discutirten  Regel  zur  Formirung  magischer  Quadrate 
andren  ähnliclien  Verfahrungsweisen  gegenüber  als  einen  doppelten 
hinstellen.  Die  Untersuchung  über  die  verschiedenen  Arten  von 
Zauberquadraten,  welche  bei  gegebener  Zellenzahl  sich  construiren 
lassen,  knüpft  am  besten  an  eine  Reihe  bereits  vorliegender  Quadrate 
an,  und  eine  solche  Reihe  liefert  uns  unsre  Methode,  indem  die  Ein- 
schreibung der  Zahlen  auf  verschiedene  Weisen  abgeändert  werden 
kann.  In  Verbindung  mit  der  Thompson 'sehen  Regel  (s.  o.  §.  2.) 
wäre  also  eine  Basis  für  irgend  welche  weitere  Forschungen  über 
diese  Materie  gegeben. 

Der  andre  Vorteil,  welchen  wir  oben  nannten,  ist  ein  metho- 
discher. Man  l)etrachtete  bisher  die  Lehre  von  den  Zauberquadraten 
fast  ausschliesslich  als  ein  specielles  Capitel  der  Zahlentheorie  odA-, 
besser  gesagt,  der  unbestimmten  Analytik.  Der  im  Vorstehenden  ge- 
lieferte Beweis  einer  durch  hohe  Einfachheit  sich  auszeichnenden 
Construction  bedient  sich  dagegen  lediglich  elementarer  algebraischer 
Transformationen  und  ermöglicht  so  jedem  nur  mit  der  Lehre  von 
den  einfachen  arithmetischen  Progressionen  Vertrauten  das  Verständ- 
niss  eines  Hauptsatzes. 
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xvn. 

iBeitrige  rar  Theorie  unrein  periodischer  Becfmalbrfiche. 

V(»ii 
Karl  Broda^ 

Lehrer  für  Mathematik  und  Physik  in  Wien. 


Ein  aurein  pc^riodischcr  Decimalbrncb,  dessen  Periode  eine  grrado 
Stelleiizahl  besitzt,  kann  wenn  p  die  vt  ziffrige  Zahl  bedeutet,  die  \ov 
der  Periode  steht,  wenn  x  die  erste  und  y  die  zweite  Hälfte  der 
Periode,  and  wenn  r  ihre  Stelleuzabl  vorstellt,  immer  ausgedrückt 
werden  darch  die  Reibe 

Soll  die  .identische  Gleichung 

9.10*(10-4-l)        ^  10*'»'^  10"»+»- "r  iQm+urT  iQm43»"r--r    ^t 
wobei  a  eine  constante  Grösse  darstellt,  bestehen,  so  ist,  wenn  für 

der  früher  [Seite  86,  1.  Heft]  gefundene  Wert 


10*'a;-f-y 
102'' ~1 


gesetzt  wird 
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9 '.  10«  (nr +1)  if>-  "^  n>-    Kß' — 1 

Sacht  man  aus  dieser  O'.eichuDg  ar-f-y,  so  ist  nach  einfacher  Re- 
dnction 

ar+y  =  /i  — ^ — J; 

Die  letzte  Gleichung  ist  mit  der  auf  Seite  86  unter  2)  gefundenen 
Relation  flbereinstimmend ,  woraus  die  Anwendbarkeit  der  dort  auf- 
gestellten Sätze  für  diesen  Fall  erwiesen  scheint.  Die  Gleichungen 
1)  und  2)  können  in  doppelter  Beziehung  Verwertung  finden: 

I.  Soll  ein  unrein  periodischer  Decimalbruch,  dessen 
Periode  eine  gerade  Stellenzahl  besitzt,  und  deren  ein- 
zelne Ziffern  sich  zu  a  ergänzen,  in  einen  gewöhnlichen 
Bruch  verwandelt  werden,  so  findet  man  den  Zähler,  in- 
dem man  die  der  Periode  vorgehenden,  und  die  die  erste 
Hälfte  der  Periode  bildenden  Ziffern  als  eine  Zahl  be- 
trachtet, um  die  Tor  der  Periode  stehende  Zahl  ver- 
mehrt, diese  Summe  verneunfacht,  und  dieses  Product 
um  a  vermehrt;  um  den  Nenner  zu  bilden,  hängt  man  au 
die  Ziffer  neun  (r— 1)  Nullen  wobei  r  die  halbe  Stellen- 
zahl der  Periode  ist]  an,  schreibt  rechts  noch  die  Zahl 
neun,  und  so  viele  Nullen  als  der  Periode  Ziffern  vor- 
hergehen. 

Z.  B.  0  12352412536.  Da  hier  a  =  7,  a;  -=  5241,  p  =  123,  r  =  4 
und  m  ==  3  ist,  so  erhält  man 

für  Z ^  q[(pliy+x)+p]+a  =  9 [1235241 4- 123] +  7  =  11118283 
für  iV=9.1(>3[10*+l]  =  90009000 

daher  ist 

11118283 


0- 123  52412536 


90009000 


0-4256543201234.  Da  a  =  6,  a;  =  65432,  p  =-  425,  r  ==  5  und  m  =  3 
ist,  so  muss 

Z=  9[42565432-f  425]4-Ä  =  383092719    und 

iV=  9<X)0090000 


sein,  deshalb  ist 


0-4256543201234  =  ggj^ 
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Ebenso  findet  man  für 

a.  s.  w. 
Setzt  man  für 

JL  .  ._^     .  _?_    .         .   _.^„ 

SO  ist  ans  Gleichung  1) 

Z^    p  1    Z, 

N      10»»"'~10"»ivV ^^ 

wobei  für 

X  R  Zy 

10'-+iV^ilÖ'^  *••'  N\ 
gesetzt  wurde,  und  da  nach  Relation  5.  [1.  Heft,  Seite  90] 


ist,  so  moss 


i?==?iV— Z 


sein,  nach  einfacher  Reduction  findet  mau  für 

Zi  __      9a;+a 
iVj  ~  9(10»  +  1) 

Setzt  man  in  Gleichung  3)  den  eben  gefundenen  Wert,  so  wird 

Z       9[(plO^+«^)  +  J>]  +  «      •  ,, 

N^        9.W»(10  +  1)         ^ 

Gleichung  4)  führt,  wenn  a  =  9  wird,  zu  einer  sehr  einfachen  Ver- 
wandlungs-Methode, es  ist  dann 

i\^~     9.i(>'»(io*+iy    ~    i()^(io'-+i)     •  •  •  0} 

Aus  Gleichung  5)  folgt  die  Regel: 

Ein  unrein  periodischer  Decimalbruch,  dessen  Pe- 
riodenziffern sich  zu  neun  ergänzen,  wird  in  einen  ge- 
wöhnlichen Bruch  verwandelt,  indem  man  die  der  Pe- 
riode vorgehenden  und  die  die  erste  Hälfte  der  Periode 
bildenden  Ziffern  als  eine  Zahl  betrachtet,  und  die  um 
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die  Einheit  vermehrte  vor  der  Periode  stehende  Zahl, 
zu  dieser  Zahl  addirt;  die  erhaltene  Summe  teilt  mau 
durch  10»»(10''4-1),  wo  r  die  Stellenzahl  der  halben  Pe- 
riode, und  m  die  Anzahl  der  der  Periode  vorgehenden 
Ziffern  vorstellt. 

Z.  B.  0-4  23457654.  Da  hier  a  =  9,  x  =  2345,  m  =  1  und 
r  =  4  ist,  so  erhält  man  für  Z=  42345+1+4  ==  42350,  für 
jV=  10(10'*  +  1)  =  100010,   daher  ist 

42350 
0-4  23457654  =  iö5ölö 
Ehen  so  findet  man 

1923458 


0- 0001  923456076543  = 


10000010000 

...■.:."-  .„w.-  ■•  ■ 

r  und  m  ganze  Zahlen  vorstellen,  in  einen  Decimalbruch 
verwandelt  werden,  so  werden  nur  (w+r)  Ziffern  durch 
gewöhnliche  Division  bestimmt,  die  zweite  Hälfte  der 
Periode  findet  man,  indem  man  die  Ergänzung  zu  a  bil- 
det. Die  Ergänzungszahl  a  ergibt  sich  als  Rest  bei  der 
Division  des  Zählers  durch  neun. 

^   ^  456789437     ,  _        ,  .    .  ^  k    .-      * 

900000090'  d^  ^  =="  7  ^^'^  m  =  1  ist,  SO   bestimmt  man 

durch  gewöhnliche  Division  die  8  ersten  Ziffern  50754376.  Durch 
Bestimmung  der  Ziffersumme  des  Zählers,  und  nach  Weglassuug  der 
in  dieser  Summe  enthaltenen  Nenner,  ergibt  sich  die  Ergänzungs- 
zahl 8,  daher  ist 

456789437 
9ÖÖÖÖÖÖ9Ö=^'^7^^7^^1^^^2 

u.  s.  w. 

Ist  r  >  m,  SO  lässt  sich  sofort  eine  zweckmässige  Vcrwandlungs- 
Methode  aufstellen: 

Man  zerlegt  Z  in  Z=«  9-4+a,  von  der  Zahl  4  worden 
die  m  ersten  Ziffern  dieser  Zahl  abgezogen,  und  der  er- 
haltenen Differenz  die  zweite  Hälfte  der  Periode,  die 
aus  r  Ziffern  besteht,  angehängt,  die  zweite  Hälfte  der 
Periode  findet  man,  indem  man  die  Ergänzung  zu  a  bildet. 

„   ^   220830892      ^    ^.  ,         ^        .         , 

9Ö0ÖÖÖ90Ö'  ^^^  TW  =  2,  r  ==  6,  also  r^  m  ist,   da 
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erner  220830892  =  9.24536765+7  ist,  a  =-  7  und  ^  =  24536765, 
daher  24536765—24  =  24536741,  also 

220830892 

900000900  =  0-24536741241036 

645783454 
Soll  z.  B.  9Q(V)fvQrvy)  ^^  ciuoii  Decimalbmch  verwandelt  werden, 

so  ist  anter  Berücksichtigung  der  Entwicklung  auf  Seite  88  (1.  Heft), 
da  1»  =  3,  r  =  5  und  645783454  =  9.71753717  +  1  ist,  «  =  1  und 
^  =  71753717,  daher  71753717  —  717  =  7175300,  also  ist 

645783454 

gQQQQ^^QQQ  =  0-717  53000[-4][-2]lll 

Nimmt  man  aber  als  Ergänzungszahl  für  a  =  10  an,  so  ist  sofort 

645783454 


900009000 
Wien,  am  21.  Aug.  1874. 


=  0-717  5299958111 


Jjii^.  ^"^    V«- N-'f  .-/»•■      Ar   jÄfw*»*   «*•■    ^iMBc 


I 


xvnL 

Znr  TV#m  4!«  «■gtgghikVfm  skirhsirtttRa  Drficiffcs 


/*  aait  «i«i  0>irdi]iatca  /»,  *.     Die  T^-iaiTZÄZiae  rvist^hea  &sem 

{^t^pzü  PaiiiK»r  nmi  f:lsf:m  Pnatir  *i:r  Ctttc  is:  ;eii«r<  Mal  a»f  der 
l*:it*T€*:tiii^ti  ^yniihZU:  iihziizieibra  «jiiTr  biiLTLni-iür»-:!;  wir  bietnichteu 
d'jü  2^^:LiTtrva:hfia  Ort  dll^r  Endpiiakte. 

Di'r  all^meine  Formel  »1«  zeoDk^trüciiexi  •^rts  aller  £ii«ipiuikte  ist 


Gtrh^n  «ir  oach  einander  znr  Betrachtnng  der  Wi  den  Kegel- 
schnitte u  entstehenden  Cnnen  über,  denen  sich  die  jzerade  Linie  als 
Anhang  anschliessen  soll,  so  haben  wir 

I.    bei  der  Parabel 
ans  der  Grundgieichnng  and  der  Scheitelpnnktsgleichung  derselben 

y  =  ±  V/w 
cüe  der  gesachten  Cnrve: 

yi  --=±Vp^±  V(V^  — «)^+(jr~m)^,  (1) 

lHc$  ist  eine  Gleichang  vierten  Grades,  nnd  wollen  wir  deshalb 
^V^'^^'^'ti^'r  die  drei  Fälle  ins  Ange  fassen,  wenn  der  gegebene  Pnnkt 
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auf  den  Brenn-,  Scheitel-  und  Anfangspunkt  der  Parabel  verlegt  ist. 
Nach  Substitution  för  y  schreiben  \s'ir  y  statt  y^. 

a)    «1  =-|- j,     7i  =  0 
Die  Gleichung  (1)  geht  dann  über  in 

y  —  ±Vp^±  yiVpxy  +  («  —  l)*    oder 
Für  a?  =  0  ergiebt  sich  y  =  ±  ? .     für  a;  =  -|- 1     y    =  ^p^. 


(2) 


Für  jeden  anderen  Wert  von  x  ergeben  sich  entsprechend  den  vier 
Vorzeichen  vier  Worte  für  y^  Die  gefundene  Cune  hat  vier  Aeste, 
zwei  concave  und  zwei  convexe,  von  denen  die  beiden  inneren  die 
Parabel  schneiden. 

giebt  für  ar  =  -|-f  •  2^  =  0  ein  Maximum  und  ein  Minimum  auf  der 
X  Axe;  alle  vier  Aeste  laufen  in  die  Unendlichkeit  fort. 

Um  die  Schnittpunkte  mit  der  Parabel  zu  finden,  setzen  wir  die 
Werte  für  die  Ordinaten  einander  gleich. 


+  Vpx  =  -  Vpx  +  \x+i) 


(3) 


Baraus  ergiebt  sich  für  x  der  positive  Wert  =  ^  ( J  ±  V  3) ,  und  für 
y  =  |,  Vi'±  V 3l  Die  Curven  schneiden  die  Parabel  nach  den  dop- 
pelten Vorzeichen  also  zwei  Mal  und  zwar  für  x  ^  p(i  —  V3)  und 

y  =  pyi  —  -i/^3  zum  ersten,  ftir a;  ===  ^ (i  +  V 3)  und  y  ==  pVi-j^V^^ 
zum  zweiten  Male,  vide  Skizze  I. 

b)     m  =  0,  n  =  0. 

Die  Grundgleichung  geht  über  in 

yi  =  +  Vpx  +  Vs^+px  (4) 

Für  a;  =  0  wird  y  auch  =  0 ;  für  jeden  anderen  Wert  von  x  ergeben 
sich  entsprechend  den  vier  Vorzeichen  vier  Werte  für  y.  Die  Cur\^e 
hat  also  vier  Aeste. 
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2Vx^+px 

Da  sich  daraus  ä  =  0  und  — J/j  ergiebt,  kann  die  Curve  weder  ein 
Maximum,  noch  ein  Minimum  haben,  sofern  in  a;  =  0  beide  zu- 
sammenfallen. Dies  gilt  nur  für  2  Zweige  entsprechend  den  Zeichen 
(  +  ,  +).  Für  x  =  0  wird  der  zweite  Differentialquotient  =  qo;  hier 
findet  ein  Kückkehrpunkt  und  ein  Krümmungsradius  =  0  statt.  Da 
X  und  p  stets  positiv  sind,  so  ist  aus  dem  zweiten  Differential- 
quotienten leicht  zu  ersehen,  dass  die  Curve  zwei  zur  Abscissen-Axe 
concave,  zwei  desgleichen  convexe  Aeste  hat,  vide  Skizze  II. 

Um  den  Schnitt$)unkt  mit  der  Parabel  zu  finden,  setzen  wir  die 
Ordinaten  einander  gleich 

-|-  Ypx  =  —  Vpx  +  V«*  "^P^  (5) 

Daraus  ergiebt  sich  für  x  der  positive  Wert  =  3p.  Die  zugehörige 
Ordinate  y  ==  dtpV^- 


P 

C),      «i  = -TS        W  =  0» 


Hier  wird 


y-±Vpx±yx'+ipx  +  ^  (6) 


Für   «=-0   ist  2/=±|,     für  a;  =  j,     y^±p(i±Vi),     für 

y  ==  0    wird    jr  =  —  j      Da  jedoch  x  nicht  negativ  werden  kann, 

so  schneidet  die  Curve  die  Abscissen-Axe  nicht.    Dagegen  schneidet 
sie  die  Parabel  selbst,  für  welchen  Punkt  sich  aus 

+  Vfx  =  —Vfx-i-y  x^  +  ipx  +  ^^  (7) 

der  Wert  x  =  f(5  ±t/24)  und  y  =  ±|V5  ±  ^24  ergiebt.     Setzen 

wir  zur  Bestimmung' der  Maxima  und  Minima  der  Differentialquotieu- 
ten  =  0.    Wir  haben 


voraus: 
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oder 


(-+I)(-"+^-g)=o 


Dieser  Gleichung  genügen  2  negative  Werte  und  der  positive 

1/5  —  2 

Erstere  sind  zu  venverfen;  letzterem  entspricht: 

also  ein  Maximum  und  ein  Minimum. 

Der  zweite  Differentialquotient  hat  2  Paar  entgegenges^^tzte  Werte, 
denen  zwei  convexo  und  zwei  concave  Aeste,  wie  Fig.  3.  zeigt,  ent- 
sprechen. 

IL     Bei  der  Ellipse. 
Wir  gehen  von  »ler  Gleichung  der  Ellipse 

ans,  und  erhalten  »iaraus  nach  der  allgemeinen  Formel: 


(7) 


Wir  betrachten  zwei  SpeciallUlle  näher,  nämlich 

1)  wenn  m  ==  ?*  =  0,    und 

2)  wenn  m  =  0,   n  =  —  a 

ist,  also  wenn  der  gegebene  Punkt  der  Mittelpunkt  oder  ein  Scheitel- 
punkt der  Ellipse  ist. 

1)    7U  =  n  =  0. 

Die  Gleichung  (7)  geht  dann  über  in 


y 


(8) 


Für  aj  =-  0  ist  y  =  ±  2/>  und  0,   für  .r  =  ±  a  wird  //  ebenfalls  +  «. 
Für  alle  Werte  von  x  zwischen  0  und  ±  a  ergeben  sich  für  y  vier 

Ten  LVIL  20 
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W«*rt«» ;  über    :z. «  hinaus  existiren  keine  reellen  Werte  fftr  y.    Den 
Ditferfntialiiiiotienten 

Cfj  __  _  hx x.{ar  — />^) 

znr  Ermittelung  der  Maxima  nnil  Ziplinima  =  i)  gesetzt  und  mit  den 
Nennern  mnltipiicirt,  giebt 


Aufgelöst  und  gehoben,  erhält  man 


r     fr  —  a^ 


Tliesen  Wert  in  Gleichung  (8)  eingesetzt,  ergiebt  sieh 


Die  Curve  bat  demnach  zwei  Maxima  und  zwei  Minima. 

dx^  ax        —  ax  ' 

Aufeelöst  und  i^oboben,  erhält  man 

als  Bestimmung  der  Wendepunkte. 

Um   die  Schnittpunkte  der  Curve  und   der  Ellipse   zu   linden, 
setzen  wir: 


_  y  ,,2  __  ^2  _ — y  ,,2  _  a;2  + 1/ -jj  -^-- —         (9) 

woraus : 


gUichgeitigen  Dreiecht  in  neu  KtgelttcknitUn,  30  7 

Die  Ellipse  wird  daher  von  der  Curve  vier  Mal  geschnitten.  Wie 
Fig.  4,  5.,  6.,  7.  und  8.  zeigen,  ändert  sich  die  Coniignration  der 
Curve,  Maxima  und  Minima,  mit  dem  Yerliftltniss  des  Wertes  von 

a :  h.    So  ist  z.  B.  für  />  =  j  die  Abscisse  des  Maximums  iP  =  +  a  1/  ^  c » 

a  1/2 

für  Ä  =  2    ic  =  +  cry  -  ,     für    //  =  ^      a;  =  0,     und   für    Ä  =  2a 

a:  =  +  «  1/  ö    (Gin  unmöglicher  Wert). 

2)    m  =  0,   //  =  —  fi. 
Die  Gleichung  (7)  geht  dann  über  in 


y==±l  Va^  —  x^  ±  yx^.  (1  —  ^)  +  2ax+a^  +  h^ 


(10) 


Der  leichteren  Rechnung  wegen  gehen  wir  durch  Substitution  x — a 
für  X  auf  die  Scheitel-Gleichung  der  Ellipse  über,  wonach 

y  =  ±-  V2a'^^~^^  ±  |/^  (2«aj— «2)4-«^  (11) 

wird. 

Für  «  =  0  ist  y  ebenfalls  0,  für  x  =-  +  2a    y=±2a,  für  a? 
negativ  und  >  2a  wird  y  imaginär.    Aus 

dx_ ah^—h^x " (ib'^  —  U^X'^-d^x        _  ^ 

öy  "~  —  ai2oh^x  ~  ly^x?'  ~  a  Üah^x  —  h^'x^'^ä^i^  "" 
erhält  man:  

2a/,2+ «3  +  „  y  a^ + J4  _  ^2^,2 

Die  Curve  hat  also  ein  Maximum  und  ein  Minimum.    Die  Schnitt- 
punkte mit  der  Ellipse  ergeben  sich  aus  der  Gleichung: 

I    l  -^^ax'-'x^  =-  -  -  ^/2a^~x^  ±  |/'4  (2««^  -  «^')  +  «^'       (^2) 

nämlich: 

(  _^_ 

i        0 

2a&V3 
2^  =  ±a2^3^2' 

Die  Curve  wird  also  von  der  Ellipse  zwei  Mal  geschnitten,  wie  Fig.  9. 
zeigt. 

20* 
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III.     Bei  dem  Kreise. 

Um  die  betreffenden  Formeln  für  den  Kreis  zu  finden,  haben  wir 
nur  a^h  =  r  zu  setzen,  doch  müssen  die  Differentialquotienten  noch 
ein  Mal  entwickelt  werden. 

Die  Hauptgleichung  ist 

y  ==  ±  Vr^^^  ±  V  (V r^  — 'a;2  _  ^)2  ^  (^  _  ,j)2  (13) 

1)  Wird  der  Mittelpunkt  als  der  gegebene  Punkt  angenommen, 
so  geht  die  Gleichung  über  in 

y  =  ±Vr^-x^±r  (14) 

Für  oj  =  0  ist  2^  =  ±  2r,  für  a;  =  +  r  y  ebenfalls  =  ±  r. 

dx X         

gesetzt,  giebt: 

Die  Ordinaten  für  die  Schnittpunkte  sind  «  =  db  0  V^  ^^^  y='iizy 

Die  gesuchte  Curve  ist  also  ebenfalls  eine  Kreislinie  und  zwar  be- 
steht sie  aus  zwei  Kreisen,  die  sich  im  Mittelpunkt  des  ursprüng- 
lichen Kreises  berühren,  und  ebenso  gross  sind  wie  dieser;  sieh^  Fig.  7. 

2)  Wird  ein  Punkt  der  Peripherie  gewählt,  so  ist  die  Gleichung 

y=-±  ilrx—x^  i:  i%^x  (15) 

Für  a;  =  0  ist  2/  auch  =0,   f ür  a;  =+2r    y  ==  ± 2r.     Aus 


findet  man: 


öv  r — X  r 

/  =  ±   ,7. -o  +  -7=  -  0 

oa;  y  2ra;— «2  —  y  2raJ 


Die  Ordinaten  für  die  Schnittpunkte  der  Curve  und  des  Kreises  sind 

«=+2**'     2^=^±2'*^^' 

Fig.  9.  zeigt  eine  der  eben  bestimmten  Curve  ähnliche. 


IV.    Bei  der  Hyperbel. 
Aus  der  Mittelpunktsgleichung  der  Hyperbel  erhalten  wir: 
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^1  =  ±  -  y^^  —  a*  ±  V(i—m)*  +  {x  —  n)*  (16) 

Für  m  =  n  =  0  gesetzt,  geht  die  Glcichnug  über  in 

y==-t-->j;^  —  a^ -r  V  i (17) 

Für  a;  =  0  wird  ^  iinagiuär,  desgleichen  tlUr  alle  Werte  zwischen 
0  und  +  a.  Für  a;  =  i  </  wird  ^  ebenfalls  i  «;  ist  a*  >  «,  so  er- 
halten wir  vier  Werte  von  t/  für  den  positiven,  nnd  vier  für  denselben 
negativen  Wert  von  x.    Setzt  man 

öy  ^  j bac^    _   •    .         ^(^^+?!) I) 


80  kommt: 


und  dafür 


=  ±Kot±>'«^  +  ^^- 


Die  Curvo  hat  demnach  zwei  Maxima  und  zwei  Minima.    Zur  Be- 
stimmung der  Schnittpunkte  setzen  wir: 


V^_  ,.  =  _  5  y,w  +  l/^+^^-.-i-      (.8, 


woraus: 


,   i/  4a2/> 


Für  diesen  Wert  wird 

2^  —  -  ^  r  ;;2/.2  4-4/,2:_-(„2_|_  ^2)- 

Es  darf  daher  /i2-|-^^  weder  gleich,  noch  kleiner  als  a^b'^  werden, 
wenn  noch  Schnittpunkte  erhalten  werden  sollen,  wie  die  Fig.  10. 
und  11.  zeigen. 

Aus  den  Gleichungen  zur  Bestiinmung  der  Schnittpunkte  der  ge- 
suchten Curven  und  der  Kegelschnitte,  also  (3),  (5),  (7),  (12)  und  (18), 
lassen  sich  mit  Leichtigkeit  die  Seiton  des  eingeschriebenen  gleich- 
seitigen Dreiecks  in  den  Kegelschnitten  berechnen.  Die  Entfernungen 
des  gegebenen  Punktes  (mn)  von  den  Schnittpunkten  sind,  sobald 
derselbe  in  der  x  Axe  liegt,  einander  gleich  und  gleich  der  Ent- 
fernung der  Schnittpunkte  von  einander.    Es  bilden  also  diese  drei 
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Punkte  die  Eckpunkte  des  gesuchten  Dreiecks  und  ist  die  Seite  gleich 
der  doppelten  Ordinate. 

Die  symmetrischen  Schnitte  der  Curven  {y)  und  (^i),  in  der  Figur 
bezeichnet  durch  A ,  J5,  bilden  nun  mit  P  jedesmal  ein  gleichseitiges 
Dreieck.    Wir  haben  also 

I.    Für  die  Parabel 
a)  wenn  der  Brennpunkt  ein  Eckpunkt  dieses  Dreiecks  PAB  ist: 


X 


=  pi^l±^/^      und    2^=i>(/j±y3. 


Die  Seite  des  eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks  mit  S  bezeich- 
net, ist 


^^  =  %l/i±V3 


Wir  erhalten  also  vom  Brennpunkt  aus  zwei  gleichseitige  Dreiecke 
über  den  Seiten 


-^fi 


5  =  22)1/  r+y3    oder    =i). 3,705 


v\ 


und  =  2p  [/  j  —  y  3    oder    =  p .  0,027.    Siehe  Fig.  12. 

b)  wenn  der  Scheitelpunkt  ein  Eckpunkt  ist. 

a;  =  3p,    y=p-^^,    /S=2py3 
oder   =p. 3,464.    Siehe  Fig.  12. 

c)  wenn, der  Anfangspunkt  ein  Eckpunkt  ist. 

^ = f  (5  ±  y24),  y  =1  VöTy^, 

S^p  ih  ±  y24. 
Wir  haben  also  wiederum  zwei  Dreiecke: 


S  =  j9  y 5  —  y24  =  p .  0,031,    und 

B  =  pi'h'\-  y  24  =  p .  3,146.    Siehe  Fig.  12. 

n.    Für  die  Ellipse, 

wenn  ein  Eckpunkt  des  eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks 
in  einem  der  vier  Scheitelpunkte  liegt: 
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_l/_6a/>_  _  2ab*y3 

4aÄV3 


5  = 


a^  +  3Ä^" 


Fär  die  Droieckc  aus  den  Scheitelpunkten  der  kleinen  Achse 
brauchen  die  Werte  von  a  und  b  nur  veitauscht  zu  werden,  also 

4/ya2y3 

Es  lassen  sich  also  von  den  vier  Scheitelpunkten  aus  vier  gleich- 
seitige Dreiecke  in  die  Ellipse  einschreiben,  von  denen  die  entgegen- 
gesetzt in  derselben  Achse  liegenden  eina'  der  gleich  sinil. 

Ist  a  =  i V3,  so  wird  x  =  a^  y  =  ^^  also  S  =  2b.  Die  beiden 
Dreiecke  an  der  grossen  Achse  haben  also  die  kleine  Achse  gemein- 
schaftlich, Fig.  14.  Die  beiden  Dreiecke  an  der  kleinen  Achse  haben 
dann 

S  =  &l/4,31. 

m 

Ist  a>Ä>y 3,  so  berühren  sich  die  Dreiecke  an  der  grossen 
Achse  nicht,  ist  a<Cbys,  so  greifen  sie,  wie  die  der  kleinen  Achse 
über  einander;  Fig.  13,  15. 

III.    Für  den  Kreis, 
also  «  =  i  =  r  ist  für  jeden  Punkt  der  PeripluTie 

IV.     Für  die  Hyperbel, 

a)  wenn  ein  Eckpunkt  des  pp.  Dreiecks  im  Mittelpunkt  liegt,  ist 

und  für  die  gleichseitige  Hyperbel,  wo  a  ==  /;, 

b)  wenn  ein  Eckpunkt  des  pp.  Dreiecks  im  Scheitelpunkt  des 
Hyperbelastes  liegt 

^=^rf    ya^{(6-Vl2)  —  ßb^' 


3b'^  —  a^ 
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Im  Falle  ad  a)  muss  a <^ 6 y 3,  ad  b)  muss  a^h-y/3  sein,  wenn 
ein  pp.  Dreieck  möglich  werden  soll,  Fig.  16,  17. 

Ist  a  =  bys,  so  fallen,  wenn  der  Eckjmukt  im  Mittelpunkt  der 
Hyperbel  liegt,  zwei  Seiten  des  pp.  Dreiecks   mit  den  Asymptoten 

zusammen  und  es  ist 

/S=oc.. 

V.    Die  gerade  Linie. 
Wir  haben  als  Grundgleichung  der  geraden  Linie 

y  =  ax-\-b. 
Daraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  für  den  geometrischen  Ort 

y^  ==  (ax  +h)±  VJs^my^  +  (  (ax  +  b)  —  wp  (1) 

welche  entwickelt  lautet: 

y^  —  x^  —  2axy--2fjy'{-x(2v6  +  2an)'\-'2b7i  —  m'^—n^  =  0      (2) 
das  ist  die  Gleichung  einer  gleichseitigen  Hyperbel. 

Für  m  =  0,  für  n  =  0  und  m  ==  /*  =  0  gehen  die  drei  Grund- 
gleichungen über  in: 


a)  y  =  (ax-\-b)  ±  VxHa'^  +  l)—x(2an'-'  2abY+^'^2^riJ^bi 

b)  y  =  {ax  +  b)  ±  V'xHi^^  +  l)  —  x{2m^2ab)+m^  +  b^ 

C)     y  ==  (ax+b) ±  Vx^a^+  l)  +  2ai"^+/Ä 

Von  diesen  3  Gleichungen  ist  die  Gl.  c)  für  b  ==  0,  d.  i. 

y=:x{a±V(?+l) 

keine  Hyperbel  mehr,  sondern  die  Gleichung  der  geraden  Linie.  Geht 
also  die  gegebene  Linie  durch  den  Nullpunkt  des  Coordinatensystonis 
und  ist  der  feste  Punkt  eben  dieser  Nullpunkt,  d.  h.  liegt  der  ge- 
gebene feste  Punkt  in  der  gegebenen  geraden  Linie,  so  besteht  der 
in  der  Aufgabe  gesuchte  geometrische  Ort  in  zwei  gen\a,^n  Linien, 
welche  sich  in  dem  gegebenen  festen  Punkte  schneiden. 

Es  erübrigt  noch  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts,  den  Winkel, 
den  die  x  Achse  mit  der  Hyperbelachsc^  bildet,  und  die  Länge  der 
letzteren  für  die .  gefundene  gleichseitige  Hyperbel  zu  berechnen. 

Um  nicht  mit  zu  langen  Formeln  operiren  zu  müssen,  und  da 
man  immer  das  Coordinatensystem  auf  den  gegebenen  festen  Punkt 
verlegen  kann,  so  dass  m  =  w  =  0  wird,  nehmen  wir  die  Gleichung  c) 
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y  =  ax-\-b±  Va^^Ca^+'l)  +2  äh^l^  (3) 

als  Ausgangsgleichung  für  obigo  Operationen. 

Zuvor  sei  bemerkt,  dass  unter  „correspondirondou  Punk- 
ten an  der  Hyperbel"  solche  verstanden  werden,  welche  dieselben 
Werte  der  Ordinaten  und  Abscissen,  aber  mit  umgekehrtem  Vorzei- 
chen besitzen.  Daraus  folgt,  dass  die  Verbindungslinie  zweier  cor- 
respondirenden  Punkte  durch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  gehen 
und  in  letzterem  halbirt  werden  muss. 

Bestimmt  man  nun  für  eine  beliebige  Lage  der  Hyperbel  die 
Maxima  und  Minima,  so  sind  diese  correspondirende  Punkte.    Aus 

ergiebt  sich: 


X 


Don   Wert  «  = g-i-^-  in  die  Gleichung  (7)  eingesetzt,  ^vhu 

(JL  -Y"  1 


oder: 


y 

• 

2a% 

+b\- 

h 

y 

\- 

2a% 

^  ^a^  +  1 


Für  ar  =  0  wird  y  =  \   j^^ 


Wir  haben  demnach  als  Maximum  und  Mininmm  und  corrcspon- 
dirrnde  Punkte  die  durch  die  Abscissen  und  Ordinaten 

'lab  ,        '2b 

'  =  o,  y  =  ^>  und  r  -  —  y^^j^^        ^  =  +  -ij^ 

bestimmten;  siehe  Fig.  2. 

Da  «Ut  Mittelpunkt  der  HypvrlH  die  Verbindungslinie  beidr-r 
Punkte  halbirt  so  hat  dtrsell>e  zur  /ili»ci<se  und  Ordinate  die  Hälfte 
der  Wert*.*,  als  der  Minimalpunkt,  näuiiich 

—       _a/^  _   ,   _b_ 


1 
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Verlegen  wir  das  Coordinatensystem  nach  dem  Mittelpunk   der 
Hyperbel,  so  müssen  wir  in  Gleichung  (3)  statt  x 

ab 

X  — 


a^+l 
und  statt  y 

setzen.    Wir  bringen  zuerst  Gleichung  (3)  auf  den  Ausdruck: 

y2 — jp2  —  2axy  —  2by  =  0, 
und  erhalten  dann: 


-K^+a-4=i)=^ 


(4) 


Aufgelöst  und  gehoben,  geht  die  Gleichung  (4)  über  in 

b^ 
y^—x^  —  laxy  —  ^q^  «=  0  (5) 

Wir  haben  nun  zunächst  den  Winkel  zu  berechnen,  um  den  das 
Coordinatensystem  gedreht  werden  muss,  damit  die  y  Axe  mit  der 
grossen  Axe  der  Hyperbel  zusammenfällt.  Wir  haben  zu  dem  Zweck 
in  Gleichung  (5)  zu  setzen: 

y  =*  «sin^-j-tÄCOs-^, 

X  =  icos^— «*sin^. 
Wir  haben  dann: 

(^sin  ^-f-  «Acos^)^ — («cos^— wsin  ^)2 — 2a  (föinO- + «*cos  9').(«co8^ — t&siu^) 

b^ 

Aufgelöst  und  die  Gleichartigen  zusammengezogen,  giebt 


«^  (sin'^'d'  —  cos^^  —  a  sin2^)  +  «*^  (cos^'^  —  sin^^  +  ^  ^^^  2^) 

b^ 
+w^.(2sin2^  — 2acos2'^+2asin29-)  — ^-pY  =  0 

In  dieser  Gleichung  (6)  muss 

«*^(2sin2'^— 2acos2^-f2asin2^)  =  0 

werden,  und  da  es  2ut  nicht  werden  kann,  so  muss 

sin2^  — a(cos2#  — sin^'9')  =  0 
werden,  woraus: 


(6) 
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tg2^  =  tf  =-  tg«, 
a 

Drehen  wir  also  das  Coordinatensystoins  um  die  Hälfte  des 
Winkels,  den  die  ui*sprünglich  gegebene  gerade  Linie  mit  ihrer  x  Axe 
machte  (siehe  Fig.  2)  so  fallt  die  ?/  Axe  mit  der  grossen  Axe  der 
Hyperbel  zusammen. 

Setzen  wir  ö  statt  ^  in  die  Gleichung  (6)  ein,   so  erhalten  wir: 

M^— <2  ==  "2   ri -cosa  (7) 

=  ir cos^ a  =  7-«-,  "^i 

Aus  dieser  Gleichung  erhalten  wir  die  Länge  der  Axcu,   wenn   für 
^  =  0  der  Wert  von  x  entwickelt  wird,  woraus 

X  =  ^»(cosa)i 

Die  Länge  der  Axe  von  einem  Scheitelpunkt  der   Hyperbel  zum  an- 
dern,  ist  also  =  f  9-\-:rzv 

(«2+1)4 

Daraus  folgt  nachstehender  Satz: 

Wenn  man  von  einem  beliebigen  festen  Punkte  in  der  x  Axe 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  nach  allen  Punkten  der  y 
Axe  Verbindungslinien  zieht,  und  aus  den  Punkten  der  y  Axe  Paral- 
lelen mit  der  x  Axe  gleich  den  entsprechenden  Verbindungslinien,  so 
bilden  die  Endpunkte  dieser  Parallelen  eine  gleichseitige  Hyperbel, 
deren  Axe  (2a)  gleich  der  doppeltcni  Entfernung  des  gegebenen  festen 
Punktes  von  dem  Schnittpunkt  des  Coordinatensystems  ist ;  siehe  Fig.  3. 

Ausgenommen  von  der  Wahl  der  Punkte  ist  der  Schnittpunkt  der 
Coordinaten,  welcher  nach  demselben  Verfahren  die  Asymptoten  zu 
der  gleichseitigen  Hyperbel  liefert. 

Magdeburg,  im  Sommer  1872. 


Qjg  ffaim:   Utber  UarmwikaUn  im  Dreieck. 


XIX. 
Ueber  Uarmonikalen  im  Dreieck. 

Von 

Emil  Hain, 


L 


Ist  pa  die  Normale  eines  Punktes  P  auf  die  Seite  u  des  Drei- 
eckes ÄBC\  so  ist  die  Gleichung  von  PA 


—  —  ^-^  =  o 

Ph        pc 

WQ  Ä-ft,  xc  den  Normalen  irgend  eines  Punktes  der  PA  auf  die  Seiten 
h  und  c  proportional  sind.  Die  Gerade  PA  trifft  BC  in  A'.  Die 
Gleichung  von  B'C  ist  dann: 

^    I     «c ^«  _  rj 

/>&        Pc        7>a 

denn  sie  geht  durch  den  Punkt  B\  den  Schnittpunkt  der  PB  und 
AC\  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

Pc       Pa 

und  durch  den  Punkt  6',  den  Schnittpunkt  der  Geraden 

Xa        Xb 

—  —   =  0,       iTc  =  0 
i»a        pi 

Die  i?'6''  schneidet  Z^C  in  einem  Punkt  A^,  dessen  Gleichungen  sind: 


Üain:   Ueher  Uarmonikalen  im  Dreieck.  317 

-+ =0,       Xa  =  0 

Pb        pc         pa 

woraus  folgt,  dass  A^  ein  Punkt  der  Geraden 

Pa        Pb        pc 

ist.  Zugleich  liegen  in  dieser  Geraden  auch  die  Punkte  B^^  C^. 
Weil  nun  die  Punktreihe  A^A'BC  harmonisch  ist,  so  nennt  man 
diese  Gerade  die  Harmonikale  des  Punktes  P.  Ist  nun  P  ein  Sym- 
metriepunkt des  Dreieckes,  so  ist  seine  Hamiouikale  eine  Symmetrie- 
gerade  des  Dreieckes.  Fällt  z.  B.  P  mit  dem  Schweq)unkt  zusammen, 
so  ist  dessen  Harmonikale  die  unendlich  entfernte  Gerade  in  der 
Ebene  des  Dreieckes. 

n. 

Die  Entfernung  des  Höhenpunktes  von  seiner  Har- 
monikalen  ist  zu  bestimmen. 

Hier  ist/ja  =  2rcosj?cosy,  wenn  «,  (3,  y  die  Winkel  und  r  den 
Umkreisradias  des  Dreieckes  bezeichnen.  Demzufolge  ist  die  Glei- 
chung der  Harmonikaien  des  Höhenpunktes: 

^a*aCOSa  =  0 

Nun  ist  nach  den  Formeln  für  trimetrische  Coordinaten  der  Abstand 
des  Punktes  xa   von  der  Geraden: 

»iXa'\-lfiXb-\'CjXc  =  0 
gegeben  durch: 

£aixa' 

V2ä^^22a[hi  cos  y 
Hier  ist: 

Ha^xa  =  ^COSa.2rcosj5cosy  =  GrZJcosa 
^Oj2 -_  2?cos«2  =  1  —  2ZJcosa 
22aibiC0By  =  62Tcos« 

Die  zu  bestimmende  Entfernung  hat  demnach  zum  Ausdruck: 

eUcosa  3^ 

.  r  =  —rrz——  :=rT-:r. ,  r 


Vi  —  Silcos  cc '         VfIf—  40) 

wo  F  den  Flächeninhalt  des  Urdreieckes  und  O  den  seines  Höhen- 
fusspunktdreieckes  bezeichnet. 


Die    Harmonikalp    des    InkTfiacuntrums   st(»ht    senk- 
recht auf  der  Coutralc   des  In-  und   Umkreises. 

Für  (las  Inkreiscentrum  J  hat  man  p„  ^=  q.    Die  Ilarmonikale 
von  ./hat  also  die  Gleichung:  iit-o  =  0. 

Via  Normale  des  Umkreiscentrums  ü  auf  a  iat  i*coaa. 

Die  Verbinduiigsgerade  zweier  Punkte  |„|„'  hat  die  Gleicl 

Somit  ist: 

UJ=  Zr^icosß  —  eoay)  =  0 
Sollen  nun  zwei  Gerade 

Zfl,icu  =  0     und     £a^!rH  =  0 
einander  senkrecht  schneiden,  so  muss  sein: 

liier  ist: 

Siij/i^  =  ^(ci)S|3  —  cesj-)  =  (.1 

£(«,  b^-\-  iif/i^)  cüBy  ^=  £  (cos  j3  —  uos  ci)  cos  y 

womit  die  aufgeelellte  Behauptung  bewiewn  ist. 


IV. 

Das    Rechteck    aus    dem    Per^jondikel    vom    lakd 
ceutrum  auf  seine  Harmonikale  und  dem   Abstandj 
In-    und    Unikreisccntra    ist    dreimal    so    gros 
Rechteck  ans  In-  und  Umkroiaradius. 

Ist  e  das  Perpendikel  von  J  auf  seine  Ilarmonikale,  so  ietM 
der  in  II.  gebrauchten  Formel : 


VZa,'~2£a,hiC0aY 
er  ist: 

(l^  =  l,    /F^' —  p,     £air„'^SQ 

2H,*-22:n,i,cosj'  =  3— 2.£coBa  =  3— 2^^ 

Also: 
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and 


^  '^    ^  r    r  —  2p       Vr«— ~2rp 
eVr* — 2rp  =  3rp 


V. 

Es  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreieckes  zu  bestim- 
men, das  von  den  Harmonikaien  des  In-  und  Umkreis- 
centrnms  und  des  Höhenpunktes  gebildet  wird. 

Die  gesuchte  Fläche  sei  ^.  Die  Gleichungen  der  drei  Harmo- 
nikaien sind: 

21  Xa  =  2?a;a  cos«  =  ^iCaCOS/ScoSy  =  0 

Das  von  den  drei  Geraden: 

2  a^Xa  =  Sa^Xa  =  Sa^xa  =  0 

gebildete  Dreieck  hat  zum  Flächeninhalte  den  Ausdruck: 


8rF2 


«1   h    ^i  i 


12 


a 


2   ^2    ^2 


^1    h    ^1 

O2     *2     ^2 

• 

fl       &       C 

«2     *2     ^2 

«3     h     ^3  I  •      ''l     ^J     ^1 


ac 


a 


a 


Sind  femer  xaaxiaxca   bzhw.  die  Normalen  von  Ä\  B\  C  auf  «, 
80  ist: 

1    »</«  OCaJ)   Xftc    I 

.     ,      ,  ^*     ' 


2F 


I  rcftff  «fcfc  ar/zc 


Demzufolge  ist: 


W  = 


I    iTca   Xch    Xcc    , 

8ri?^2£)2 


Z>iZ>22>3 


WO 


D  = 


1 
cosy 


A  = 


1  1 

cos  a  cos  ß 

cosjScosy    cos y cos«    cos« cos jS 

1  1  II 

cos  et     cos  ß      cos  yi 

a  h  c    \ 
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COS«  cosjJ  cosy 

7)2  =  cos^cosy    cosy  cos«     cos«  cos  j3 
\       a  b  c         ' 


Non  ist: 


/>«  = 


A'/f//^=ö^ 


also 


cos ^ cos 

y    cosy  cos« 

cos«  cos  j5 

s-         1 

1 

1 

1 

1     ö 

/> 

c 

Q 
r 

---         rCOSa 
2F 

rCOS^ 

rcosy 

,  2r  cos /3  cosy 

2r  cosy  cos  ff 

2rcosacos^ 

/>  = 

CsJüH 

Aehnlicb  lassen  sich  />j  Dg  Ö3  ausdrücken ,  wenn  wir  den  Punkt, 
dessen  Coordinaten  ahc  sind,  berücksichtigen.  Es  ist  dies  der  von 
Grobe  (Archiv  IX.)  untersuchte  Punkt.  Bezeichnen  wir  ihn  mit  G^ 
80  ist,  weil  für  ihn 

2aF 


/^JVG 


r 
2F 


Q 

rCOHCC 

2aF 


2tt^ 


Q 

rcosß 

'2hF 
2a^ 


Q 

rcosy 

2cF 


r^Q 


==^^ 


A  UJIG  ^  ^ 


r 
2> 


rcos« 

2r  cos  j3  cosy 

2aF 


rCOSß 
2r  cosy  COS« 

2bF 


r  COS  y 
2rcosacos/3 
2cF 


En^  ^'^ 


^ffJG 


r 
2F 


2rcos/?aosy 

Q 

2aF 
En^ 


2r  cos  y  cos  cc 

Q 

2bF 

Ea^ 


2rcosacos/3 

Q 

2cF 
Ea^ 


2r^Q 


Also  ist: 
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^s  =  2;:r^AHrG 

Nach  Substituiruug  dieser  Wert«  erhalten  wir  dann: 

_  2f|27>2^      JA ^^C.  A  ./W/p 

~  Ti«'')^  A  JVgVcs  ctw  :  A  /Ä/<^'' 

Wien,  den  2.  November  1874. 


Teil  Lyn.  21 


B^imz    WißntKSüiJhmä 


TcTsrhiedMe  HU»  iber  das  Drfierk. 

Von 

Kmii   Hain. 


Das  Dreieck  aas  den  Mitten  der  Höhen  eines  Drei- 
ce.kdM  hat  znm  Flächeninhalt  den  Ansdrnck: 


F. 


16  r^ 


wo  /i,  //,#?,  r,  F  Seiten,  Umkreisradins  und  Flächeninhalt  des  ür- 
dreieckc^  ^K^zeichnen. 

Ist  Ifn  die  Mitte  der  Höhe  auf  n,  a  der  Gegenwinkel  dieser  Seite 
und  sind  die  Normalen  von  H»  auf  a,  b^  c  beziehungsweise  xaaj  a*«*, 
iTfic^  so  findet  man: 

FF  F       ^ 

Xaa=  -  f      Xah  =  —  COSV,     Xac  =  —  COSp. 

Nach  den  Formeln  für  trimetrische  Coordinaten  ergiebt  sich  dann: 

Xaa      Xab     SCac 


dlfaHhHc  = 


ahc 


Xhn      Xbb      SChc 
Xca      SCcb      Xcc 


F 

8 


1  cosy  cos/? 
cosy  1  cosa 
cos/?  COSa   1 


g  (1  +  2  ZJcos  a—  2" COS  «») 
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Weil  nun 

ü  cos  «*+  2  neos  a  ==  1    und 

£cosa*  ==  3 —  £sina^  =  -      ,  ö- 

4^r 


so  ist  also: 


d HaffbHc  =  F. j-g —  ==  '^  .  77 cos« 


woraus  sich  auch  der  Satz  ergiebt: 

Das  Dreieck  aus  den  Mitten  der  Höhen  eines  Drei- 
eckes ist  viermal  kleiner  als  das  Höhonfusspunktdreieck 
des  ürdreieckes. 

II. 

Verbindet  mau  die  Mitte  einer  jeden  Dreieckseite 
mit  der  Mitte  der  zugehörigen  Höhe,  so  schneiden  sich 
diese  drei  Geraden  in  einem  Punkte. 

Ist  Ä*  die  Mitte  der  Seite  a  und  sind  /m^j,  pah  v^  die  Normalen 
von  A'  auf  «r,  b,  c;  so  erhält  man: 

F  F 

p,ia  =  ü,     pab  =  7" »        i'rtt  —      • 

Die  Normalen  von  //«,  der  Mitte  der  Höhe  auf  //,  seien  2m./',  j^^l 
pac'»    Die  Gleichung  der  A'Hn  in  trimetrischen  Coordinaten  ist  dann: 

£xa{pabpac  — pacpnh')  — 
(üCOSjS  —  h COS y)x(,-^hsrh  —  cxc  =^  0 
Wir  haben  also: 


CXc 


A' Ha  ■=.   [ JXn-i-bXh 

B'  Hb^i  —  ft  Xa  +  l ^  I  Xh  +  CXc 

C  //c  =  +  axa  —  Äa*6  +  l — - — )  a-r 

Man  hat  aber  für  den  Flächeninhalt  O  des  von  drei  Geraden 

Ol  a;« -f- ^1  aj& + Ci  oTc  =  0 

a2Xa-\-h2Xb'^C2Xc  ==  0 
0,^ix:a'\'  b^Xb-^  c^Xc  =  0 

gebildeten  Dreieckes  den  Ausdruck: 

21* 


W™."«:     r./«JlW«.r    Sai:n  ilhr  .In.'  fJttUct. 


"yh 

1     ' 

SuApF 

«,  Ä. 

1 

«»As 

3 

«i '', 

r,   1        «,  ig  fj  , 

"fl   *3    Pfi 

0.6, 

".     .     «3  /-n  «a  j 

",    ''.     ^t   ' 

((    '' 

.  !    .. 

7.     <■      1 

1   «     Ä     f 

In  niisiTfiu  Füll  ist: 


+■■  |-„.<"'+»'-i 


Vcrscliwiudiit  eine  iler  Bptürmiiiantt'n   des  Nenners  i 
4*;  so  ZdiKt.  ilioB,  ilaaa  Kwei  der  Geraden  A' H,,  einaiider  panillotfl 
Fttr  den  möglichen  Fall  also,  dass  die  Samme  der  lliquadratea  s 
Drciocksüiteii  gleioli   ist  dem  Biquadrat  der  dritten  Seite, 
^ni^ht  Nnll  und  es  erleidet  die  aufgestellte  Behauptung  in  iliesei^ 
iehung  die  angedeutete  Mudilication. 


111. 


Wird  jede  der  Seilen  eines  Breieckes  in  drei  gled 
Icilß  geteilt  und    jeder   Teilungspunkt  mit   der  Geft 
[jCke  verbunden,  so  bilden  diese  Transversalen 
ffiki  dessen  Seiten  ihnen  proportional  si-nd,  undiiil 
sieb  die    Verbindungsgeraden  der  Gegonecke^ 
[l)Jm«ni  Punkte  sclineiden, 

Auf  den  Seiton  eines  Dreieckes  ABC  liegen  der  Reihe  nacfaj 
r>ukti': 
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uud  zwar  so,  dass: 


B    Ac     Ab     C 
C    Ba     Bi    A 

A     Cb     Ca     B 

u 

BAc  =  Ac  Ab  =  Ab  C  =  ;; 

CBa  =  BaBc  =  BcA  =-  ^ 

c 
A  C'b  =  C'b  Ca  =  Ca  B  =  ^^ 

Der  Durchschnitt  von  BBc  und  CO,  werde  mit  A^  der  von  ßJi,,.  und 
CCa  mit -rig  bezeichnet.  Wir  habou  dann  das  Sechseck  A^A.Bj^ih 
C,  Cj,  fttr  welches  die  obige  Behauptung  zu  erweisen  ist. 

Zunächst  wollen  wir  zeigen,  dass  sich  die  Geraden  A^  ^J^  in  einem 
Pan^t  treffen. 

Es  sei: 

Winkel    BAA^  ■■=  ö,     CAA^  =  c,     AA^  -=  x 
so  ist: 

JB  AA^  +  JBcAA^  =  JBABc 
JCujiui^-\-^C  AA^  =  dCACh 
woi*aas  folgt: 

h  c 

ca:sin6+ ö«^  siu£  =  ija*sin^-|-^jsin£ 

sinö fj 

sin  B       c 

d.  h.  die  Geraden  AA^  schneiden  sich  in  einem  Punkt. 

Betrachten  wir  nun  den  Schnittpunkt  A^  der  Transversalen  BBa 
CCa  und  setzen  wir: 

Winkel  BAA^  =  ö\     CAA^  =  e',    yl^l^j  -=  y 
so  erhalten  wir: 

^B  AA^-\-^BaAA^=^  JBABa 
JCaAA^-^  AC  AA2  =  dCACa 

2/5»  2 

cz/sinö'-f-  -^-ysin«'  =  ;t c*^ sin ^'+^^ sine' 

sin  8' h 

sin  f'       c 
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weshalb  sich  auch  die  Geraden  AA^  in  einem  Pnukt  schneiden.    Nan 

ist  aber 

,  sin6       sin  6' 

0  +  6  =  0  +f  ,        -; =  -: > 

'  '      '      sin  f        SIU  € 

also  auch: 

d  =  6',      6  =  6' 

Es  treffen  sich  demnach  anch  die  Geraden  ^i^i^  in  einem  Ponkt. 

Um  nun  den  andern  Teil  des  aufgestellten  Satzes  zn  beweisen, 
betrachten  wir  zuerst  das  Dreieck  ABC  mit  den  Transversalen  BBc 
und  C'6'6,  die  sich  in  A^  treffen. 

Weil  JA^BCcodA^BcCh^  so  gelten  folgende  Gleichungen: 

A^Bc  ^  A^Cb 

A^B        ^^  A^C 

A^Bc  ^     _  ^i_^'^ 
BBc        *  Cä 

ui^B    __     _  Aj^ 

BBc  ~*"~  ca 

oder: 

.1,  i^c  =  1  i^i^6,     A^B^i  BBc 

Ai  Cb  =  l  CCb,    A  c  ==  i  ccv 

Ziehen  wir  nun  im  Dreieck  ABC  die  Transversalen  BBa  und  CCa 
mit  ilirem  Schnittpunkt  -4jj,  so  ergibt  sich  in  Folge  der  Aehnlicblceit 
der  Dreiecke  A^BC  und  A^BaCai 

A^Ba^'l^A^Ca 

Ä^B        3       Ä^  C 
A^Bg 2        A2  Ca 

BBa  "fy^  'CCt 
A^B  _  3  _  A^C 

BBa  ""  5  ~  CCa 

od§r: 

A^Ba  =  |i?J?«,     A^B  =-  J  i^i^a 

^Ig  Ca  =  I  6'C«,      ylgC  =  \  CCa 

Die  Transversalen  CCa  und  jöjöa  schneiden  sich  in  A^^  CCa  und 
-L^c  in  B^. 

Somit  ist: 
Weil  aber 

so  erhalten  wir  schliesslich: 

A^Bi  =  ^-  C7C«'f  —  ^  CCa  ==  in  CCa- 

Wien  ilen  8.  October  1874. 
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XXI. 
Hiscellen, 


1. 


Aufgabe  ttber  berflhrende  Kreise. 

Gegeben  sei  ein  Dreieck  A^A^A^.  Aus  den  Ecken  als  Mittel- 
punkten beschreibe  man  Kreise,  welche  sich  wechselseitig  berühren. 

Die  Seite  A^A^  des  Dreieckes  bezeichnen  wir  kurz  /r^,  ebenso 
A^Ag « «2,  A^Ai  =  a^.  Die  Halbmesser  der  gesuchten  Kreise 
ri9  ^S9  ''81  1^^^  ^^^  Bedingung  ist 

WO  c  =  +  li  je  nachdem  sich  die  Kreise  von  aussen  oder  von  innen 
berühren.  Es  ist  klar,  dass  entweder  alle  c  positiv  sein  müssen  oder 
eins  positiv  und  die  übrigen  negativ,  woraus  vier  Lösungen  sich  ergeben. 

Da  stets  unter  unser  Annahme 

|1    cg    0 

0    1c« 


0     1 


=  2 


ist,  so  ist 


fi  =  i 


«3    ^2   0 
«1    1     ^3 
«2  0     1 


»•, 


2 


1    rig  0 


=  i       0     f/j    6*3 

I 

!    Cl    «2    1 


8 


-i 


1 

0 


«-'2    "3 

1    a^ 


1  1 


Sind  alle  c  positiv,  so  ergiebt  sich  uns  der  bekannte  Ausdruck 

_  «3  +  02  —  ^1 

»•1—2 

aus  welchem   die  Weite  für  7*2  und  r^  durch  cyklische  Vertauschung 
des  Indiccs  sich  ergeben.  Karl  Zahradnik. 
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2. 

Beispiel  einer  einNeitigren  FlSche. 

l)\v  ebeue  Curve,  welche  bei  Variation  vou  n  eiu  Punkt  mit  den 
rechtwinkligen  Coordinaten 

Q  =  ri-f-//COS« 

3  =r  Sinti  {tfCOS/»  —  (r/  +  f?C0SM)8in«^} 

or/euj^t,  verändert  sich  mit  /•  periodisch  derart,  dass,  nachdem  v  ein 
Intervall  =  n  durchlaufen  hat,  die  Kndcurve  wieder  in  die  Anfangs- 
cune  tallt,  während  ihre  Aussen-  und  Innenseite  sich  vertauscht 
Tiaben.  Lässt  man  also  die  Curve  um  eine  beliebige  Axe  rotiren,  so 
dass  sie  gleichzeitig  mit  jener  Variation  eine  Umdrehung  vollendet, 
so  erzeugt  sie  eine  Fläche,  deren  beide  Seiten  stetig  in  einander 
übergehen,  also  eine  einzige  Flächenseite  bilden.  Es  würde  leicht 
sein,  diese  Fläctlio  noch  auf  mannichfache  Weise  zu  verallgemeinem. 
Wir  wollen  statt  dessen  nur  ihren  einfachsten  Fall  betrachten,  wo 
a  =r  fi  :..  0^  /,  =  t:  ^  e  =  1^  die  z  Axe  Rotationsaxe,  und  die  Rota- 
tionsgescliwindigkeit  die  Geschwindigkeit  von  2??  ist.  Dann  sind  die 
Gleichungen  der  Fläche: 

j:  =  cos  n  cos  2r  ;    //  =  cos  u  sin  2« ;     s  =  sin  u  (cos v  —  cos  u  sin  v) 

Sind  2>,  </,  r  die  Richtungscosinus  der  Normale,  tdubo  das  Flachen- 
element, so  findet  man: 


pt^ 


9/y  ej/\ 

du  dr  '       j  2  {mn^v  —  cos^w  cosM  cos  v 

dn   d-:         ^  +  ^  (cos^w  —  cos^u  sin''*??  —  sin^w  cos  2v)  cos  u  sin v 

du  dr  i 


^ft^ 


dz 

dz 

du 

dv 

dx 

d'j- 

du 

dv 

j  [sin^^fc  —  2  (1  -f-  cos^w)  cos'^^y]  sin  v 

\ — [sin^M  -f-  2  (1  —  3  cos'^^w)  sm^v]  cos  u  cos  v 


dx  dx 

rt  = 

du  dv 

dy   dy 

dtt  dv 

—  2  sin  v^  cos  w 


Wt*»o  Ausdrücke  wechseln  bei  Substitution  von  — u^  v-^-tt  für  w,  v 
»hn>  ^ orzeichen,  während  die  von  x^  y^  z  unverändert  bleiben,  also 
'4J4bt   in  jedem  i*nnkte  der  Fläche  die  Normalenrichtung  in  die  ent- 
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gegeugesetzte  über.  Es  kann  sich  nnr  noch  fragen,  ob  die  Normale, 
um  dahin  zu  gelangen,  einen  Punkt  der  Unstetigkeit  überschreiten 
muss.  Sie  kann  nur  unstetig  oder  unbestimmt  werden  für  <  =  0. 
Hier  wird  r<  =  0,  also  u  eine  ganze  Anzahl  Rechte.  Dieser  ent- 
sprechend findet  man: 


u  = 


p<  = 


^1    — 2y2cos2t;co8(ö±^] 


3«  = 


—  2y2siu2«;cosri;±  j^ 


,     }  !  siu2rsiu/7  — cos2rsiur 

«» )  ' 

Demuach  verschwindet  t  für 

:  a:  =  U,     //  =  1,     3  =  0 

?A  =  -Jtt  ;     r  =  0  ) 

also  nur  in  einem  Doppelpunkt  und  in  2  symmetrisch  auf  der  x  Axc 
liegenden  Punkten.  Auf  jedem  Wege,  der  diese  3  Punkte  vermeidet, 
geht  die  Normale  stetig  in  die  entgej^engesetzte  über,  wofom  nur  da- 
bei V  um  n  wächst  oder  abnimmt. 

Was  zunächst  die  Erzeugende 

(>  =  cos?*;    z  =  sin  M  (cos»? — cos  n  sin  r) 

betrifft,  so  ist  sie  immer  symmetiisch  zur  q  Axe,  und,  Avi^nn  v  von 
0  an  wächst,  anfangs  ein  Kreis;  dann  krümmt  sie  sich  stärker  bei 
w  ==  0,  erlangt  für  ??  =  arcsinyj  Punkte  der  Nullkrümmung  bei 
t«  =  Hh  J»,  aus  denen  weiterhin  jo  2  Wendepunkte  hervorgehen,  be- 
stimmt durch  die  kubische  Gleichung 

2cos*it  —  3cos?/--f  coti'  =  0 

deren  eine  Wurzel  immer  >  1  ist.  Sobald  v  den  Wert  \  n  erreicht, 
trifft  der  eine  Wendepunkt  mit  seinem  Gegenpunkt  in  ?*  =  0  zu- 
sammen und  wird  hier  ein  Rückkehrpunkt.  Wächst  v  weiter,  so  ent- 
wickelt sich  daraus  eine  Schlinge,  die  beständig  wächst  und  für 
ü  =  Jtt  dem  andern  Teile  der  Curve  congment  wird,  so  dass  die 
ganze  die  Form  8  hat.  Von  da  an  vertauschen  die  beiden  Teile  der 
Curve  ihre  Phasen  und  durchlaufen  sie  umgekehrt.  Der  Abstand 
beider  Scheitel  vom  Anfangspunkt  bleibt  beständig  =  1. 

Hieraus  folgt  für  die  Fläche,  dass  sie  von  den  Ebenen  der  xy 
und  yz  symmetrisch  geteilt  wird.  Die  Schnitte  beider  sind  Doppel- 
linien, der  der  erstem  ein  Kreis  vom  Radius  1  um  den  Anfangspunkt 
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iu  welchem  sich  die  Fläche  selbst  berührt,  der  der  letztern  die  oben- 
genannte Curve  mit  dem  Rückkehrpuukt,  iu  welcher  sich  die  Fläche 
schneidet.  Im  voraus  bekannt  ist  femer  die  DoppeQinie,  welche  der 
Knoten  der  Doppelschlinge  in  der  xy  Ebene  beschreiben  muss.  Um 
tlberhaupt  alle  Doppellinien  zu  finden,  suchen  wir  die  Wertsysteme 
(uv)^  (v^vi%  denen  gleiche  a;,  y,  z  entsprechen.    Für  diese  muss  sein 

x^-\-y^  =  cos^M  =  C08% ;      -  =  tg2v  =  tg2vj^ 

wofern  nicht  x  und  y  null  sind.    Dem  genügen  die  Werte: 

Wjt  =  u,     n — «*,     ;r-f-w,     2n  —  u 

7t  7t 

« 

Mit  Rücksicht  auf  die  Vorzeichen  von  x  und  y  lassen  sich  diese  nur 
folgendermasscn  combiniren: 

ohne  Beziehung  der  Doppelzeichen.  Das  Doppclzeichcn  vor  u  kann 
nur  2  entgegengesetzten  ä,  also  2  identischen  oder  symmetrischeu 
Curvon  entsprechen;  nehmen  wir  daher  nur  das  untere  Zeichen. 
Dem  entspricht 

z  =  sine* (cos«;  —  cos w sin t?)  im  ersten  Falle 
=  sinw(+ sinv±  coswcosi?)  im  letzten  Falle 
=  —  sin  M  (cos  V — cos  u  sin  v) 

das  ist  entweder: 

sinw  «=  0 
oder  beziehungsweise: 

(cos«?  ±  sin«)  (1  +  cosw)  «  0    oder 
cos«?  —  cos«*  sin«?  =  0 

Die  Doppellinien  werden  demnach  gebildet 

1)  von  den   2  identischen  Kreisen  «4  =  0  und   «6  =  tt   in   der 
xy  Ebene; 

7t  S7t 

2)  von  den  2  identischen  Curven  v  =  t  und  «?  =  -r    iu   der 
yz  Ebene; 

3)  vom    geometrischen    Orte    des    Knotens    der    Erzeugenden 
cos«4  =  cot«?  in  der  xy  Ebene. 
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Hierzu   kommt   noch    4)  die   x  Axe,    weil   für  a;  =»  0,   ^  =-  0, 
V  unbestimmt  bleibt 

Die  zweite  dieser  Doppellinien,  deren  Gloichnugcn  sind 

u 
«  =  05    y  ==  cosm;     z  =  y2sin?4sin^ö 

oder 

dargrestellt  in  Fig.  2.^  hat  bei  n  =  0  einen  Rückkehrpuukt  A ,  und 
bei  tft  =  + aresin (2-^3* )  zwei  symmetrische  Wendepunkte  E^  E\ 
Sie  umschliesst  einen  Flächenraum  gleich  einer  Kreisfläche  vom  Ra- 
dius 2—».    Ihre  Länge  ist  elliptisches  Integral. 


oder 


Die  dritte  Doppellinie,  deren  Gleichungen  sind 

a;  =  cotvcos2t>*,    ,y  =  2cos*t?;    3  =  0 


dargestellt  in  Fig.  1.,   besteht  aus  einer  Schleife  AFOF\   die   bei 
t7  =  ^9K,  d.i.  im  Anfangspunkte  O,  die  a?  Axe  berührt,  sich  selbst 
bei  V  =»  \%^  d.  i.  in  -4  bei  2^  =  1 ,  rechtwinklig  schneidet,  der  Glei- 
chung gemäss  über  diesen  Punkt  hinaus  sich  in  2  Armen  ins  unend- 
liche erstrecken  und  die  Gerade  y  =  2  zur  Asymptote  haben  würde, 
eine  Fortsetzung  jedoch,  die  nicht  zur  Fläche  gehört.    Der  Flächen- 
inhalt der. Schleife  ist  =  ^(ti: — 1).    Der  Bogen  ist  elliptisches  Inte- 
gral 1.  und  2.  Gattung  für  den  Modul  V^,   die  Länge  der  ganzen 

Schleife 

==  2  V2(^— J^^-f  l)  +  21og(V2  — 1) 

Fig.  1.  stellt  die  Fläche  projicirt  auf  die  xy  Ebene  dar.  Sie 
wird  von  dem  Doppelkreise  1)  umschlossen,  innerhalb  dessen  4  Blätter 
über  einander  liegen.  Die  mittelsten  vertauschen  sich  in  der  Doppcl- 
linie  AFOF\  die  2  Paar  äussern  in  der  Doppellinie  2)  deren  Spur 
AOB  ist 

Die  Fläche  besteht  aus  Teilen  von  verschiedenem  Vorzeichen 
des  Krümmungsmasses.  Bezeichnet  K  das  Product  der  Hauptkrüm- 
mnngen,  so  findet  man: 

^ — £  =  —  l  +  2cos^w-|-3cos^+(l  — 15cos^«A+6cosMcos^wtgt; 

—  (15 — 36  cos^+ 17  cos^^)  cos*w  tg^^* 

Hiernach  verschwindet  K  für  2  Werte  von  tgv,  wenn 

sin^M  (60  ■—  205  cos^?«  +  cos^t + 6( )  cos«w-f  36  cos^«*)  <  0 
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ist.     Die    Klammer    verschwindet   nur    für   eineu  Wert    von    cos^t* 
zwischen  0  und  1,  nämlich 

cos^M  =  cos^wo  =  0,3027245 
uq  =  0,629100  Rechten 
und  ist  negativ  für 

—  %  <C  ^  <C  %    iiiid     n — Uq  <C  «*  <C  yf-}~^<i 

Beide  Intervalle  entsprechen  nur  2  symmetrischen  Phasen.  Innerhalb 
eines  jeden  stellt  die  Gleichung  ^"=0  eine  Curve  dar,  welche  das 
ungleichartig  gekrümmte  Areal  der  Fläche  umschliesst.  Solcher  Areale 
giebt  es  4 ,  die  in  Bezug  auf  die  Ebenen  der  yz  und  der  xy  symme- 
trisch sind.  Die  gemeinsame  Projection  zweier  von  ihnen  ist  in 
Fig.  1.  umgrenzt  von  der  Curve  AGHJ  verzeichnet.  Das  Stück  AGH 
gehört  der  äussern,  das  Stück  AJH  der  innem  Fläche  an.  Klappt 
man  dies  ebene  Flächenstück  um  die  y  Axe  um,  so  erhält  man  die 
Projection  AG^HJ'  der  beiden  andern  Areale,  so  dass  die  Areale 
AJ'H  zwischen  den  Arealen  AGH^  und  die  Areale  AJH  zwischen 
den  Arealen  A  G'H  liegen.  Die  Durchschnitte  der  Curve  K  =  0  mit 
den  Coordinatenebenen  sind  bestimmt: 

G  durch  cos«*  =  y^,    v  =  0,    x  =  y^,    y  =  0,    s  =  y J 

A  durch  m  =  0,     ^  ^=^  At    a:  =  0,    y  =  l,    ä  =  0 

xj      ^                l/l8— y69               n                  l/l8— y69 
J  durch  cosw  =  1/ j^ — »     ^  ^  2'      ^  ^  —  V 11 ' 

l/l9y69~87 
2^  =  0,     z  = Yi 

3;e 
Ä"  durch  tÄ  =  1,615  Rechte,    y  =  X'   «=0,  y  =  — 0,567,  2!=ü,915 

Ist  R  der  Radiusvector  der  Fläche,  so  hat  man: 
/25J  :=  cos^w-f-sin%(cost;  —  cos  w  sin  z?)^ 
Das  absolute  Maximum  von  R  findet  statt  für 

cosM  = — tgt?  =-  +  y^ 

nämlich  in  den  4  Punkten: 

,1  2  ,   y3 

^  =  ±3y2-         2^=-3'  "^=^±"2" 

und  ist 

i2  =  iy5 

Der  Punkt  A  ist  einer  von  denjenigen,  wo  t  verschwindet,  daher 
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ist  er  näher  zu  nntersnchen.  Hier  werden  die  vollständigen  Diffe- 
rentiale 

8«=  — 23^.1;       8y  =  Ü;      8«  =  0 

Solange  also  dv  nicht  null  ist,  giebt  es  nur  eine  einzige  Tangential- 
richtung,  die  der  x.    Sei  dagegen  v  constant  =  fjr;  dann  wird 

8aj  =  0;     cy=^  —  smudu\     6ä  ==  y  2  sin^  <^  (1  +  2  cos  m)  8« 

dz 
demnach  verschwindet  k    in  ^,  und  mau  erhält  als  zweite  Tangente 

die  p  Axe.  Wenn  also  ciu  Puukt  auf  verschiedenen  Wegen  nach  A 
rflekt,  80  liegt  die  Endrichtung  der  Normale  immer  in  der  yz  Ebene, 
kann  aber  für  jeden  Weg  eine  andre  sein.  Nur  der  Weg  längs  der 
Boppellinie  v  =-  ^n  ist  in  auderm  Falle:  hier  fällt  die  Normale 
schliesslich  in  die  Ebene  y  =  1. 

Um  die  Normale  näher  zu  bestimmen,  setzen  wir  v  ==  «^i  +  i^f; 
dann  geben  die  obigen  Ausdrücke,  auf  die  niedrigsten  Potenzen  von 
u  und  «1  entwickelt: 

;rf  =  — 4V2.V;     </«-=  V  2(2^1— w^);    rt^  —  2u 

Solange  u  und  v^  unendlich  kein  gleicher  Ordnung  sind,  fällt  dem- 
nach die  Normale  in  die  yz  Ebene  und  variirt  darin  mit  dem  Ver- 
häitniss  uiv^.  Verschwindet  i\  gegen  u^  oder  u  gegen  ?'i,  so  geht 
die  Normale  stetig  bzhw.  in  die  Richtung  der  z  oder  der  y  über. 
Da  u  und  v^  über  0  hinaus  variircn  können,  so  kann  die  Normale, 
nach  dem  verschiedenen  Wege,  auf  dem  sie  nach  A  gelangt,  daselbst 
jede  zur  x  Axe  normale  Richtung  im  ganzen  Umkreise  annehmen-, 
immer  aber  wird  sie  über  A  hinweg  stetig  variiren,  wofern  nur  das 
Yerhältniss  von  u:v^  stetig  variirt. 

Femer  sind  in  gleichem  Falle  die  2  symmetrischen  Punkte 

Hier  ist 

dx  =  —  du\    dy  =  0\    8«=ü 

folglich  giebt  es  auch  hier,  solange  du  nicht  null  ist,  nur  eine  einzige 

TT 

TaJigente,  in  der  x  Richtung.  Ist  hingegen  u  constant  =^±0^» 
so  findet  man: 

8a;  =  0;      8y  =  0;     8^  =»  +  sint;8v 

also  ist  die  z  Axe  eine  zweite,  und  zwar  gemeinsame  Tangente. 
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Znr  U^fstimmong  der  Normale  seien  /i^  =  ^  —  u  wad  *r  nnendlkh 
klein:  dann  giebt  die  Entwickelnng: 

Sind  iilso  n^  nnd  n  von  gleicher  Ordnung,  "H)  ftllt  die  Normale  in 
die  ffz  Ebene  and  kann  hier,  je  nach  dem  Wege,  alle  znr  x  Axe  nor- 
malen Richtungen  liaben.  Verschwindet  ti^  gegen  /.-,  so  ist  die  finale 
Riirhtuug  die  der  //;  verschwindet  hingegen  /-  gegen  /t^.  so  ist  dieselbe 
die  Diagonale  des  Elerhtecks  aus  den  Strecken  //  and  1  —  3  =  2y. 

Uiemiit  i.st  gez<*igt,  dass  mau  vou  jedem  Punkte  der  Fläche  bis 
zu  ilt;mseiI)on  Punkte  jeden  beliebigen  Weg  längs  der  Fläche^  auch 
tlber  die  3  ausgezeichneten  Punkte,  bei  stetig  variirender  Normale 
verfolgen  kann,  und  dass,  wofern  nur  das  Intervall  von  /^  dn  Un- 
gera<lvielta<!hes  von  n  ist,  die  Normale  in  umgekehrter  Stellung  am 
Ende  dos  Weges  ankommt.  Dies  ist  es.  was  die  Eigenschaft  der 
Ein9<>itigkpit  ausmacht  B.  Hoppe. 


3. 

Yolnmes  des  solides  eajirendr^  par  la  revolation  des  poljiroies 
r^gnliers  aatonr  d^un  de  lears  eOtes. 

Th^oröme*  Lorsqu'nn  polygone  regulier  fait  une  re- 
volution  entiere  autour  d*un  de  ses  cötes,  il  engendre 
un  solide  äquivalent  au  cylindre,  qui  a  pour  base  le 
cerclc  inscrit  dans  le  polygone  regulier  et  pour  hanteur 
le  pcrim^tre  du  polygone. 

D^gignons  par  C  le  cote  et  par  A  Tapotheme  du  polygone  re- 
gulier que  nous  supposons  de  «  cotes.  D'apres  le  theoreme  de 
Guldin,  le  volume  F,  qu'engendre  ce  polygone  en  toumant  autour 
d'un  de  ses  cotes,  a  pour  mesure  la  surface  S  du  polygone  multi- 
pliee  par  la  circoiförence  2nA  que  d'^crit  le  centre  de  gravite, 
c'est-ä-dirc  le  centre  du  polygone.    Or  on  a  la  surface  du  polygone 

S  =  wC  X  2     I^onc  il  vient 

F=  wC  X  ^  X  271^  =  nC  X  ^^^  =  nA^  X  nC, 

K  ^jaH  faSait  prouver. 
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Applieations.  R^presentant  par  R  le  rayon  du  polygone  regulier, 
on  troave,  ponr  la  suite  des  premiers  polygonos  r^galiers,  les  valeurs 
saivantes. 

1^,    Triangle  6qnilateral,  n  =  3: 

C=Äy3,        Ä  =  icy3; 

5  =  jÄ«y3--iC2V3; 

^.    Carr6,  n  ==  4: 

C'=/iy2,        Ä  =  iC'y2; 
A  =  \R^/2=^^C', 

V  ==  2nR^  y  2  -=  7tC^,    . 
3®.    Pentagone  regulier,  >e  =  5: 

C=iR l/l0-2y5 ,       /?  =r  tV C y5() + 10  y5 ; 

A^iR(yb+i)  =  rV.cy25+iöy5-, 

8  =.  iR^  yiO+"2  y 5  =  iC^  y25  +  10y5 ; 
7=  |7rÄ3y5_|-2yö  =  iC«(5+2yö). 

4*^.    Hexagone  regulier,  n=-6: 

A^iRV3  =  iCyS', 
S- Ji2*y3  =  i^V3; 

5®.    Octogone  regulier,  »  =  8: 

C  =  Ä  i¥^2,        R  =  iC7y4-F2"y2; 

^  =  iÄy2+y2  =  ic(i+y2); 

.    6^=2Ä2y2  =  2C2(l  +  y2); 

F=  27ri23yi+2y2  =  27EC8(3+2y2). 

6®.    D^cagone  regulier,  w  =  10: 

C  =  iJK(y  5  -1),        R  =  iC(y  5  +1); 
A^\R  yiÖ~+2  y'5  ==  icy5+2y5; 

S  =  jÄ« yio~.2y5  =-  \(ß y5+2y'5; 

F=  i^Ä»yö  =  |arC3(5+2y5). 


--V5+V3(y5. 
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xxn. 

Der  Transformatioiisfactor« 

Von 

Herrn  Mas  Greiner^ 

Assistenten  der  Kreisgewerbosehale  zn  Regensbarg. 


Die  allgemeinste  Gleichung  eines  Kegelschnittes,  hezogen  auf  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensystem ,  ist  von  der  Form:  •«-..,>'-= 

Will  man  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  auf  irgend  ein  anderes 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  beziehen,  das  mit  dem  ursprüng- 
lichen in  einer  Ebene  liegt;  so  hat  man  die  Substitutionen: 

zu  machen;  wobei  bekanntlich  zwischen  den  Transformationsgrössen 
^y  ßt  ^i'i  ßi  d^^  Beziehungen: 

«1^  +  ft^  =  1 

Stattfinden  müssen. 

Durch  diese  drei  Bedingungsgleichungen  bleibt  aber  noch  die 
Wahl  von  drei  der  sechs  Transformationsgrössen  willkürlich,  und  es 
können  dieselben  insbesonders  so  gewählt  werden,  dass  die  trausfor- 
mirte  Gleichung  des  Kegelschnittes  die  Form: 

kQX^-\-kiy^ —  p  ==  0  annimmt. 

TeU  IiYII.  22 
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Dieau  GlGkliung  ist  aber  nun  aaf  ein  Coonlütaten System  bei 
das  bekanDtlicb  mit  doii  Hauptaxcu  des  EGgeUchnittes  zusanu 
filllt  nud  zum  Aufaugspnuktc  dcu  Mittelpunkt  des  Kegel aclmitb 


Da  aber  die  auf  die  Hauptfixe 
oder  Hyperbel  die  Form: 


bezogene  Gleichung  e 


hat,  worin  a  und  A  die  Läiigeu  der  Halbaxen  des  KegelachDitb 
denteu,  aa  lässt  sieb  immer  eine  Grösse  h  so  bestimmen,  dass: 

iuj;«  +  A,y*— p  =  i(6*(i:a  +  aa^2-o'6'!)  ^0  wird. 

Die  Grösse  k  läest  sicli,  wie  in  Nachstell endeni  gezeigt  J 
durch  die  Coeflicienten  der  gegebenen  Kegelschnitt sgleichung  n^ 
deutig  ausdrücken  und  kann  knrzweg  der  TraiislormationsfactM 
naunt  worden. 

Fuhrt   man  niimlicb  die  oben  augcdeututeu  Substitutioneafl 

so  ergibt  sich  die  Gleichung; 

,  Durch  Gleiehsetzung  der  Coefficieuteu  gleich  hoher  Potenz 
und  y  folgt  sodann  i 

«00  «"^1  +  «u  ^^i  +  %i  ("  ^,  +  «1 /S)  =  0 
aoo«,K,-i-a„fti3B+a(,i(«,j3,-(-ttaj3,)+a(,g«j+a,s|3j  = 

Nun  sind  aber  u^  und  |3g  die  Coordinaten  des  Äulangspunkf 

ursprüuglichen  Coordinatensyatemes    and    somit  t 
Kegelscbnittmittelpnuktes ;  weshalb  die  Gleichungen: 

"oo"a+a<ii|3s+aoa  =  0 
besteben  mUsscn,  woraus  folgt: 


Demnach  geht  Gleichung  (l>)  über  i 
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«02«»+öia&+«M  =  —  *«*** 


oder  in: 


«00  «OJ  ^ 
«10  «11  «12 
«20   «M   «22 


«00      «Ol 
«10      «11 


=  -  ka^i;^ 


Ans  den  Gleichungen  (1)  und  (3): 

«  («oo«+«oiW+/'  («oi«+«ii  W  =  kl* 
«i(«ooa+«oi/^)  +  A(«oi«+^«iii?)  =  0 

folgt  unter  Berücksichtigung  der  Bedingungsgleichungon: 

««i+i^ft  =  0 
«oo«H~«oi/5  =  ahh^    und    «oi«+«ii/3  =  /J^'** 
and  denmach 

aoqa+^oi^        « 
«oi«-|-«ii^  ^ß 


oder: 


Ö)  = 


«00  — «11  /  «\    I    1 
I  3  I     l~  •*• 
«Ol  \P/ 


?       «00— «11  ±  y(«oo— «ii)^+4flo^' 


'Ol 


ft. 


Und  weil  g  =  —  ^*  ist,  so  folgt: 


folgt: 


«1  ^  «00  —  «11  T  y  («00  — «ii)^4-^«oi^ 
i^i  ^  2aoi 

Aus  Gleichung  (1): 

klj!^  =  «00  «^+«ii/5^+2ooi«i5 


(7) 


gs"  '^  «00  Uj  +2«oi  U j  +  «11  =  «00  +«00  ^2  ±  V(«üo  -  «ii)*  +  4a, 
oder,  da 


ist,  hat  man: 


«2^/32  =  1 


A;&2  =  aoo±/S2l/(«oo  — «ii)^+4«oi^ 
Ebenso  folgt  aus  Gleichung  (3): 


22* 
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Mit  Zuhilfenahme  der  Gleichungen: 

«2+152  «:1    und    «i*+/?i2=-l 
folgt: 

^2  —  1  i-  |g2    una    ^^ä  —  1-1-^^2 

oder,  wenn  man  der  Kürze  halber:  V  (tfoo--<'ii)^+4aoi^  =  '^    setzt, 
80  ergibt  sich: 


,w 


1^    ^  t<y  +  (qoo  — <#ji) 
_!.  _  ^^T  («00— flu)  ^,, 


Somit  ist; 


2floi« 


2floi' 


it»(w7±(iioo— flu))  ^^        w?(w  +  (flroo  — flu)) 

und  femer  ist: 

2#f    2 


10 


2o,  8 


"-  ^  *^  (floo  — flii)Tw^  ^ 

Durch  Mnltiplication  dieser  beiden  Gleichungen  folgt  aodum: 

(10) 


;j2( 

^H^ 

^=  + 

«00      «Ol 
«10      «11 

Setzt  man  nun  der  Kürze  halber: 

floO    floi    fl02     1 

fllO   flu    fll2 

=    ^ 

«20   «21    «22 

und: 

floO      «Ol 
«10     «u 

-^ö 

so  hat  man: 

und  ferner  hat  man  nach  Gleichung  (7): 

k 

r«ä&2  =, 

^mmmm 

so  dass  durch  Division  beider  Gleichungen  folgt: 

*  =  +  :^ 
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oder: 


T 


^00      ^01 


''oo  ^1  /'oi 

«10    «11    «18 
«20    ''81    ^M 


(11) 


Somit  ist  der  Wert  des  Transformationsfactors  ausgedrückt  durch 
die  Coefficienten  der  Kegelschnittsgleichung;  für  die  Ellipse  ist  das 
obere,  für  die  Hyperbel  das  untere  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Da  nun  die  Grösse  k  bekannt  ist,  so  folgt  für  das  Product  der 
Halbaxenquadrate  einer  EUipse: 

Weil  aber  der  Inhalt  einer  Ellipse  gleich  abn  ist,  so  ergibt  sich  für 
das  Quadrat  des  Inhaltes  einer  Ellipse,  deren  Gleichung: 

flbo«H-''iiy^+2«roi«yH-2flro2a;+2aijy+flrjj2  =  0  ist: 


J^=n^ 


«00  «Ol  «02 
«10  «11  «18 
«80    «21    '^22 


«00      «Ol 


a 


10 


a 


Ji 


(12) 


Ferner  folgt  durch  Addition  der  Gleichungen  (8)  und  (9) : 

^«'±A?**  =  ±(«oo  +  «ii) 
Qder; 


«'±**  =  --(ffoo+<'ii) 


«00  «Ol  «02 
«10  «11  «12 
«20    «21    «22 


'00 


«r, 


Ol 


li 


a 


10 


a 


(13) 


11 


Wollte  man  nun  die  Eegelschnittsgleichung: 

fi^^y)  =  ffoo«^+«iiy*+2//oi«2^+2ffo2aJ+2oj2y+«22  =  0 

in  die  Gleichung  bezüglich  der  Hauptaxen  des  Kegelschnittes  über- 
führen, so  hätte  diese  Gleichung  zu  Coefficienten  der  Yariabeln  t^ 
und  ff^  die  h  fachen  Halbaxenquadrate,  und  somit  muss  die  Gleichung : 

j^y(«»y)==4)oa'*+^ii2^^+2^ia;y  +  2^8a;+2^i2y+^22  =  0 

nach  der  Transformation  gerade  die  Halbaxenquadrate  zu  Coefficienten 
der  Variablen  x^  und  y'^  haben. 

Diese  Form  der  Kegelschnittsgleichung,  welche  aus  der  gegebenen 
nur  durch  Multiplication  mit  dem  Factor  r  hervorgeht,  kann,  ähnlich 
wie  in  der  Theorie  der  geraden  Linie,  die  Normalform  der  Kegel- 
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schnittsgleichung  genannt  werden   und  lässt   sich  in  vielen   Fällen 
äusserst  zweckmässig  anwenden. 


Da  nach  Vorigem: 


femer  allgemein: 


a 


00 


a, 


Ol 


«10       «11 


-4Aju 


und     a^  +  b^=  dL 


(«00  4-  «ii) 


k 


ist,  so  folgt: 


aH^  =  ± 


A)0   -^1 

-4jQ  A 


11 


«2-t.&2_J-(^^  +  ^^^) 


(14) 


Ist  also  die  Kegelschnittsgleichung  durch  Multiplication  mit  dem  Factor 
7  auf  die  Normalform  gebracht,   so   stellt   diejenige   Determinante, 

deren  Verschwinden  ein  Linienpaar  bedingen  würde,  den  Wert  «*** 
und  die  Summe  der  Coefficienten  von  x^  und  y^  den  Wert  von 
a*±5^  dar. 

Die  Eegelschnittsgleichung  in  der  Normalform  gestattet  also  mit 
Hülfe  der  Formeln  (14)  direct  aus  ihr  die  Werte  für  die  Grössen 
a-b^  und  a^  +  b^  abzulesen. 

Mit  Hülfe  des  Vorangehenden  lässt  sich  nun  au<.h  sehr  einfach 
zeigen,  dass  mau  zur  Kegelschnittsgleichung  in  der  Normalform  nur 
das  Product  der  Halbaxenquadrate  zu  addiren  hat,  um  die  Gleichung 
des  Asymptotenpaares  des  durch  die  Gleichung  dargestellten  Kegel- 
schnittes zu  erhalten. 
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xxm. 

Die  orthoptische  Unie  eines  Kegelschnittes. 

Von 
Max  Gr einer. 


Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  der  Ebene,  von  welchem  aas 
ein  g^bener  Kegelschnitt  unter  rechten  Winkeln  gesehen  wird,  heisst 
die  orthoptische  Linie  dieses  Kegelschnittes. 

Es  hat  somit  jeder  Punkt  der  orthoptischen  Linie  die  Eigenschaft, 
dass  die  Tangenten,  die  von  ihm  aus  an  den  Kegelschnitt  gezogen 
werden  können,  zu  einander  senkrecht  stehen;  so  dass  also  die 
orthoptische  Linie  auch  als  der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte 
der  zu  einander  senkrechten  Tangentenpaare  des  Kegelschnittes  de- 
finirt  werden  kann. 

Sei  nun: 

die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  in  homogenen  Coordinaten,  so  sind 
die  Gleichungen  der  Tangenten  irgend  zweier  Punkte  mit  den  Coor- 
dinaten 070^0^0  ^^^  ^iVlH' 

xf\x^)  +  yf{y^)+zr{z,)  =  0  (1) 

xf'{x^)  +  yf{y,)  +  zfiz;)  =  0  (2) 

WOZU  aber  noch  die  Gleichungen  treten  müssen: 

a'o/^'(«o)+2^o/'(yo)+«o/'W  =  0  (3) 

«^i/'K)+2^i/'(2^i)+ V(^)  =  0  (4) 

weil  die  Punkte  (0)  und  (1)  dem  Kegelschnitte  angehören. 
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Sollen  aber  die  beiden  Taugeuten  der  Punkte  (0)  und  (1)  des 
Kegelschnittes  zu  einauder  senkrecht  stehen,  so  mnss  noch  die  Be- 
dingnngsgleichnng: 


/Vo)/Vi)+/'(yo)/'(yi)  =  0 


(5) 


stattfinden. 


Eliminirt  man  nun  aus  den  fünf  Gleichungen  die  Grössen  Xq^  y^^ 
z^  und  ^1,  ^1,  ^,  so  erhält  man  als  Resultat  der  Elimination  die 
Gleichung  der  gesuchten  Ortscurve. 

Setzt  man  nun  der  Kürze  halber: 

«oo/'K)+«oi/'(yi)  ==  ^    \ 
«oi/'(«^i)+«ii/%i)  -  f^    \  (6) 

so  geht  Gleichung  (5)  über  in: 

Eliminirt  man  nun  aus   dieser  Gleichung  und  aus  den  Gleichungen 
(1)  und  (3)  die  Grössen  aro,  ^o?  «o  so  folgt: 


X  {IL  V 

/'W    f'{y)    f\z) 
f'ixo)  f'ivo)  rM 


=  0 


oder,  indem  man  diese  Determinante  nach  der  letzten  Horizontalreihe 
entwickelt: 

^'W(v/'(y)~M/'W)+/^'(2^o)(Ay' W-v/'(i«))+/'K)(f^/  'W-A/'Cy))  =0 

Eliminirt  man  nun   aus  dieser  Gleichung  und  den  Gleichungen  (1) 
und  (5)  die  Grössen /'(a'o),  f'(yo\f'(zo),  so  hat  man: 

V/'(y)-f*/'W    V'(^)-vnx)  iir(x)^Xf(y) 

SB  y  a  «=  0 

f'M  fiVi)  0 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber: 

Addirt  und  subtrahirt  mau  im  Factor  von  f\T^)  die  Grösse  hcf'{x) 
lud  im  Factor  von  f\yx)  die  Grösse  ^y/'(y),  so  geht  obige  Gleichung 
inter  Berücksichtigung  der  Gleichheit: 
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'/'(')+y/'(y)+*/'W  =  2/ 

Aber  in: 

(7) 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (6)  der  Beihe  nacli  mit  ar,  y,  a  und 
addirt  dieselben,  so  folgt: 

lx+i,y+vz  =  4/'(x)/'(x,)+l/'(y)y'(yi) 
nnd  somit  wird  aus  Gleichung  (7): 
/'(*i)  [4V-/"(«)  (/'(«)/'(x,)+/'(j,)/'(y,))] 

Sn))8titairt  man  in  diese  Gleichung  die  Werte  von  l  nnd  ft,  so  er- 
halt man: 

IMeae  Gleichung  enthält  nnnmehr  die  Coordinaten  des  Punktes 
(1);  Würde  man  nun  aus  den  obigen  ftüif  Gleichungen  ebenso  die 
Coordinaten  des  Punktes  (0)  eliminiren,  so  müsste  man  selbstverständ- 
lich auf  dieselbe  Endgleichung  (8)  zurückkommen,  und  somit  folgt, 
dass  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (8)  nichts  anders  als 
die  Grossen: 

f'iy,)   """"^  f'(y^) 

sind.    Demnach  ist: 

/'(^•o)  fix,)  _4.a^J^f{y)^ 
/'(yo)7'(yi)''4(ioo/-/'(a?)« 

Da  aber  zufolge  der  Gleichung  (5)  f(itQ)f'(x^)+f*{yo)f{yi)  =  0  ist, 
so  folgt: 

oder: 

(^'oo+«ii)A:c,^)-HA^)^+i/(/)]  =  0  (9) 

Diese  Gleichung  stellt  also  den  Ort  der  Schnittpunkte  aller  recht- 
winkligen Tangenten  dos  Kegelschnittes  dar  und  ist  somit  die  Glei- 
chung der  orthoptischen  Linie.  Ordnet  man  die  Glieder  derselben 
nach  Potenzen  von  x  und  y  so  folgt: 
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«00  «11  — "Ol  «00  «11  — «öl 


+ 


«00  «W  +  «11  «22  —  « 


02 


2 


«00  «11  —  «Ol 


2 


-1^  =  0 


Da  aber  die  Coefficienten  ?^f^=^?|?  und  ''^;  "«^  "^;^« ';^  nichts 

«00  ^'ll  —  «Ol  «00  «11  —  "Ol 

anders  als  die  Coordinaten  a  und  ß  des  Eegelschnittmittclpunktcs 
sind,  so  folgt  aus  obiger  Gleichung,  dass  die  orthoptische  Linie  eines 
Kegelschnittes  ein  mit  ihm  concentrischer  Kreis  ist,  Sei  nun  R  sein 
Badius,  so  wäre  seine  Gleichung: 


(«-a)«+(y~/3)*-Ä»  =  0 


und  somit  ist: 


o2^|32_222 


«00  «22  "r  «11  «22 — «02   —  «12 


«00  «11  ~"  «Ol 


2 


woraus  folgt: 


-R*  =  — («00+«ll) 


«00      «Ol       «02 


a 


10 


«11       «12 


«20       «21       «22 


«00      ^^01 
«10       «11 


Aus  dem  über  den  Transformationsfactor  Erwähnten  geht  hervor, 
dass  zufolge  der  Gleichung  (13): 

Ä*  =  «2  ±  *^    ist. 

d.  h.  Die  orthoptische  Linie  einer  Ellipse  ist  ein  mit  ihm  concentri- 
scher Kreis,  dessen  Radienquadrat  gleich  der  Quadratsumme  der  Halb- 
axe  ist.    Und: 

Die  orthoptische  Linie  einer  Hyperbel  ist  ein  mit  ihr  concentri- 
scher Kreis,  dessen  Radienquadrat  gleich  der  Differenz  der  Halbaxen- 
qoadrate  ist. 

Für  die  Parabel  ist  bekanntlich  <ioo«ii — «oi^  =  0;  somit  ist  der 
Radius  ihres  orthoptischen  Kreises  unendlich  gross ,  also  ihre  orthopti- 
sche Linie  eine  Gerade,  die,  wie  leicht  zu  beweisen  ist,  senkrecht 
auf  ihrer  Hauptaxe  steht  und  mit  ihrer  Leitlinie  zusammenfällt. 

Besonders  interessante  Sätze  ergeben  sich  aber,  wenn  man  sich 
die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in  homogenen  Linieucoordinaten 
gegeben  denkt 

Sei  nämlich: 


/•(t4,tJ,ir)  «^  6oo«*^+«iiV^+e22'^*+2«öi^«'  +  2eo2MM;-f-2ej2^w'  «=  0 
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die  Gleichung  des  Kegelschnittes,  so  müssen,  wenn  uq^  vq,  wq  und  U], 
2?!,  t^i  die  Coordinaten  zweier  Tangeuten  dos  Kegelschnittes  sind,  die 
Gleichungen  hestehen: 

woiF'(tto)+t^o4^'K)+^oi^'K)  =  0  (1) 

UtiF'M+ViiF'(vi)+w^iF'(wi)  =  0  (2) 

Die  Gleichungen  der  beiden  Tangenten  sind  aber: 

UQX-]-VQy'^WQZ='0  (3) 

MiOJ-f-üiy-j-tTi«  =  0  (4) 

Und  die  Bedingung,  dass  dieselben  auf  einander  senkrecht  stehen,  ist: 

wqWji+voVi  =*  0  (5) 

Aus  diesen  fünf  Gleichungen  sind  nun  die. Grössen  ti^^  v^^  wq,  %,  vj, 
Wj  zu  elimiuiren,  um  die  Gleichung  der  orthoptischen  Linie  zu  er- 
halten. 

Durch  Elimination  der  Grössen  «*i,  vj,  w'i  aus  den  Gleichungen 
(2),  (4)  und  (5)  folgt: 


iF\u^)     JF'K)    iFVi) 
X  y 


u, 


0 


n 


0 


z 
0 


=  0 


und  hieraus  ergibt  sich,   wenn  man  entwickelt  und  nach  w^,  t>i,  w^ 
ordnet: 

%  C«oi%«  —  «00  «'o^+ßoa^o  aJ— «o2«*o  2^] 

H-«^l[«ll«*0«  — «01*'0«  +  «12^0aJ  — «I2«*0y] 
+W'l[ßl2^0«— «02«'0  2+«22«'0«— ^2^0  2^]  =  ^ 

Setzt  man  für  die  Coefficienten  «*i,  Vj,  i^^j  der  Kürze  halber  die  Grössen 
A,  B,  (7,  so  folgt  für  obige  Gleichung: 


u 


jA'\'ViB-\'WiC=0 


Eliminirt  man  nun  aus  dieser  Gleichung  und  den  Gleichungen   (4) 
und  (5)  die  Grössen  wj,  v„  w^y  so  hat  man: 


ABC 

X      y      z 


=  0 


Entwickelt  man  diese  Determinante,  setzt  die  Werte  von  A  B,  C 
ein  und  ordnet  die  Gleichung  nach  Potenzen  von  uq  und  t?o,  so  folgt, 
nachdem  man  die  ganze  Gleichung  mit  ^o^  dividirt  hat; 
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Würde  man  aus  den  fünf  Gleichungen  statt  der  Grössen  z*,,  vj,  m?, 
die  Grössen  %,  vo?  ^'o  elimiuiron,  so  erhielte  man  ganz  dieselbe  End- 

gleichuug  in  (     );   folglich    sind  die  Wurzeln  obiger   quadratischen 

Gleichung  die  Grössen: 

"^    und    ^^ 


Vq  Vi 


und  somit  ist: 

Da  aber  zufolge  Gleichung  (5)  «o%+^o«^i  ==Ö  ißt»  so  folgt  aus  der 
letzten  Gleichung: 


^12^2 — 2ei22^«+eij  z^ 


Folglich  ist  die  Gleichung  der  orthoptischen  Linie,  ausgedrückt  dureh 
durch  gewöhnliche  Coordinaten: 

aus  welcher  ebenfalls  ersichtlich  ist,  dass  dieselbe  ein  mit  dem  Kegel- 
schnitte concentrischer  Kreis  ist, 

Pur  den  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung: 

ist  ergibt  sich  ganz  analog  dem  Obigem  die  Gleichung  der  orthopti- 
schen Linie  als: 

^*==  «22(35^+^^)— 2eo2a'--2ei2y+(foo  +  «n)  =0 

und   somit  ist  die  Gleichung  der  orthoptischen  Linie,   welche  dem 
Kegelschnitte  von  der  Gleichung: 

F{u^v,w)  —  kO{u,v,w)  =  0  zugehört: 

KF—kK^  =  0 

Alle  Kegelschnitte,  deren  Gleichungen  die  Form: 

F(w,  ü,  w)  —  XO  (u,v,w)  =  0 

,  sind  aber  bekanntlich  einem  und  demselben  Vierseit  einbo- 
gen, und  somit  ergibt  sich  der  Satz: 
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Die  orthoptischen  Lüden  aller  Kegelschnitte,  die  einem  und  dem- 
selben Yierseit  einbeschrieben  sind,  gehen  sämmtlich  dnrch  zwei  feste 
Punkte.  Da  aber  diese  beiden  festen  Punkte  nur  eine  einzige  Ge- 
rade bestimmen,  so  gibt  es  nnter  den  sämmtlichen  Kegelschnitten, 
die  einem  gegebenen  Yierseit  einbeschrieben  sind,  nur  eine  einzige 
Parabel,  deren  Leitlinie  eben  die  Verbindungslinie  dieser  beiden  festen 
Punkte  ist 

Unter  den,  einem  Yierseit  einbeschriebenen,  Kegelschnitten  gibt 
es  aber  insbesondere  drei,  die  sich  auf  Puuktepaare  rcducireu;  näm- 
lich anf  die  beiden  Gegeneckonpaare  nud  auf  das  Schuittpuuktepaar 
der  Gr^enseiten  des  Vierseits.  Die  orthoptischen  Linien  dieser  Kegel- 
schnitte sind  diejenigen  Kreise,  die  mau  über  den  Diagonalen  des 
Yierseits,  als  Durchmesser  genommen,  beschreiben  kann.  Somit  folgt 
der  Satz: 

Die  über  den  drei  Diagonalen  eines  vollständigen  Vierseits  als 
Dardunesser  beschriebenen  Kreise  haben  eine  und  dieselbe  gemein- 
Bchafttiche  Sehne. 

Danas  folgt  unmittelbar: 

Die  Mitten  der  drei  Diagonalen  eines  vollständigen  Vierseits  ge- 
hören einer  uud  derselben  Geraden  an. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  diese  Gerade  der  Ort  der  Mittel- 
punkte aller  dem  Yierseit  einbeschriebcueu  Kegelschnitte  und  somit 
die  Axe  der  einzigen  unter  diesen  Kegelschnitten  betindlichen  Para- 
bel ist 

Denn  bekanntlich  ist  die  Gleichung  des  Mittelpunktes  eines  Kegel- 
schnittes, der  durch  die  Gleichung: 

F(u,  V,  ?r)  —  iL  <P  (li,  r,  w)  =  0 
darffestellt  wird: 

oder: 

woraus  sofort  ersichtlich  ist,  dass  die  Mittelpunkte  aller  einem  Yie- 
seit  einbeschriebenen  Kegelschnitte  einer  Goraden  angehören. 

Da  aber  die  Mitten  der  drei  Diagonalen,  welche  a'»  die  Mit! 
punkte  jener  Kegelschnitte,  die  sich  auf  Punktepaare  ^  1 

gesehen  werden  können,  einer  Geraden  angehören,  so 
die  Mittelpunkte  der  übrigen  dem  Yierseit  einbesc? 
schnitte  enthalten.i2lhr  unendlich  ferner  Punkt  ist  i 
telpunkt  der  einzigen  unter  den  Kegelschnitten  befin 
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XXIV. 
Untersacliiiiigen  über  algebraische  Glelchungeii. 

Von 
Alfred  Siebel, 

Fortsetzimg  von  N.  III. 


Arükel  m.  (§  10-§  13.) 

HieTzu  1  Tafel. 
Berechnung   der  reellen    Wurzeln, 

« 

Einleitang. 

Wir  beschäftigen  uns  im  Folgenden  mit  der  Bestimmung  der 
reellen  Wurzeln  auf  analytischem  Wege.  Dieselbe  lehnt  sich  an  ein- 
fache geometrische  Constructionen  an  (§  2.,  Aufg.  III.,  §  3.,  Krit.  n. 
u.  Krit.  III.).  Wir  können  uns  Schritt  für  Schritt  ein  Bild  von  den 
Rechenoperationen  machen,  worin  ein  nicht  unwesentlicher  Vorteil 
besteht. 

Wenn  wir  hier  geometrische  Lösungen  mit  unterlaufen  lassen 
und  auf  Figuren  verweisen,  so  geschieht  es  einerseits  um  diesen  Zn- 
sammenhang vor  Augen  zu  haben,  ohne  ihn  erst  aus  dem  Früheren 
heraussuchen  zu  müssen,  andrerseits  um  uns  ktlrzer  fassen  zu  können. 

Zugleich  geht  daraus  hervor,  wie  die  analytische  Methode  durch 
geometrische  Hülfsmittel  unterstützt  werden  kann,  abgesehen  von  der 
geometrischen  Auflösung  in  Artikel  I. 


Stehet:  UnUmukungtn  über  algehraisehe  Gleichungen,  351 

§  10. 

Wir  stellen  uns  zan&chst  das  für  die  Trennung  der  reellen  Wur- 
zeln wichtige 

Problem  L    Auf  der  [        '  i   Seite  eines  beliebiir   ire- 

l  neg.  }  ®   » 

(  X.X  >  *) 

gebenen  Wertes  x^  ein  Intervall   {  >      zu  bestimmen, 

in  welchem  höchstens  eine  Wurzel  ?/*  von  f(x)  »  0  liegt 

Geometrische  Auflösung. 
(Vergl.  §  3.,  Krit  U.  u.  §  8.,  ni.). 

1)  Löse  §  2.,  Aufg.  I.  für  c  ^  a-j. 

2)  Construire  laut  Fig.  I.  der  Reihe  nach  HK^  (7,  Oy  f>  und  be- 
stimme einen  Curvenpunkt  F  auf  der    {  >  Seite  von  P  so,  dass 

(  neg.  )  * 

die  Tangenten  in   7'  (siehe  §  3,  Anmerkung  1))  die  Ordinate  f)P 
nicht  unterhalb  f>  schneidet  **). 

X  =  Abscisse  von  T. 
In  Fig.  I.  ist 

y  =  F(x)+(x^''-x)F'(x)  >  yi  -=  g(*i), 


d.  h. 


A(a.  — A)»'+(aj^-»)Ar(«— Ä)'-l-j8(«i) 


also 


X(r-l)(a:-A)»--Ar(a;j-Ä)(«-Ä)*-i+8(a;,)^0. 
Dividiren  wir  durch  k(x^—hy\  substituiren 

X  —  Ä 

«== 1* 


^)  Zar  kfirzcrcn  Ausdrucks  weise  können  wir  solche  Intervalle  symbolisch 
durch 

(xiW2x)tv  resp.  w(xw2Xi) 

bezeichnen.     (Siehe  z.  B.  Modif.  Verf.). 

*♦)  Der  geometrische  Ort  der  Berührungspunkte  der  von  ^  an  das  System 
y  =  X{x  —  hy,  k  variabel,  gezogenen  Tangenten  ist  nach  §  8.,  IL  eine  gleich- 
seitige  Hyperbel. 
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sowie 

so  ergibt  sich  folgende 

Algebraische  Losung, 

1)  Löse  §  2.,  Aufg.  I.  für  c  ^  x^, 

2)  Berechne  ä  =  c  —  a, 

^^  k{x^-hY       k{a—c+x^y 

»  ^  1  SO9  dass 


(1) 


(2) 


schliesslich: 

oj  «=  isCaJj — Ä)+7i  "^  c  (3) 

Die  Lösung  von  (2)  ersiehe  aus  §  12. 

{unteren  )     ^ 
oberen     (     ^^^'^^^    ^1    einer 

Wurzel  w  eine  I        .         1  Grenze  x  derselben  zu  berech- 

(  untere  ) 

nen*). 

Auflcsung, 

Löse  wiederholt  Problem  I.,  das  gefundene  x  jedesmal  als  neues 
«1  betrachtend,  so  lange  bis  fi^v)  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von 
f{x-^  erhält.  Dieser  Fall  tritt  stets  ein,  wenn  ?r  keine  mehrfache 
Wurzel  ist  (§  8.,  III.,  1)). 

Wir  brauchen  nur 

z  =  einem  Näherungswert  von  (2)  (1) 

zu  nehmen. 


♦1  Oder  was  dasselbe:    Ein  Intervall  \   ;  '  '\  i    zu  bestimmen,   welrbes 

genau  eine  Wurzel  entbftlt.     Eis  möchte"  sich  empfehlen  solche    Inter\*alle  Rym- 
bolisch  durch  (x^wx)  resp.  {xwx{)  /u  bezeichnen. 
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Für  diejenigen  x^^  für  welche  ^<C1  (S(*i)>0)  genügt  nach 
§  8.,  III.,  2),  indem  wir  in  §  9.,  I.  (5)  statt  a?,  x\  x^ix—h^  «'— ä, 
arj  —  h  und  statt         • 

femer 

«  *=  1  +  2r(r~l)     ^^  ^®  ^^^^^ 
setzen,  der  Wert: 

«  =  «o±Va()*— 1 

Ist  ^  >  1  (^(«1)  <0) ,  so  genügt  z ^  (2) 

r  —  1 

Liegt  arj  der  Wurzel  hinreichend  nahe,  so  hat  man  Problem  I. 
nur  einmal  au&ulösen. 

Ist  w  eine  mehrfache  Wurzel,  so  findet  eine  fortwährende  An- 
näherung auf  der   \  \    Seite  statt. 

Wie  in  diesem  Fall  die  Wurzel  getrennt  werden  kann  von  der 

nächst    I  vorherffehendp     I  ^^^^  ^^^  ^^  zusammenfallenden  Wurzel, 
geht  aus  der  Schlussbemerkung  in  Artikel  I.  hervor. 

Ist  X  =  F{x^)  eine  Lösung  von  Problem  I.  in  der  angegebenen 
Weise  und  schliessen  wir  den  Fall  aus,  dass  w  eine  mehrfache  Wurzel 
ist,  so  genügt  dem  Problem  die  rfach  iterirte  Function 

x  =  F{F(F(...{x^). ..))), 

123         r      r        123 

WO  r  endlich  ist,  =  1  oder  =  2  ...  etc. 

Beispiel  L 
(§  2.,  Beispiel  Ha.,  (3)). 

Die  kleinste  positive  Wurzel  w  zu  trennen.     Hier  ist  api  =  0  eine 
untere  Grenze  von  w,  eine  obere  wird  gesucht. 

Wir  lösen  §  2.,  Aufg.  I.  für  «i  =  0,  c  =  0  und  A  «  1  und  finden 
wie  in  §  2.: 

a  =  0,1;     r  =  6;    '=■§?)»     ^  ==  — -0,1. 
T«U  LVn.  SS 


*- 


jr  .!■    ~   ~   AI  H.      '. 
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Weiter  ist 

1)  für  flji  =  0:  ' 

^  =  6Ö'  (ÖÄ?  ^  12"  =^  83333,33  ...  ;     fp,{z)  =  5.«-6.5+l; 
«Pe  (5)<  2>;    »  =  5 ;    a;  =  (5  — 1)0,1  =  0,4. 

Da  /(0,4)  =  2,576  >  0,  so  liegt  zwischen  0  nnd  0,4  keine  Wufsei, 
wir  fahren  also  fort: 

2)  für  a?i  =  0,4: 

^  -  km'  -  ^-2,576.64  =  2,74  ...;     ,>eg)  =  1  <r, 
2j  =  I  ==  1,2;    o;  «  1,2(0,5)  — 0,1  =  0,5- 

Es  ist  wieder  /(0,5)  =  1,391  >  0  also 

3)  für  a;,  =  0,5: 

P  =  km'='k'^~^^  g>e(M4)  =  0,422  <|,| 

z  =  1,14;    X  ^  1,14.0,6  - 0,1  =  0,584  . . . ;   /(0,58)  =  0,43. 

4)  für  a?!  «0,58: 

P-4"Sf'    lögp  =  0,860. ..~2;    logg>el,06<log|>; 

z  =  1,06;    X  =  1,06.0,68—0,1  =  0,6208;   /(0,62)  =  —  0,021 ... 

Die  Wurzel  liegt  also  zwischen 

0,588    und    0,62. 

Zur    geometrischen    Interpretation   verweisen    wir    auf    Artikel  L, 
Fig.  IV  a. 

Wir  können  in  dieser  Weise  fortfahren  und  die  übrigen  Wurzeln 
trennen,  unter  Beibehaltung  von  c  =  0  und  auch  der  Werte  a,  r,  f, 
Ä  bei  der  Trennung  der  3,  5  . . .  Wurzel  (in  pos.  Sinne),  während  der- 
jenigen der  2 ,  4  . . .  Wurzel  ein  anderes  t  (hier  l  <<  0)  zu  Grunde 

gelegt  werden  muss  [r  kann  durchweg  ^  n  beibehalten  werden). 

Im  vorliegenden  Beispiel  kann  sich  die  Methode  an  die  Fig.  ITa 
und  Fig.  lYb  des  Artikel  I.  im  Geiste  anlehnen. 

Es  kann  indes  hierbei  der  Fall  eintreten,   dass  die  Trennung 
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sehr  langsam  von  Statten  geht  Um  diesem  Uebelstande  zu  begegnen, 
lassen  wir  c  nachrücken,  d.  h.  wir  setzen  z.  B.  die  Trennung  der 
Wurzehi,  die  >!,  ^^lO,  ^lOO  ...  sind,  bezüglich 

c=:l-,    10;    100. 

Mit  Vorteil  können  wir  uns  des  Fourier 'sehen  Eriterium's  be- 
dienen *). 

Beispiel  IL 
f{x)  =  a;7+a;6--6a;ö— 5Ä*+10a;3+6a;2— 4aj— 1  =  0  (1) 

Die  «1  =  —  2  auf  der  pos.  Seite  benachbarte  Wurzel  zu  trennen. 


*)  Anmerknng  I.  Haben  wir  in  einem  Intervall  m  reelle  Wurzeln  er- 
mittelt und  gehen  in  demselben  z  Zeichen  -  Wechsel  „verloren*',  so  entspricht 
die  Differenz  d  =  2  —  tw  (=.  paar  oder  0)  eben  so  vielen  complexen  Wurzeln. 
(Die  in  einem  anderen ,  ganz  ausserhalb  des  ersteren  liegenden  Intervall  er- 
mittelte Differenz  d^  =:2;j— -i»!    entspricht  cf,  weiteren    imaginären  Wurzeln). 

Anmerkung  IL  Um  einen  Vergleich  des  vorliegenden  Verfahrens  mit 
denen  von  Lagrange  und  Sturm  anzustellen,  bezeichnen  wir  die  successive 
erhaltenen  Werte  x   —  welche  wir  als  neue  x^  betrachten  —  mit 

*H0  ^in  ^12  •  •  •  ^hr  ai,r+l  . . . 
Es  liegt  dann  zwischen  je  2  aufeinander  folgenden  Werten  z.  B.  a:i,r  und 
a?l,r+l  keine  oder  eine  Wurzel,  je  nachdem /(a:i,r)  und  y{ai,r^-i)  gleiche  od. 
entgegs.  Vorzeichen  haben. 

Die  Methode  von  Lagrange,  verbessert  durch  Cauchy,  bestimmt  die 
Reihe  der  x^  so,  dass 

fl;i,»+i  —  aJi,r  ==  B  ==  constant. 

Die  von  Sturm  gibt  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  in  einen  beliebigen 
IntervaU  (x,  :c')  als  Zahl  der  Zcichenwechsel  einer  gewissen  Reihe,  während 
wir  in  (xi,oxi,r)  —  dessen  Endglied  vom  Anfangsglied  abhängig  ist  —  eben- 
falls die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  als  Zahl  der  Wechsel  einer  Reihe  finden. 
Während  aber  bei  Sturm  die  Wurzeln  erst  getrennt  werden  müssen,  sind  die- 
selben hier  bereits  getrennt. 

Wir  können  indes  auch  gleichzeitig  von  x^  aus  eine  Reihe 

a^HO?     «^H19     «192  •••   ^.»^ 
und  von  x'^  Xi  aus  in  ähnlicher  Weise  in  negativem  Sinne 

«^»^  ...  a;^»^,     x^'\    x^'^ 
bilden. 

Als  Bspl.  hierzu  empfehlen  wir  obige  Gig.  für  x^  =  0  und  2'  r=  1  zu  be- 
handeln (Art  I.,  Fig.  IV  a). 

28* 
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Es  istArr,)  —  — 1<0,  §  2.,  Aufg.  L,  Fall  b)  zu  lösen.  Wir 
finden  als  zulässig  c  =  —  2  und  da  die  nach  —  2  transformirte  Glei- 
chung 

«7  — 13a;«+66a;ö— I65a;4-f210a;3— 126Ä2+28a;— 1  =  0        (2) 

lautet  (dieselbe  Gig.  wie  in  §  2.,  Bspl.  IIa  (1)),  so  weiter: 

A  =  l,    2>  =  6,    r  =  6,     a  =  0,l,     f  =  -  ^  (0,1)^ 

Ferner 

5  f( 2^       500  ^ 

P  -  -42(^'l)'7bä?    ^  42  =  ^^'^^    '•>  ^«^^'^^) 
»  =-  1,49 ;    X  =  1,49.0,1  —2—0,1  =  -  2+0,049. 

Da  f(—2)  und  /( — 2+0,049)  entgs.  Vorzeichen  haben,  so  liegt 
also  zwischen 

—  2    und    —2+0,049 

eine  und  nur  eine  Wurzel  von  (1). 

Wir  haben  also  die  Wurzel  getrennt  durch  einmalige  Lösung 
des  Problems  I. 

Betrachten  wir  (2)  als  ursprünglich  gegeben  und  suchen  eine 
obere  Grenze  der  kleinsten  pos.  Wurzel,  so  finden  wir,  «i  =«0  und 
c  =  0  gesetzt,  x  «  0,049.    (Die  Operationen  sind  dieselben). 

Beispiel  III, 

Die  kleinste  positive  Wurzel  zu  trennen.  Wir  setzen  «j  =0 
nnd  c  =  0  und  lösen  §  2.,  Aufg.  I.,  Fall  a),  da  ^(0)  =  +  1  >-0-, 
r  =  22;  ferner: 

/22\  /22\  /22\  /22\ 


*)  Die  Wurzeln  sind  sämmtlich  pos.  reell  und  zwar  der'GrOsse  nach 

(2sin2)2,    (28in3.2)«,    (2sin5.2)2  ...  (2sin43.2)l 


^12 
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=w      _U)„« ,.  _U)  ,4 ,.   (14) ,« 

UOJ  Uä;/  U/  Uj 

/22\  /22\ 

**        /26\"  '    *       /24\"   • 

\i8/  \2o; 

Wählen  wir  a  =  0,1,  so  ist  der  kleinste  dieser  Werte 

O     (?) 

^"''  ^  724  \  ^''  ^  /24\  «''  =  '  (^  =  1  genommen), 
V2o)  (4) 

/22\ 
f/(0)       \  2  7    1        100 
P  -  -^  ^724\  ■  «2  ===46  =^  ^'^^  ...  >922a,06)  =  1,88  ... 

U  j 
#«1,06;    a;=  («  —  l)a  =  0,006;    /(a-)<  0. 

Es  liegt  also  zwischen  0  und  0,006  eine  und  nur  eine  Wurzel. 
(Dieaelbe  ist  =0,00487  ...,  die  folgende  0,C4371  ...). 

Die  Trennung  ist  also  wieder  beim  ersten  Schritt  erfolgt. 

Modificirtes   Verfahren, 

Bei  der  Trennung  in  pos.  Sinne  können  wir  uns  eines  Verfahrens 
bedienen,  wonach  die  Bedingung  Problem  I.  (2)  dadurch  erfüllt  wird, 
dass  wir  nicht  zuerst  a  wählen  und  dann  z  bestimmen,  sondern  um- 
gekehrt. 

Wir  wollen  dies  an  einem 

Beispiel 

erläutern.    Es  sei  §  2.,  Beispiel  III.: 

a;6— 6a;5-f  9a?*4-5aj3  — 15a;2-f-0.a;+5  =  0. 

Die  kleinste  pos.  Wurzel  von  a-j  =  0  aus  zu  trennen. 

Für  c  =  0,  iCi  =  0  finden  wir:  r  =  6,  ferner 

15 
H-n,2  =  dem  kleinsten  der  Werte  1,     -Q-a^,    4  a'. 
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t  15 

Ist  «<  yj  =  0,62996  und  <  ög  =  0,4166...,  so  ist 

l==4a», 

IAO)       20 . 

3      _         _ 
=    1/20 

obige  Bedingung  algcbr.  Lösung  (2):   a  ^\f  ^('\'      ^^   können 
also  sagen: 

Zwischen  0  und  aj  =  a(« — 1)  liegt  höchstens  eine  Wurzel,  wenn 


«>  1  und  a  < 0,4166...  und  <|/^fT::^  ist. 


20 

9>6(«) 

Wählen  wir  z.  B. 


1)  »  =-  2,      so  erhalten  wir  a;  =  0,4166 . 1     =  0,4166 

2)  «  =  3,       -        -  -    o;  =  0,209    . 2     =  0,418 

3)  «  =  2,5,    -        -  -    aj  =  0,315    . 1,5  ==  0,472 

Der  letzte  Wert  ist  also  der  vorteilhaftere. 

Transformiren  wir  die  Gleichung  nach  einem  c'^x^  etwa  =  0,47, 

behandeln  die  neue  in  derselben  Weise  u.  s.  w.,  so  muss  die  kleinste 
pos.  Wurzel  getrennt  erscheinen  und  so  nach  und  nach  jede*). 

Auch  hierbei  können  wir  mit  Vorteil  das  Fourier'sche  Krite- 
rium anwenden  (Anmerk.  I.  nach  Bspl.  L). 

Als  Beispiel  empfehlen  wir  die  kleinste  pos.  Wurzel  der  obigen 
Gleichung  vom  22.  Grade  zu  trennen. 


§  11. 

Nachdem  wir  im  Vorigen  gezeigt,  wie  die  reellen  Wurzeln  ge- 
trennt werden  können,  bleibt  uns  noch  übrig  anzugeben,  wie  maff 
sich  einer  beliebigen  Wurzel  von  einer  oberen  oder  unteren  Grenze 
derselben  aus  annähern  kann. 

Problem  I.     Auf  der   {         *  >   Seite  eines  beliebig  ge- 

l  neg.  )  ^  ® 


*)  Dies  Verfahren  ist  gleich  dem  folgenden: 

Bestimme    —    wir  verweisen   auf  Problem   I.  *)   —  :    (0,47  w  x)w    &x 

? 
c=:0,47;   setze  o;  =  x^    und   bestimme  (o;,  to  x)w  für  c  =  otj    q.  s.  f. 

? 
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>     ZU   bestimmen, 
in  welchem  keine  Wurzel  von/(a;)=0  liegt 

Geometrische  Auflösung, 
(Vergl.  §  2.,  Aufg.  III.,  §  3.,  Krit.  ffl.). 

1)  Löse  §  2.,  Aufg.  II.  für  c^x^. 

2)  Construire  laut  Fig.  II.  nacheinander  HK,  C,  O,  j),  die 
Tangenten  in  P  und  |)  an  iT  resp.  Ä  nach  §  3.,  Anmerkung,  und 
bezüglich 

Es  ist  für  ein  solches  x: 

X(x—hy  —  ax—ß^O^ 
wo  o  -  8'(a:i)     und     /3  =  i(x^)—xi  8'(a;i), 

oder 

(-+» (,45)'+ «(,45)'"'- '?  0, 

Dies  giebt  folgende 

1.     Algebraische  Auflösung. 

1)  Wie  vor. 

2)  Berechne  nacheinander  A«^)»    /'(«i);    ä  ==  c — a\ 
F^{x^)^kr{x^-hy--^', 

a  «  F'(a?i)  -  kf\x^) ;     i^K)  =  A  (a^i  —  h)r ;    g  (x^)  ==  Fix^)  -  Ä:/(a:,) ; 


tt  a 


2  =  Xf"^ 


« 


*)  Symbolisch   können   wir  diese  Intervalle  durch  (arjo;)»  bczflgl.  w(^xx^) 
bezeichnen.    (Vergl.  §  10.  Problem  I.*)  und  Problem  II.*)). 
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3)       '^ri») »»'+«♦-1^5 

and  zwar 

a)  wenn  x^x^  sein  soll: 

y 


^< 


a?!  —  h 

sowie 

1.  falls  «  >  0  und  y  >  0  (also  g  >  0) :  0  <  2  <  ^-^ 

2.,,       >       „       <     ('^    ^><>^«-^-{rgrIdel^=^<^ 
3.     „        <        „       >     (  „    ö<0):  «>1. 

(Der  Fall  a  <  0  und  y  <C  0  kann  nicht  eintreten), 
b)  wenn  x  <C,xx  verlangt  wird : 

a5j  —  /t 
sowie 

r— 1 
1.  falls  «  >  0  und  y  >  0  (also  g  >  0) :  <  «  <  1 

y  y 

2.  sonst  a  ===  — —z  ==  -• 

c — h       a 

Schliesslich  finden  wir: 

4)    x^  h  +  l^c. 
Die  Lösung  von  3)  kann  nach  §  12.  erfolgen. 

Beispiel. 

(§  2.,  Bspl.  II.  a,  (3)). 

f{x)  =  a;6-f-6aj5+9a;4—5aj3— I5a;2-f  0.a;+5  _  q. 

Auf  beiden  Seiten  von  x-^  =  0,8  ein  Intervall  zu  berechnen, 
welches  keine  Wurzel  enthält. 

1)  Da  /(0,8)=  — 1,245... <0,  so  ist  zunächst  §  2.,  Aufg.  II. 
für  c  <  a?!  zu  lösen.  Es  sei  c  ==  0,  so  können  wir  die  §  2.  gefun- 
denen Werte  benutzen: 

A  =  1,    a  =  0,1 ,    r  =  6    und     '  -=  ^q* 

2)  /•(0,8) 1,245376 . . .  •,    /'(0,8)  =  —  0,9139 . . . ;    Ä  = — 0,1 ; 

JF^(0,8)  -  3,54294. 
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a  =  3,55817;  F(0,8)  -  0,531441 ;  8(0,8)  »0,552197;  ß 2,29434 

2,29434  ,  ^  ^       2,65016  (2,65016)* 

^==  3:55817 +^'^^3;558i7*    «^(3,55817)«'    !<>«  3  =  0,80899-2 

Es  sei  zunächst  x  ]>  ar^  Terlangt. 

Hier  liegt  der  Fall  a)  1.  vor,  sodass  z<C^~=  0,827 . . .  and 
<[ =  0,833 . . . ,  aber  >  0  sein  muss. 

Wir  finden  nach  §  12.  log  i^/g  0,789  =  0,80968-2  >  logg,  also 
««0,789;  ^=-0,l  +  3^^^^^-g^;  log (x+0,l)  =  0,97496-1; 
«+0,1  =  0,944;    «-=0,844. 

Zwischen  0,8  und  0,844  hat  die  Gleichung  mithin  keine  Wurzel. 

Berechnen  wir  jetzt  ein  solches  Intervall  auf  der  negativen  Seite 
▼OB  Xi  8=  0,8. 

Et  li^  Fall  b)  1.  vor,  also  muss  0,833...<5<  1  sein.  Da 
^e  0,872=0,80981—2  >  logg,  so  ist  z  =  0,87200,827)  statthaft; 

2  65016 
*  =-0'l  +3,55817.0,872'     'oe(.+0,l)  =  0,93152-1 ; 

a?4-0,l  =  0,854...;    «  =  0,754... 

Zwischen  0,754...  und  0,8  hat  die  Gleichung  also  ebenfalls  keine 
Wurzel. 

2.     Algebraische  Lösung. 

Diese  Lösung  ist  einfacher  als  die  vorige,  die  Annäherung  an 
die  Wurzel  aber  eine  langsamere. 

1)  Löse  bezüglich  l       ^'     '  J  in  §  2.  für    c^sr^^    mit    dem 

Unterschiede,  dass  an  die  Stelle  von  x±n,2 :  »±h.i  tritt,  sodass  geom. 
interpretirt  die  Curve  y  =  g  («)  von  der  Abscisso  c  an  beständig 
aufsteigt 

2)  Berechne  nacheinander: 

Ä  =  c— 4;     p  =  ^f^^j^Y  \  «  bezüglich  <  Vi^p  (oder  =  Vl^?); 

X  =  z(Xi  —  Ä)  4"  Ä  ^  <?• 

(Es  ist  X  bestimmt  durch  F(x)  ^  S(sci)  resp.  F(x)  T  8(0*1)). 
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Beispiel  L 

In  §  10.,  Bspl.  I.  fanden  wir  eine  Wurzel  w  zwischen  0,58  und 
0,62.  Es  ist  /•(0,6)  =  0,2...  >0,  dagegen /(0,62)  <  0;  m;  liegt  also 
zwischen  0,6  und  0,62. 

Bestimmen  wir  a:  so,  dass  0,6  <a5  <C  «^  «Öi62).  Wir  finden 
als  zulässig  (nach  §  2.,  Bspl.  IL  h.): 

c  =  0;     A==l;     a  =  0,l;     r  =  3;     f=  — 0,02; 

also 


3 


",i;     P-      (o^7^s      -      (7)3-.    a— "7      • 


3 


X  ==  0,1(1/347  —  1)  =  0,6027. 
Die  Wurzel  u  ist  =  0,618... 

Beispiel  11, 

Eine  untere  Grenze  x  der  positiven  Wurzeln  der  vorigen  Glei- 
chung zu  berechnen. 

Mittelst  der  obigen  Werte  finden  wir 

—  0,02  ./(O)  \ \ 

P  = (Q^)3        =  -100;      z  =  VlOl;      x  =  0,1(^101-1)  = 

X  ==  0,3657. 

Die  Wurzel  selbst  ist  0,618... 

n^  VI       TT      A  f  unteren  \    ^ 

Problem  II.    Aus  einer   <     ,  >    Grenze    x^     einer 

(  oberen    j  * 

Wurzel  w  einen  Näherungswert  x  auf  der   \  \    Seite 

l  POS.   ) 

zu  bestimmen. 

Löse  wiederholt  Problem  L,  das  gefundene  x  jedesmal  als  neues 
«1  betrachtend. 

In  Betreff  der  Wahl  von  c,  r,  ...  gilt  Analoges  wie  in  §  10., 
Problem  11.  nach  Bspl.  I.  bemerkt. 

Bei  der  Annäherung  von  einer  oberen*)  Grenze  aus  können  wir 
uns  des  sehr  einfachen  Näherungswertes:  ^ 


*)    Eine    untere    Grenze    einer    Wurzel   w    kann    durch    die    Substitution 


X  =:  -  in  eine  obere  Grenze  von  -  verwandelt  werden. 

X  w 
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bedienen,  worin  die  Constanten  nach  der  2.  algebr.  Lösung  von  Pro- 
blem L  (f/(«i)>0)  zu  berechnen  sind;  F'{x^)  ^  kr(xi—-hy'-^\ 
h  =  c — a. 

(Vergl.  diesen  Wert  mit  dem  sogenannten  Eul er 'sehen  „Nähe- 
rungswert", §  3.  Anmerkung,  2.) 

Wir  wiederholen,  dass  x^  beliebig  ist,  während  die  Eul  er' sehe 
Formel  voraussetzt,  dass  x^  bereits  ein  Näherungswert  ist. 

Ist  x  =  F(xj)  eine  Lösung  des  Problems  I.  dieses  §  in  der  an- 
gegebenen Weise,  so  kann  die  Wurzel  w  dargestellt  werden  durch 
die  in's  Unendliche  fortitorirte  Function 

aJ  =  iP(jP(F(....(a-i). ...))). 

12      3  r=(x>        3  2  1 

Je  grösser  r,  desto  kleiner  w — x. 


§  12. 
L     Nach  §  10.,   Problem  IL   lässt   sich  die   Trennung   der 
reellen  Wurzeln,  d.h.  die  Bestimmung  einer  l      t         1    ^^©i^ze 

aus  einer  <  QUe-on  1  ^^^  ^®  wiederholte  Auflösung  der  Formel: 

(p,.(z)  =  (r—  !)«»•— r.»»'-i-f  1  ^  p  (1) 

wo  r  eine  ganze  Zahl  und  pOO)  variirt;  oder  auch  von 

logg)r(«)^log2J  (2) 

zurückfahren  (a  >  0). 

Es  ist,  zur  Abkürzung  statt  q>r(z):g>(z)  gesetzt: 
(p'{z)  =  r(r— l)(a— 1)ä''-2, 
g,"(a)  ==  r  (r  —  1)  { (r  - 1) a  —  (r  —  2) }  «»-3 , 

d\ogq){z)  ^ ^'(2) 

dz  e       "  ' 

logl0.9(») 

d^log(p(z)  ^ 

_  r(r--l)  [(r— Ija^-^^— 2(r  — l)g*'-frg*-l--(r-~l)ig4-(r  — 2)]g*'-3 
loglO  (^^^' 
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Diese  Differentialquotienten  lassen  den  Verlauf  der  Curven: 

y=  (pr  (z)     und     y  =^\0g(prz, 

bezogen  auf  rechtw.  Achsen,  erkennen. 

Eine   vollständige  Discussion  würde  uns  zu  weit  führen.     ySTir 
bemerken  nur,  dass  die  Function  im  Zähler  von  — ~-2 —  gleich  0 

et  z 

gesetzt  ausser  der  2  fachen  Wurzel  «  =  1  keine  positive  Wurzel  be- 
sitzt. (Ist  r  ungrade  so  auoh  keine  negative,  ist  r  grade  so  eine 
solche). 

In  Fig.  III.  haben  wir  die  obigen  Functionen  f tir  r  =  6  graphisch 
dargestellt.  Wir  heben  hervor,  dass  die  erste  Curve  in  W  einen 
Wendepunkt,  die  zweite  in  der  Geraden  a;  =  1  eine  Asymptote  hat 
(für  beide  Zweige). 

IL  Die  Annäherung  an  die  reellen  Wurzeln  nach  §  IL, 
Problem  ü.  besteht  in  der  Lösung  von: 

'^r{z)^--'zr  +  zr''l^q  (1) 

WO  r  =  gz.  Zahl  für  verschiedene  Werte  von  g;  oder  auch  von: 

±  log  ±  i^rz  ^  ±  log  i:  ^. 
Zur  Beurteilung  des  Verlaufs  der  Functionen  resp.  der  Curven: 

y  =  ip^(zi)    und    y  ^  +\og  ±  ipr(z) 
haben  wir: 

,//(a)  =  ((r— 1)  — r»)a»-2, 

!/;"(»)  =  (r — 1)  ((r — 2)  —  rz)  z^-^ , 

dlog'tlfz '^'^)^  _ 

log  10.  !>;(«) 
dnogn>z__       1         [rV— 2(r  — l)rg  +  r(r  — l)]g2>— ^ 

r  log  10 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ist  stets  positiv,  also  der  letzte  Diffe- 
röntialquotient  negativ  für  0  <  a  <C  1 »  entsprechend  ilf(z)  >>  0;  da- 

d^\  —  loß —  U»»} 
gegen  ist  für  ^  (z)  <  0 :  — ^     /^,     ^  ^  >  0. 

In  Fig.  IV.  sind  obige  Functionen  für  r  =  6  zur  Darstellung  ge- 
bracht. Die  erstere  Curve  hat  in  W  einen  Wendepunkt;  die  loga- 
rithmische in  den  Geraden  x  =  0  und  a;  ==  1  Asymptoten ;  sie  besteht 
aus  drei  unendlichen  Zweigen. 
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m.  Ans  I.  and  IL  ist  ersichtlich,  dass  im  Falle  eine  nnmerische 
Oleichnng  vorliegt,  s  {§  lo.,  Problem  L,  und  §  11.,  Problem  I.,  1.  Al- 
f^ebr.  Losung  3))  leicht  durch  Probiren  gefunden  werden  kann. 

Durch  Anwendung  der  Regula  falsi  oder  der  Euler 'sehen  Nähe- 
Tungsmethode  lasst  sich  z  berechnen  oder  darstellen. 

Wie  sich  die  Trennung  auf  die  Lösung  von  Gleichungen  1.  und 
2.  Grades  zurückfähren  lässt  —  die  Annäherung  linear  oder  durch 
die  Bestimmung  der  positiven  Wurzeln  reiner  Gleichungen  x^  »  a, 

wo  r  ^n,  bewirkt  werden  kann:  haben  wir  bezüglich  in  §  10.,  Pro- 
blem IL,  S  11^  Problem  IL  und  Problem  I.,  2.  algebr.  Lösung,  gezeigt. 

Wir  verweisen  auch  auf  da«»  ^modilicirtc  Verfahren''  in  §  10.  zur 
Trennmig  in  pos.  Sinne. 

Andere  Darstellungen  von  z  ergel>en  sich  geom.,  wenn  wir  beachten,  dass 
die  Waneln   ron   ^ri^)  =  p  Abscissen   der  Berührungspanktc  der  Tangenten 
von  Funkt  (1,   l — p)  an  die  Cur\e  y  =  x^  also  nach  §  8.  II.  die  Abscissen 
der  Dwebschnittc  der  Curve  A'  nnd  ^,  dargestellt  durch : 

y  =  X     nnd     v  =  ■-  - — r-^ 

^  ^        (r_l)x  — r 

sind    and    auf    dieses    System    die    Kriterien    §  6.,   1.    anwenden,    indem   wir 
2'2\\JC*X  wählen  CMler  dnrch  0  gehen  lassen  oder  auch  die  Kriterien  §  6..  5. 

Auf  leutere  Weise  finden  wir  z.  B.  das  «  in  §  10.,  Problem  IL  (S),  als 
Ifahorongiwert. 

Auch  können  wir  nach  Gauss  mit  Hülfe  von  Tafeln  fOr  Loga- 
rithmen von  Summen  und  Differenzen  oder  auch  der  log.  trig.  Tafeln 
(Beitrftge  z.  Theorie  d.  algebr.  Gig.  n.  Abth.,  Göttingen,  Dieterich'sche 
Bachhandlung,  1849.)  z  berechnen. 

Am  rationellsten  möchte  die  Trennung  und  Annäherung  an  die 
reeüen  Wurzeln  numerischer  Gleichungen  sich  bewirken  lassen  mit- 
telst Tabellen  über  die  Functionen  in  L  und  U.,  indem  wir  dann  s 
nur  abzulesen  brauchen. 

Im  folgenden  Artikel  werden  wir  das  Problem  der  Trennung  der 
Wurzeln  als  das  ungleich  vrichtigere  dieser  beiden  Probleme  specieller 
behandeln,  wobei  wir  hauptsächlich  die  praktische  Brauchbarkeit  der 
Methode  zur  Auflösung  numerischer  Gleichungen  im  Auge  haben. 
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XXV. 
Zum  Problem  des  dreifach  orthogonalen  Flächensystems. 

Sechster  Artilcel.    Fortsetzung  von  N.  XIY. 

Von 
B,  Hoppe, 


14.    Allgremeinste  Fläche  Ton  gremeinsamem  ebenen  System. 

mit  einer  Fläche  2.  Grades. 

Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  die  orthogonalen  Flächen- 
systeme untersucht  haben,  welche  2  ebenen  Systemen,  hervorgehend 
aus  Lösungen  der  Differentialgleichung  (8)  für  den  Fall  der  ver- 
schwindenden rechten  Seite,  entsprechen,  wollen  wir  nun  den  gleich- 
falls angedeuteten  Weg,  nämlich  von  der  Mitte  des  Problems  aus 
nach  beiden  Seiton,  verfolgen,  indem  wir  von  einer  Fläche  ausgehen, 
deren  Krümmungslinien  bekannt  sind.  Als  einfachstes  Beispiel  Metet 
sich  eine  Fläche  2.  Grades  dar,  deren  Gleichungen  in  Parameter 
der  Krümmungslinien  u,  v  lauten: 

x^  =  a—j—{u  —  a)(v — a) 

y«  =  j?L=f(„_j)(„_j)  '  (244) 

«2  =  c— r-(w — c)  (v  —  c) 

wo 

J  =  (j_c)(c— a)(a— 6) 
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Dieselbe  Fläche  ist  ausgedrflckt  durch 

Bezeichnen  also,  wie  anfangs,  p,  9,  r  die  Bichtnngscosinns  der  Nor- 
male, so  hat  man: 

X  y   z 

'^    ^  a  b   e 

Da  nun 

©  +  (f)  +  ©'=  ^{*«Co-*)(u-«)(«'-«) 

-\-ca{a — c)  (tt — h)  (v  — h)-^db  (b  —  a)  (u —  c)  (r  —  c)  j  = 
ist,  SO  ergiebt  sich: 


UV 

abc 


X 1  /abc  y  ■■  /abc  z  1  /abc  ,^,^^ 

P  =  '\/  —  1       9  =  1  1/  — ;        r^-]/ —  (246) 

^        a  f    uv^  b  f    UV  ^  cf    UV  ^       ' 

wodurch  zugleich  die  positive  Richtung  der  Normale  definirt  sein 
mag.  Diese  Relationen  stellen  die  Abbildung  der  Urfläche  nebst 
ihren  ErOmmungslinien  auf  der  Kugel 

P^+q^+r^  =  1 

dar,  wenn  man  p,  9,  r  als  die  entsprechenden  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  betrachtet.  Bildet  man  sie  von  dieser  wieder  nach  den  Re- 
lationen 

auf  der  Ebene  ab,  wo  |,  17  die  ebenen  Coordinaten,  i  eine  Abkürzung 
ist,  so  erhält  man: 

X  y 

a  1* 


Yc^'^c  Y  äb'c'^c 


Eliminirt  man  beliebig  u  oder  t;,  und  bezeichnet  durch  k  einen  belie- 
bigen von  beiden  Parametern,  so  findet  man: 

(ife— (?)  {a(Ä;— 5)  J2+&(Ä  — a)i?*}  (l  +  S2+^2)2 

+  Ä;{a— c)(Ä;— &)|«+(&  — c)(Ä-a)i?2}(l  — J2— i?8)2_o 

als  gemeinsame  Gleichung  aller  Curven  des  ebenen  Systems.  Die 
sich  rechtwinklig  schneidenden  2  Scharen  können  sich  demnach  nur 
durch  die  Werte  von  h  unterscheiden. 
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Es  sind  nun  ferner  die  Differentialgleichungen  ffir  die  Hai 
krümmungen  nach  (8)  herzuleiten.  Differentiirt  man  die  Werte  (2 
so  findet  man: 

dp /  dx 1^\       p  /    1  1\  ap 

Su       ^  \xSu       2u)       2\u  —  a       u)        2u{u — a) 

und  analoge  Ausdrücke,  woraus  nach  (7): 

Mt        Ihya^  (^Ym  (^Y-^    1     (     aV      ,       b^q^ c2r 

aic  f     ^*    _j_     y*      i_     g^     \ 


«2 


ahc 


!v  —  a,  V  —  h   .  V  —  c\ 

u — a   '  u  —  0   '  ^u — c) 

abc(v  —  u) 
Amh)  (u — a)  {u — b)  {u  —  c) 

also,  wenn  man  zur  Ahkürzung 

17=  («* — a)(u — b){u  —  c);         F=  {v  —  a){v — b){v — c) 
setzt: 

Die  neue  Differentiation  ergiebt: 

BlogJlf  u  8logiV^  V 

Bv  2v{v  —  u)  du  2u{u — v) 

woraus : 

dM  1  /abc  /    w    \4  dN 


MNdv 


l/abcf    u    \4,  SN     ^_l/abc(     v    \* 

y    V  \u--v)   *'        MNdu  '^      y    U  U— «/ 


und  die  nochmalige  Differentiation: 


3  ,       8 M  3t; 

log 


du ''^  MNdv  2u{u-v) 

d^       _dN 3^ 

dv  ^^MNdu  ~      2v  {v—u) 

Demnach  lauten  für  unsem  Fall  die  OL  (8): 

d^m  u        ^^  _i         ^        ^^ n  (^ 

dudv      2v(u — v)  du    '    2u{u — v)  dv 

d^n    ^^         V         dn  3t4        8n 

3«*8t;  '   2u  {u —  v)  dv       2v{u — v)  du 
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uud  ZU  jeder  Lösung  einer  von  beiden  Gleichungen  findet  man  die 
zugehörige  Lösung  der  andern  mittelst  der  Relationen: 

w  =  w  — 2«;-^g^;        m^n+2u——^  (249) 

Zur  Vorbereitung  der  Integration  setzen  wir 

1,1  11 

dann  geht  Gl.  (248)  über  in 

S^mj^l  dm 8^  ,  2  dm  /-orax 

BfA* ''  V  9|Lt       8v^  ''"  V  8v  ^ 

In  dieser  Form  wollen  wir  ihr  durch  den  speciellen  Wert 

wi^e^A*.^  (251) 

zu  genügen  suchen,  wo  6  constant,  v^  Function  von  v  ist  Dies  giebt 
nach  Einsetzung: 

8S  /     .  1\ 

"8^^  H^  +  vj^^  (252) 

Ein  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

n 

Vj  =  v/6<^^«>8^(l-|-C0S'^)8'9' 

0 

woraus: 

m=^]e  ^(/*+ ^'  ^«^)  (1 + cos  ^)  8^  (253) 

0 

Hiemach  muss  die  GL  (248)  als  lineare  auch  befriedigt  werden  durch 

m  =  /  qp'(f*+ V  COS  ^)  (1  +  cos  ^)  8^  (254) 

0 

wo  g)  eine  willkürliche  Function  bezeichnet;  denn  betrachtet  man 
<p'aj  als  Function  von  e*  und  entwickelt  diese  in  die  taylorsche  Reihe, 
so  ist  jeder  Term  des  Integrals  enthalten  in  (253). 

Differentiirt  man,  zur  Darstellung  des  zugehörigen  w,  den  Wert 
mit  Beachtung,  dass 

8m 1  /      8/»      8m\ 

dv       v^\     8f*  '  8v / 
ist,  so  findet  man: 

n 
TeU  LTIL  24 
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and  nach  teilweiser  Integration: 

7t 


dm 
dv 


= 2   /    9>'(f*+ VC0S^)C0S'^3'^ 


.  Dies  in  Gl.  (249)  in  der  Form 

'  ov 

eingeführt  gieht: 


n 

n 


Hiemach  ist 


folglich  nach  (258) 


Es  war  aher  (s.  Gl.  (10)) 


(25«j 


=  /9>'(l*+vcos^)(l  — cos^)8^  (255) 

Um  ans  den  Hauptkrümmungen  «i,  w  die  Gleichungen  der  Fläche 
ahzuleiten,  wenden  wir  statt  «*,  v  und  ft,  v  ein  drittes  System  Unab- 
hängiger X,  A,  an,  mit  jenen  verbunden  durch  die  Relationen 

u  —  a  ft+v 
=  1  —  a  ^—  «=  x^ 

» —  a       ^         u — V       % 

Zur  Abkürzung  sei  überdies 

0=  |Ä+vco8^=^|l— xfitcos^l+isin^l^l       (267) 
Dann  wird  nach  (246)  (244) 

i>=±j/^-^.x  =  2^x  (258) 

Multiplicirt  man  die  Gl.  (256),  so  kommt: 


»2  = (259) 

UV  ^        ' 


3xjj        V'—a^U'—a       «A,  ,, 

2x  ö~  02*  = 0 ==  T  o(«A) 

ou  V  u  K    ^ 

2>C  ^  OV  = 0 ^'  =  XA  9  T 

ov  U  V  K 


8a;  =  ?»^8w+w^8t;  '         (260) 
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daher  hat  man: 

r.  Dl  m. ,  .,  .        -x) 


das  ist  nach  (254)  (255)  (257) :     ' 


dx^D  P  q>\e)  {dK  +  ~^  dl  \  8^  (261) 


0 

Zur  Transformation  entwickeln  wir: 

d_        <p(<9)sin^        ^^ix  —  ^\      y'(^)sin^^ 
A*  cos*  o  +  sin*  2  A  cos*  ^  +  sm*  « 

A,*cos*rt — 8in*ö 
+  9>(»)  7 


icos^g+x^™  2  i*cos*2 +8m*2 


Beides  addirt  und  zwischen  0  und  n  nach  ^  integrirt  giebt: 

0     Acos*2+^sm*2  0 

Unmittelbar  erhält  man: 


n  n 


0     Acos*2+TSin*2  o 


woraus: 

7t  n 


0    Acos*2+^sm*2  0 


24* 
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Integrirt  man  nach  dieser  Formel  die  Gl.  (261),  so  kommt: 

r      <p(e)3^ 


0     A,co8^2+TSin^2 


Nun  ist  nach  (257)  (258) 


folglich,  mit  Anwendung  der  Analogie, 

g)(ö)8'9' 


0 


pipi&yi 


<p(0)8^ 
2 


0 

7C 


xe)S^ 

2 

0 


/•qp(e)8 


Hier  ist  die  Grösse 


cos^  2       sin^  ^ 
®  =  H^r-+-7->'  (263) 

unabhängig  von  o,  i,  <?,  und  bleibt  daher  bei  Substitution  der  Ana- 
logen zum  Ausdruck  der  beiden  andern  Coordinaten  unverändert 
Das  gleiche  gilt  von  der  Function  g>'(0),  nicht  aber  von  der  Inte- 
grationsconstante  in  <p(0),  welche  für  jede  Coordinate  einen  andern 
Wert  haben  kann.  Ueber  diese  3  Constanten  ist  nun  derart  zu  ver- 
fügen, dass  die  3  Functijonen  unter  dem  Integralzeichen  im  ganzen 
Intervall  der  Q'  stetig  werden.  Es  ist  leicht  zu  beobachten,  dass 
immer  einer  der  3  Nenner  für  einen  Wert  von  ^  verschwindet.  Da 
nämlich  xA  reell  ist,  so  hat  }?  gleiches  Vorzeichen  mit  x^,  also  nach 
(258)  auch  mit 

_  hc{c^^ 1__ 

'"'  "(-f)(-0 

Wie  aus  (262)  zu  ersehen,  findet  im  Ausdruck  von  x  die  Stetigkeits- 
unterbrechung statt  oder  nicht,  jenachdem  A^,  also  D^  negativ  oder 
positiv  ist.    Die  Bedingung  eines  negativen  Z>^  ist 
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mit  Beziehung  der  Zeichen.  Um  sie  zu  erfüllen,  muss,  jenachdem 
unter  den  Grössen  a,  i,  c  keine,  eine  oder  zwei  negative 
existiren,  a  die  mittlere,  grösste  oder  kleinste  von  ihnen 
sein.  Daraus  folgt,  dass  b  oder  c  fttr  a  gesetzt  in  allen  3  Fällen 
ein  positives  D^  ergeben,  dass  also,  wenn  in  x  die  Unstetigkeit  ein- 
tritt, y  und  z  davon  frei  sind.  Setzen  wir  die  soeben  bezeichnete 
Anordnung  voraus,  so  lauten  die  von  jeder  Unstetigkeit  befreiten 
Gleichungen  der  Fläche: 


n 


X  ^=  ap  1 


9(ö)-^g) 


a0  — 2 


8^ 


y 


-^^/^ii^-" 


Z  =*=   er    t     — :^ ;^— 0^ 


/ 


c0— 2 

0 


Was  die  Bedeutung  der  Constanten  B^  C  betrifft,  so  findet  man: 


71  n 

8^ 


/jei-2 — i-/ 


,,  ^  0- 

0     v{u — 2»)cüS^2"f"^(^"~*)siö''*2 


-T-'K^ 


U  V 


u  —  h  V  —  b 

Da  nun 


g  =  + 


l/ca(c — a)  u  —  b  v  —  b 


U  V 


ist,  so  heben  sich  in  (264)  die  variabeln  Factoren  weg,  und  B  ist 
einem  constanten  Incremcnt  von  y,  ebenso  C  einem  solchen  von  z 
proportional,  welche  beide  nur  eine  Verschiebung  der  ganzen  Fläche 
ausdrücken,  daher  als  gleichgültig  unberücksichtigt  bleiben  können. 

Für  rationale  Functionen  q>  ist  die  Fläche  stets  algebraisch.  Ist 
<p  zunächst  eine  ganze  Function,  so  kann  man  sie,  wegen  des  über 
den  constanten  Term  Bemerkten,  in  der  Form  darstellen: 

Jk=Jfc 

<p(0)  ==:  ^*^;k(0*+i— ^*+i)  (265) 

ife=0 


und  nach  einander 


^       2      2       2 

a       b       c 
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setzen.    Dann  ist  eine  beliebige  der  3  Grössen  - »    -  ?     -  ausgedrückt 

p      g^       r 
durch 

,/      ^ — »  Jk=0       A=0  ly 

0  0 

und  man  findet  nach  (263) : 

/g=h  p(        d-Vg/         {).\2h-2g 

®^dd'  =  2^  £  ih)guff-f'v-ff  /   (siii^-j    (cos^j  dd' 

0  ~  0 

=  (-2)A;r^i  (— i)^(-i)A-^t^-*t^-^ 

9=0 

Führt  man  dies  ein  und  vertauscht  die  Summationen,  so  wird   die 
gesuchte  Grösse 

Jk=*i  g=k  (^\g  hzzh  (         <l\h. 

n  2  A,d^  2  (~  J),  r\     £  ei>-,  (~  ~)   = 

lk=0  /7=0  \^/     hz=g  \        ««*/ 


n  Z  A,d^  E  (-i),  U  -)      2    (-i).  I  - 

Jfc=0  g-Q  \       ^^/        Ä=0  \ 


du) 


Dies  lässt  sich  symbolisch  ausdrücken  durch 

*^**        ^  r  1 

n  2  Akd^ 

Jfe=0 


ii/('-iy(^-i)j 


mit  der  Bestimmung,  dass  die   Grösse  in   eckigen  Klammern   nach 
Potenzen  von  -  und  -  entwickelt   werden,    und   die  Reihe  da  ab- 

u  V 

brechen  soll,  wo  die   Summe  der  Exponenten  den  Wert  h  erreicht. 
In  dieser  Schreibweise  lauten  die  Gleichungen  der  Fläche: 


. = « i/*£(£p*)  --z:^  ^  !f\  (2y  ri/.- j^_  :_q 
_  ^  i/Ma-e)  u-ö .-,  *-^^.  /2y  ri/:z;:z:" 

f  n  UV        k=:0       \cj    \f    u — cv — c 
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Die  ersten  Particolarlösangen  sind  hiernacli: 


f  ^  UV 


X 


X 


etc.  die  ^  und  z  analog. 

Die  erste  Lösung  stellt  nur  eine  Kugel  dar.    Die  zweite  giebt 
zunächst: 


L 

UV 


'      ^     *  '  \u  ^  vj  \u      vj    ^     '  \u  *   vj    UV 

wo  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist.  Eliminirt  man  w,  v,  so  erhält  man  folgende  Gleichung 
loten  Grades: 

—72  (ax^+by^+cz^  —  ^  jl  +  27  \a(a—a)x^+b{b—ß)y^+c(c—y)z^T  \ 

Die  Krümmungslinien  dieser  Fläche  erhält  man  durch  Elimination 
von  u  oder  v  zwischen  2  beliebigen  derselben  Gleichungen.  Aus  den 
beiden  ersten  findet  man,  wenn  k  einen  beliebigen  der  Parameter 
u^  V  bezeichnet: 


^1 
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+  27^'8  (ax^^  hy^+cz^  —  ^Vzrr  0 
Die  Hauptkrümmangen  sind  bei  der  Annahmo  (265) 

W  )  ik=0  0 

das  ist  nacli  der  oben  ansgoführten  Entwickelung: 

m^-2n  2\—2f{h+l)Ak^2  (-.|)^(— |);fc_^+it^-Ä«,-^ 

n  =:— 2«  i'(— 2)*(A?+l)^/-i  ('-^)n^■l^—\)k-gy^-^v-9 
Der  vorstebcuden  Particularlösung  entspricht  A^  =  — ,  daher  ist  im:Äer 

TT 

3.2  2,3 

1 
Ftlr  die  dritte  Particularlösung  ^^  =  —  hat  man : 


w 


Ist  fomer  9  ein  rationaler  Bruch,  so  kann  man  diesen  zexrX^gt 
denken  iu  eine  ganze  Function  und  Terme  von  der  Form 

J5(0+6)-*-. 

Sei  zuerst 

dann  wiid  eine  beliebige  der  Grössen 

X       y       z 
p        q        r 

n  n 


(r+')»"l+ ('+')* 


0  0      \T-h  e|cos"H-i-i--t- eism*^ 


^     n    I  /     u  V 


Hoppe:  Zum  Problem  des  drei/ach  orthogonalen  Flächensystems,      377 

2       2       2 

wo  d  die  Werte  —  >    r*     ~  hat.    Daher  ist  im  einzelnen 

a       b       c 


~" +  2  24-06  r         ^f 


—  6;   t4  —  a    V  —  a 


;r       b       l/ca(a — c)    u — b     v — b 

^  ~  +  2  2+b^  V         J         ^t^+2  ^^2      ^  ^^^^^ 

"T  ^        g       1 /q&(&  —  a)   tt  —  <?     ü — c 
^"^  +  2  2+ce  r  2^         ^H^  ^H^ 

Hieraus  erhalt  man  durch  Differentiation  nach  e  für 
den  Wert: 


+ 


(-»'i-,£!<.'+-H('+r*('+in= 

gemeinsam  für  - .    -,    -.    Sei  z.  B.  A;  =  1 ;  daun  wird 

^     ^ ^ (268) 

n      a      "t/bcic — b)  u — a    v  —  af    2a    ^^      u       ^       v     \ 
"^  ^  +  4  2+^e  V  ~~  J        et^2  '^ii^\¥-+^e'^m+2'^ ev+  2) 

n      b      l/ca(a  —  c)   u — b    v  —  b  f    2b     ^.        u     _\       ^     \ 
^^ +  4  2+^r  ^        6?7+2  ^H^\2+^'^ew+2"'"eü+2; 

n      c      l/ab{b  —  a)  u  —  c    v — c  (    2c  u       ,       v     \ 

Die  Gl.  (267)  geben  nach  Elimination  von  w,  vi 

das  ist  eine  Fläche  2.  Grades,  welche  einer  horaofocalen  der  Urfläche 
(245)  ähnlich  ist,  und  für  6  =  0  nach  Division  der  Lineardimensionen 

durch  —  J  TU  "^010  in  die  Urfläche  übergeht.    Der  Urfläche  entspricht 
also  der  Wert 
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woraus  nach  (254)  (255): 


71 


das  ist 


m  =  w 


VS'  —)/£  («»' 


Von  dieser  Speciallösuug  der  Gl.  (248)  ausgehend  kann  man  nun 
leicht  eine  allgemeinere  Lösung  ableiten.  Gl.  (250)  zeigt  nämlich, 
sofern  sie  bei  einem  constanten  Increment  zu  ft  unverändert  bleibt, 

dass  man  in  jeder  Lösung  zu  —  und  —  dieselbe  Constante  —  addiren 
kann.    Es  gehen  dann  t«,  v  über  in 

6U  (SV 


Nach  Substitution  dieser  Grössen  und  Division  durch  a^  erhält  im 
zunächst  aus  (269): 

dann  allgemeiner 

wo  die  willkürlichen  Functionen  i/;,  X)  ^^d  die  ebenso  willkürlichen 
Grenzen  der  Integrale  unabhängig  von  u^  v  sein  müssen.  Leitet  man 
aus  ni  nach  (249)  n  ab,  so  ergiebt  sich  der  vorstehende  Ausdruck 
für  x(o)  =  '^(<f),  also  enthalten  m  und  n  nur  eine  willkürliche 
Function. 

Nach  Einsetzung  der  Werte  von  m  und  n  in  (260)  erhält  man: 

^\        ^        /  y(w— a)(«-a){(w+<y)(v+ff)|i 

\  lu  —  a  1  /v  —  a 

oder,  wenn   ttj  =  1/  "TT^?     ^i  ^  1/    ZL/?    g^s^tzt  wird: 

^^  =  [/  ~~d — J     a+g   K^^i  +  ^^%) 
also  nach  Integration: 


X 
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+  C){v+<S) 
^  I  /c{b^a){u—c){v  —  c)  P  tft(<y)8tf 

""  r  -^  ./  ((7+<y)y(t*4-<y)(r+cö 


J8 


Hier  entsprechen  jedoch  rationale  Functionen  ip  logarithnüschcn  Aus- 
drucken der  Cobrdinaten.  Um  statt  dessen  eine  unendliche  Reihe 
algebraischer  Lösungen  zu  erhalten,  kann  man  von  den  Werten  (270) 
ans,  denen 


X 


__      1      i/a(c — b)(u — a)(v  —  a) 


entspricht,  durch  Differentiation  partiell  nach  a  neue  Werte  ableiten. 
Dies  giebt  successive: 

1_  _1_  1  /a(c—d)(u  —  a)(v--a)  /_2 ,    _1  _    ,    J_\        , 

,3  2  3_  ) 

"^  (t*+  (7)2"^"  (W+  <y)  (v+  (^)  "T"  («;  +  0)2  }  5      ®^^- 

In  diesen  Formeln  trägt  a  nichts  zur  Allgemeinheit  bei,  man  kann 
CS  daher  nach  den  Operationen  null  setzen,  und  einfach  schreiben: 

So  gelangt  man  auf  ganz  verschiedenem  Wege  wieder  zu  den  Lö- 
sungen (266). 

Die  allgemeinste  Lösung  der  Gl.  (248)  würde  2  willktirliche 
Functionen  einer  Variabein  enthalten  müssen.  Diese  Bedingung  lässt 
sich  erfüllen,  indem  man  vom  vollständigen  Integrale  der  Gl.  (252) 

1^2  ==  V,  I  fp{a)  +  t\>(G)J  ^gj 

ausgeht,  dieses  in  (251)  für  v^  einführt,  dann  nach  a  zwischen  den 
i^eitest  möglichen  constanten  Grenzen  integrirt.    So  erhält  man: 


X 
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m 
WO 


71 

0 

und  würdo  daraus  n  und  die  Coordinaten  in  der  beschriebenen  Weise 
berechnen  können;  doch  lässt  sich  davon  schwerlich  eine  Anwendung 
machen. 


15.    Allgremeinstes  orthogt>nales  Flächensystem,  dessen  eine  Schar 
aus  coaxialen  FlKehen  2.  Grades  besteht. 

Bei  der  folgenden  Untersuchung  will  ich  die  bis  hierher  ange- 
strebte Allgemeinheit  der  Urfläche  ganz  fallen  lassen  und  von  einer 
Fläche  2.  Grades  ausgehen,  die  sogar  in  Bezug  auf  Mittelpunkt  imf 
Axenrichtungen  nicht  variiren  soll.  Allein  die  Bedingung  fester  Bnaft- 
punkte  fällt  hier  weg;  dies  ist  der  einzige  Schritt  der  Yerallgemdue- 
rung  vom  confocalen  System  aus.  Doch  schon  in  diesem  ein&chea 
Falle  zeigen  sich  einige  neue  bemerkenswerte  Beziehungen,  die  bei 
grösserer  Variabilität  sich  der  Beobachtung  entziehen  würden. 

Es  werde  die  eine  Flächenschar  gebildet  von  der  variabeln  Fläche 
2.  Grades 

x^  ==  a  — -7—  (k — a){l  —  a) 


a  —  c 


y^  -  b --^~  (k-h){i-b)    r  ^271) 

h — a 


z^ 


WO  a^  b^  c  Functionen  eines  dritten  Parameters  to,  h  Function  voi 
(w,  w) ,  und  l  Function  von  (t?,  w)  ist.  Diese  Functionen  sind  so  m 
bestimmen,  dass 

dx  dx    ^^oy  Sy    i^  Sz  dz 
du  dw      Su  Sto      du  Bw 


dx  dx   ^  dy  dy   ,  dz  dz 


dv  dw^^ dv  dw      dv  di" 


wird;  dann  wird  die  Fläche  t^  =  const.  von  den  Flächen  «*=:cobs*- 
und  V  =  const.,  welche  einander  bedingungslos  rechtwinklig  schneiden) 
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gleichfalls  rechtwinklig  geschnitten.     Dividirt  man  sie  bzhw.  durch 

dk       dl 

TT  *     Q- »    80  gehen  sie  über  in 

hx  Bx  _.Sy  ^y  _i  ^^  ^* 

dk  d^'^d'k  div+dk  STo^^  ^2^2) 

dx  Sx  j^  8^/  Sy      Sz  dz 
dl  dw'^'di  dw'^di  dw^ 

Ausserdem  ist,  identisch, 

dx  Sajj^Sy  dy^^dz  dz 
dkdi'^dkdi'^dkdi'^^ 

Setzt  man 

c — b  .^        -  a      l — a 

a?i  =  a       .     (l — a)  = 7  

1  ^     ^         '       a — 0  a  —  c 

SO  wird 

jB*  sa  Xi(k — a) 

und  giebt  nach  Differentiation: 

ftß  ^  2  8«  _  1  dx^. 1_  /8ä  __   A 

dk         ^'      a;  8tr       Xi  dw    *k — a  \dw         ) 

also  nach  Multiplication: 


Sa?  8« dx-^  ^^    «1    /8^       A 

8ä  8tr       8?o    '  Ä; — a  \bw         ) 


Bezeichnen  y^,  z^  die  analogen  Ausdrücke  für  a-^^,  so  erhält  man  nach 
Einführung  in  (272): 

di.^^+y^+'^)+^^i^zzir+y^-k=^+'^'k^^  ^  ^ 

Nun  ist 

a{c—b){l-'a)+b{a—c)(l—b)+c(h—a){l—c) 
«i+yiH-«i -  -j =— 1 

daher  fällt  der  erste  Teil  der  Linken  weg,  und  nach  Multiplication 
mit  (ÄJ — a){lc^b){k — c)  bleibt: 

a(e-b)  (l-a)  (k—b)  (k-c)  (-^  —a'j 

(dk  \ 

g^  — *'j 
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das  ist,  entwickelt: 

{k  —  l)  Llk^-\'Pk^  —  P^k+p\  =  P{h  —  a){k'-h){k--c)    (273) 
und  analog: 

(i-^)(z/z|^  +  Pi8-P,Z  +  P,)  ==  P(l--a){l-b)(l-c) 


(274) 


wo  zur  Abkürzung 

p  =a(ft— c)a'+&(c^a)fc'  +  c(a— *)c'  (275) 

P^  =  a{b^'-c^)a'  -\-h{€^—a^)b' +c{a^^h^)c'  (276) 

Pg  =  aÄc{(fc  — c)a'  +  (c  — a)*'  +  (a— i)c'}  (277) 
gesetzt  ist. 

Soll  nun  Gl.  (273)  unabhängig  von  Z,  soll  ebenso  Gl.  (274)  oa- 

abhängig  von  k  erfüllt  werden,  so  müssen  zur  Linken  die  beidor 

Klammern,  zur  Bechten  P  verschwinden,  und  die  gesammten  Boiä- 

gungen  sind  jetzt: 

P=0 

dz 
z/Z  n- =  PiZ  — Po 

Die  erste  Gleichung  reducirt  die  3  Functionen  von  w^  nämlich  a,  i,  <?, 
auf  zwei.    Da  sie  nun  sichtlich  durch 

a'  ==  5'  =  c'  =  1 

und  durch 

aa»  =  hb'  =  cc'  =  1 

erfüllt  wird,  so  ist  ihre  allgemeinste  Lösung: 

wodurch  die  Gl.  (276)  (277)  übergehen  in 

Pj  =  z/Q';        Psj  ==  -z/Ä'  (27Ä) 

und  die  Gl.  (273)  (274)  in 

jc^  =  kQ'+R'i         Z5-  =  ZQ'  +  Ä' 
Hiernach  sind  a,  &,  c,  A;,  Z  sämmtlich  Lösungen  einer  Gleichung 
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WO  Q,  R  willkürliche  Functionen  von  w  bezeichnen.    Ist 

t  =«  /(tiT,  const.) 
das  Integral  derselben,  so  hat  man: 

WO  ^,  J9,  C  willkürliche  Constanten  bezeichnen,  und  t«,  v  zur  Yer- 
einfachnng  statt  beliebiger  Functionen  bzhw.  von  u  und  von  v  ge- 
schrieben sind. 

Ist  beispielsweise  12'  =  0,  so  giebt  Gl.  (279): 

t  =  Q4~<^^8t. 
daher  ist  hier 

und,  wenn  man  Q  — — 19  setzt,  so  gehen  die  Gl.  (271)  über  in 

a»  =  ^^-=^(«*  — C)(v— C)(w— C) 

demnach  entspricht  der  Fall  JS'  =  0  dem  confocalen  Flächensystem 
2.  Grades. 

Umgekehrt  geht  aus  der  Annahme  fester  Brennpunkte  der  Ur- 
fläche  her?or: 

a — Ä  =  const. ;     a  —  c  ==  const.    also 


f 


daher  nach  (277)  und  (279) : 

P,  =  0;      R'^0 

Folglich  brauchen  ¥dr,  um  den  Fall  coufocaler  Flächen  auszuschliessen, 
nur  festzuseteen,  dass  R^  nicht  constant  null  sei. 

Ein  zweites  Beispiel  der  Integrabilität  ist 

Wir  setzen  der  Einfachheit  wegen  i2'  =  j^,  dann  wird 

fi  -« to-|~  const. 
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daher 

^^  =  M  4"  w^  1       l^  =  v-{-ic 

und  man  hat  das  orthogonale  Flachensystem: 


x« 


y^  = 


»^ 


Vin-f-w  —  y<r-f--4  yM?-|-v  —  yw-\-Ä    / — j — - 
. -— — ■ TT^^ — :=z  yw-]-  A. 

yw+B  —  yw+Ä  yw^-c—yw+Ä 

yi^+^i - Vu^+c  vr^^fj^— v5+c  /— J-7V 


Der  Ausdruck  enthält  5  Quadratwurzeln,  deren  jede  unabhängig  von 
der  andern  durchgängig  positiv  oder  durchgängig  negativ  zu  nehmen 
ist.  Die  Vorzeichen  der  Wurzeln  '^w-{-A^  Vt(?-}--ö,  Vt^-f-C  sind 
beliebig,  nur  nicht  sämmtlich  negativ,  weil 


Vw+A       Vw  +  B       Vw  +  C 

ist.  Von  diesen  Vorzeichen  sind  die  der  Wurzeln  Vtr-f-«*,  V?^?-f-r 
nach  dem  Gesetze  abhängig,  dass,  wenn  man  alle  5  Wurzeln  sammt 
0  und  +  ^  J^^ch  Grössenfolge  ordnet,  zwischen  die  2  letztem  und  ö 
und  00  je  eine  der  3  erstem  fällt.  Das  Flächensystem  umfasst  dann 
sämmtliche  hiemach  gestattete  Combinationen  von  Vorzeichen  und 
ist  nach  dieser  Bestimmung  identisch  mit  demjenigen,  welches  resul- 
tirt,  wenn  man  die  Gleichungen  in  rationale  transformirt 

Die  Gl.  (279)  ist  auch  leicht  zu  integriren ,  wenn  R  linear  in  Q 
ist.    Sei  also  Q  =  «<?,  JK  =  Aio,  dann  wird 


integrirt: 


'"=='""^^^S^5St:     ^^^     «+Ä  =  const.e   '* 


Dies  giebt: 

a — »g  6 — er  c— fr 

a+h^Ae   *   ;        b'^h  =  Be~^',        c-^-h^Ce"^ 

k—w  l — 10  ^ 

k-\-h^ue  ''   ;  l-{-h  =  ve~^ 

Das  orthogonale  Flächensystem  lässt  sich  dann  noch  durch  ein  System 
von  8  Gleichungen  darstellen,  indem  man  die  ö  vorstehenden  zu  den 
3  Gl.  (244)  hinzufügt. 
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XXVI. 

Ableitung  des  allgemeinen  Ausdruckes  f&r  das 
Erflmmungsmaass  der  Flächen. 

Von 

Herrn  Dr.  G,  Escherich^ 

Privatdoccnt  an  der  Universität  Graz. 


Gauss  entwickelt  in  seinen  Disquisitiones  generales  circa  super- 
ficies cunras  zuerst  den  Ausdruck  für  das  Krümmungsmaass  unter  der 
Voraussetzung,  die  Gleichung  der  Fläche  habe  die  Form  z  =  /(«,  y) 
— -  wobei  sich  zugleich  der  Satz  ergibt,  dass  das  Krümmungsmaass 
gleich  dem  reciproken  Producte  der  beiden  Hauptradien  ist  —  und 
transformirt  dann  den  so  erhaltenen  Ausdruck  in  die  Variablen  jp,  g. 
Bei  dieser  Transformation  sind  die  schleppenden  Rechnungen  des 
Art.  10.  nicht  zu  umgehen  und  ich  versuche  daher  die  Formel  für 
das  Krümmungsmaass  direct  für  die  Variablen  p,  q  zu  entwickeln. 

Ay  jB,  C,  E^  F,  G  haben  die  von  Gauss  gegebene  Bedeutung; 
jp,  q  seien  die  Variablen  der  Fläche  jP;  p\  g'  die  einer  Kugelfläche 
vom  Radius  1,  deren  Centrum  im  Coordinatenursprung  0  liegt.  Zieht 
man  längs  dem  Oontour  des  Elementes  ds  der  Fläche  alle  Normalen, 
80  werden  die  durch  0  zu  ihnen  parallel  gezogenen  Geraden  auf  der 
Eugelfläche  ein  bestimmtes  Element  de  umgrenzen.  Da  nur  diese 
Parallelen  Normalen  der  Kugelfläche  sind,  so  hängen  die  den  Ele- 
menten da  und  da  zugehörigen  Variablen  durch  die  Gleichungen  von 
einander  ab: 

£s  wird  also  dem  Punkte: 

TeU  LVU.  S5 
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Py         q     auf  i^  der  Punkt  p',  q' 

p+dp,       q         -     -     -         -  p'-\-^dp,  a'+^<^ 

,  ■  8p'       I  3p'  ,  .  89'       ,   80' 

auf  der  Engel  entsprechen.    Daher  ist 


(l'l-l'Dvs^*-^ 


also: 


c&        8p  8g       dq  dp 
Differentiirt  man  A^  A\  B  ^  B'  sowol  nach  p  als  g,  so  erhält  nni: 

8^  8i?_ 8^  8^  _  /8^  8^_a£  8^'\  /V  ??.' _3p'  83'\ 
8p  8^      8g  8p  ""  \äp*  8g'      8g'  8p'  /  \8p  8g      dq  dp) 

woraus  man  bildet: 

dp  dq      dq  dp        \3p'  8g'       8g'  3p'  /  \dp  dq       dq  dp  ) 

dCdA_^dCdA  _  (dj0^dA^_  8C'  8^'\  (Sp^^  ?i'  _  V  ?i'\ 
8p  8g       8g  dp        \3p'  8g'        8g'  8p'  /  \8p  8g       8g  8p  / 

Die  rechts  stehenden  ans  den  Differentialquotienteli  von  -4',  -B',  C 
gebildeten  Ausdrücke  lassen  sich  durch  die  Bemerkung  transformirea, 
dass  für  jeden  Punkt  x^  y^  z  der  Kugel  ist: 

A'^-xW'y    B'=^yW',    C'^zW 
wo 

w' = yz«+jB'«+c"« 

Multiplicirt  man  die  so  umgewandelten  Oleichungen  der  Reihe  nadi 
mit  A,  B^  C  und  berücksichtigt,  dass  für  die  in  Rechnung  stehendei 
Elemente  A  =  A\  B  =  B\  C  =  C  ist,  so  erhält  man  durch  Addi- 
tion der  drei  Gleichungen: 

/dB  8C_  8^  ^C^  /8C  dA_dC  ^\    ^    ^  (dji  dB _dA  dß\ 

\Sp  8g       dq  dp)  "^      \dp  dq       8g  8p  /    •"      \dp  dq       d^  dp) 

=<-+-+-KI'l-|'l') 


für  diu  Kr^mmungsnuMSS  der  FlSehen, 


isl 


nnd  daraus 

A 

B, 

C 

da 
fc«=      — 

ds 

dA 

dp' 

dB 

dp 

de 

dp 

:(^»-|-JB»+C»)» 

dA 

dB 

de 

dq' 

dq' 

dq 

Da  nun 


« 


8p  dp'       dp 


"'     "^dq^^dq^^Fq 


0 


ist,  so  ist  das  Prodact  der  beiden  Determinanten 


dA. 
dp 

dA 

h' 


B, 
dB 

dB 

dq' 


c 

de 
dp 

de 

dq 


X 


dx 
3p' 

dx 
Fq 


d» 

Sp- 

dy 


dp 

dz 
Fq 


M»+J5«4-C«) 


dAdx      hBdy      dCdz^ 
Bp  dp*dp  3p  '8p  dp* 

dAdx  .  dBdy  .  dCdz 
äT  äl  +  är  äl+öT  äl' 


JB,      C 

dAdx 
dp  dq 

dAdx 


dq  dp^dq   dp^dq  dp       dq  dq^ dq  dq^ dq  dq 


+ 


dBdy      dCdz 
dp  dq*dp  dq 

dBdy      dCdz 


Diese  Determinante  zweiten  Grades  lässt  sich  durch  Substitution  der 
aus  den  Ol. 

^dx   .    ^dy    .    ^dz       ^        •,     ^Bx   .    ^dy   .    ^dz       _ 
^^  +  ^1  +  ^8^  =  0  nnd  ^s-q  +  Bf^+O^^^O 

mittelst  Differentiation  nach  p  und  q  erhaltenen  Resultate  in 


(-4«+J5«+C«) 


d^x  d^y  d^z 

"^V  +  ^ö^  +  ^p 

d^x    ,        8^    ,   ^  d^z 


dpdq*^     dpdq 
d^y  3*« 


dpdq 

'fx 
dq^ 


dpdq~^ "" dpdq~^  ^  dpdq^      '^  dq^  ~^  "  3g*    "^      3g 

umwandeln.    Da  die  frtlher  als  Multiplicator  fungirende  Determinante 
selbst  =  -4*+ -0*4"^*  i8*9  80  ergibt  sich: 


dA  d^  de 

^'3p  *3p 

dA  dB  de 
3g  '  3g  *  3g 


32^  3^  ,3^ 

3«a 


3p2 

8«« 


dp 


8p3g^^    cjpSg  "^    3p8g 


+Ää-l-  +  <7 


'^9 


3p3g  '       3p3g         3p8g*  3g 


8 


+i^a+^s 


3g^ 


3g^ 


26* 
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Erxchtrich:  Ableitung  des  cUlgemeinen  Ausdruckes 


Nun  sind  in  der  Determinante  zweiten  Grades  die  Glieder  der  ers^ 
Zeile  selbst  die  Determinanten: 


s^ 

dx 

dx 

\dx 

dx 

d*x 

dp*' 

dp' 

dq 

.  8p' 

dq 

d|>dj 

8*3, 

8y 

8y 
8« 

and 

8y 
dp' 

dq' 

d*y 
dpBq 

8*s 

dz 

dz 

dz 

dz 

8>_ 

dp* 

dp 

h 

dp 

h' 

dpdq 

Die  Glieder  der  zweiten  Zeile  sind  dieselben  Determinanten  nur  io 
umgekehrter  Anordnung.  Da  also  je  zwei  in  derselben  Zeile  stehende 
Determinanten  immer  zwei  Colonnen  von  Gliedern  gemeinsam  haben, 
so  erhält  man  nach  dem  La  Place'schon  Determinanten-Satz: 


-4, 

dA 
Sp ' 

BA 


dB 

dp  ' 

dB 
87' 


c 

sc 

dp 

de 

dq 


=  k{A^+B^+C^)^  =  h(EG  —  F*)^ 


dx 
dp 

dy 
dp* 

& 
dp' 


dx 
8? 

dy 
Fq 

dz 
Fq' 


0,        0, 


0,      0, 


0,      0, 


8^ 
8p»' 

d*y 

dp* 

dh 
dp*' 

d*x_ 
8p8g' 

d*},_ 
dpdq 


a* 


'Z 


dvdq 


d^x 
dpdq^ 

dpdq 

8^ 
82»' 

8^ 

Sq^' 

dh 
dq^' 


0,      0 


0,      0 


0,      0 


dx 
dp 

dy 
dp 

dz_ 
dp* 


dx 
Fq 

dy 
dq 

oz 
Fq 


Diese  Determinante  multiplicire  man  mit: 


ßtr  deu  Krümmungsmaass  der  Flächen. 
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dx 

dp' 

8« 

8^' 

dy 
dq 

8» 
dp 

dz 

Bq 

0,      0,    - 


0,      0,    - 


0,     0,    - 


dq* 

8«» 
8p8j| 

8«y 
dq»' 

8»y 
8p8g' 

dh 

dq*' 

8«« 
dpdq' 

d*x 
dpdq 

d*x 

8V 
8p8gf' 

8»y 

8»« 

8*« 

cjpSgf'         3p*' 


0, 
0, 

0, 

dx 
dp 

dy 
dp 

& 
dp 


0 


0 


0 


ox 
Fq 

dy 

dq 

dz 
dq 


=  —k(EG  —  F^)^ 


Beachtet  man  bei  der  Multiplication,  dass 


dx  d^x  ^_  dy  d^jdz  dh_ 


dE     dx  d^x        dy  9*y        dz    d^z 


ta^ 


,+ 


+ 


dp      dp  dpdq*~  dp  dpdq^^  dp  dpdq 

dE 


.dE 


Sxd^.dyd^dz^dh^dF^ 

dq  dp^"^  dq  dp^  ''  dq  c^p^  "~  8p       ^dq 

dpdq^'^dpdq^'^dpcq^  ""  ^-         * 


8a;  8%    ,  dy  8«y    ,  dz   8«ä 


+ 


I        ^.^   Aw«W>v  A 


85       *  8p 

86=     dxd^x  ,  dy  8«y  ,  8«  8«z 


b  + 


8g8p8g^8a8p8g^8g8p8g  ~  «8p  "    83 8«« ^8984« ^8« 8« 

d»x  8^  ;  8V  8^  ,3!?  ?!i  _  /  ?^\*_  /'  ^i?^ V_  (^y 

ep84»+VV~*"V8«*     Wo«/       \Sp3«/        W^«/ 

S*F         d»E         8^ 
"8p82~"*84«       *8p» 


so  findet  man  als  Resultat  dieser  Multiplication: 
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Esektrieki  AbUUtmg  du  aUgtmtitUH  Autdrudca 


—[k(EG  —  F*)y  = 


E, 


,dE 
dE 

0, 


0, 


F, 


O, 


(BF     _.8JEf\ 


(BF      .8G^ 

8»p      a«£      a^ 


-i 


do 

37* 


0, 


0, 


-i 


0, 
dE 


h' 


-4^ 
*8p' 


durch  Vertauschnng  der  Reihen  gewinnt  man  hierans: 


M 


i 


0, 


-i 


0, 
dE 


dq 

(BF        BG\ 


~F, 


-E, 


0, 


0, 


-F, 


i 


BE 


'Bp' 
0, 


-1 


clp  ' 


r 


Diese  Determinante  ist  eine  Determinante  gauche;  sie  ist  also  selbst 
ein  Quadrat  und  zwar  ist  nach  Jacobi's  Bezeichnung: 

k(EG—JB^)  ==  (1,  2,  3,  4,  5,  6) 

woraus  man  nach  den  Regeln  zur  Berechnung  von  (1,  2,  3,  4,  5,  6) 
h  selbst,  ausgedrückt  durch  die  Grössen  £,  F^  G^  findet. 

Dass  dieses  k  auch  gleich  dem  reciproken  Produkte  der  Haupt- 
radien  der  Krümmung  ist,  erhellt,  sobald  man  p  und  q  in  die  ortho- 
gonalen Coordinaten  a;,  y  specialisirt.    Man  er}iält  dann 


ßtr  das  KrümmungsmcMs»  der  Ftächen. 
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BE 
0, 


0, 


0, 


0 


0 


dE 


/afp 

\dpdq 


B»E 


itut 


*W 


(BF        BG\ 
-\Bq~iBp)' 


-i 


-i 


BG 

dp 

BG 


8E 

"5  r\       > 


(BF       BE\ 


-£, 


-i^, 


8p 
-F 

-G 


(BF      Be\ 


*3g' 


-4 


0, 
BG 


Bp 


,8e 


-f; 


G, 


(B*F       .a»£      .8«6?\      /. 


i 


30 
dp 


0, 


0, 


E 


^~*U'  ^ 


dE 

dp 

dE 

h 

0 


0 


h 


r«— «* 


(1+^24.^2)2 
wo  p^  9,  r,  «,  £  die  bekannten  Bedeutungen  haben. 
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Löwe:    lieber  die  regulären  und  Poinsof sehen  Körper 


xxvn. 

lieber  die  regnlären  und  Poinsot'schen  Korper  und  ihre 
Inhaltsbestimmang  yermittelst  Determinanteii. 

Von 

Herrn  Dr.  0.  Löwe 

in  Marburg. 


Die  vorliegende  Untersnchnng  hat  den  Zweck,  die  Inhalte  is 
fttnf  regulären  und  der  Poinsot'schen  Körper  durch  Determinanö» 
zu  bestimmen.  Da  sich  indessen  diese  Aufgabe  in  Beziehung  auf  das 
Tetraeder,  Hexaeder  und  Oktaeder  faat  allzu  einfach  gestaltet,  so  möge 
die  darauf  gerichtete  Untersuchung  gleichsam  nur  als  Einleitung  an- 
gesehen  werden,  während  die  Betrachtung  des  Dodekaeders,  Ikosaeders 
und  der  Poinsot'schen  Polyeder  den  hauptsächlichsten  Inhalt  bildet 

Aus  der  analytischen  Geometrie  ist  bekannt,  dass  bei  recht- 
winkligem Goordinatensystem  das  sechsfache  Volumen  eines  beliebigen 
Tetraeders  durch  die  Determinante 


A 

y', 

A 

1 

*", 

y'\ 

"", 

1 

X«', 

i/\ 

A 

1 

«^, 

y'\ 

^^ 

1 

ausgedrückt  werden  kann,  worin  die  mit  den  Indices  versehenen 
Grössen,  die  Coordinaten  der  vier  Eckpunkte  des  Tetraeders  be- 
zeichnen. Diese  Determinante  reducirt  sich  jedoch  auf  eine  des  dri^ 
ten  Grades, 


«', 

y'. 

»' 

«", 

y", 

z" 

^, 

r/". 

«* 

sobald  eine  Ecke  des  Tetraeders  mit  dem  Anfangspunkt'  des  Coor- 
dinatensystems  zusammenfällt. 


und  üire  InhaUshuiimtnung  vermittelst  Determinanten 
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Bezeichnen  wir  die  halbe  Achse  mit  a,  so  erhalten  wir  beim 
Hexaeder,  wenn  wir  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  zn  Grande 
legen,  dessen  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  des  Körpers  ist  nnd 
dessen  Achsen  senkrecht  auf  zwei  gegentlberliegenden  Seitenflächen 
stehen,  die  Coordinaten  der  8  Eckpunkte 


«i«=a         »2*™°^        «^«=«a 
aj5  «=  a        asg  =  a        Xf  ^  —  a 

»5  ^  —  a     0g  =■ — a     »7  ■= — a 


«4  =»  —  a 

y*  — « 

2^  =— a 


wobei  fljssJio»    y  =  d:«i   «  =  ±a  die  Oleichungen  der  Würfel- 
fläehen  sind. 

Der  Inhalt  des  Hexaeders  ergiebt  sich  aus  einem  Tetraeder,  dessen 
Ebenen^durch  3  benachbarte  Eckpunkte  und  den  Mittelpunkt  gehen, 
fttr  welchen  wir  nach  Obigem  die  Determinante 


6/^ 


a 


a 


(I 


a* 


111 
1  1—1 
1—1       1 


2 

0 

2 

1 

1  ■ 

-1 

2 

0 

0 

haben.     Wir   erhalten   ^1  > 
den  Inhalt  des  Würfels  giebt. 


2a» 


y  welches  mit  12  multiplicirt   --^  ^a^^ 


In  Beziehung  auf  das  reguläre  Tetraeder  sehen  wir,»dass  die  mit 
den  Indices  2,  4,  5  und  7  versehenen  Coordinaten  Eckpunkte  eines 
solchen  bezeichnen,  dessen  Inhalt  wir  aus  der  Determinante 


6/f=»a3 


1     1—1 

2 

0  -1 

—111 

=  a» 

0 

2       1 

1—1     1 

0 

0       1 

4a3 


finden  können.    Der  ganze  Inhalt  des  angenommenen  Tetraeders  ist 
demnach  4 .  fa»  =  -5-. 


Ftlr  das  Oktaeder,  dessen  Ecken  die  Mitten  der  Flächen  vom 
obigen  Würfel  sind,  erhalten  wir  alsdann  die  Coordinaten 


Xj  «B  a 

aJs  «=0 

a;»  — 0 

x^  = — a 

«6-0 

«4-0 

yi-0 

y2  =  ö 

yj-0 

y^-O 

yj— a 

»6-0 

H       0 

^-0 

äfs  —  0 

,,=0 

»6—0 

«e  — — « 
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LOwei  Uibet  dk  tegnUtten  nmd  P&iiMof sehen  KStptr 


Der  Inhalt  ergiebt  sich  gleich  dem  achtfachen  Inhalt  des  Tetraedere, 
weldier  durch  die  Det^minante 


^/l 


bestimmt  ist,  woraus  für  den  Inhalt  des  Oktaeders 


a    0 

0 

0    a 

0 

0    0 

a 

4a« 


folgt. 


Gehen  wir  nun  zur  Entstehung  des  Ikosaeders  aus  dem  Oktaeder 
über,  so  ist  bekannt,  dass  sich  die  12  Eckpunkte  desselben  durch 
eine  nach  stetiger  Proportion  vorgenommene  Teilung  der  Oktaeder- 
kanten erhalten  lassen.  Wir  wollen  hier  diese  Entstehung  dnid 
eine  zweimalige  Abstumpfung  der  Ecken  des  Oktaeders  bewirbn. 
Die  Gleichungen  der  8  Oktaederflächen  sind 


a 
a 
a 
a 


0 
0 
0 
0 


x+y 
x—y 
X — y 
x+y 


z- 
■z- 

■Z' 

z 


a 
a 
a 
a 


0 
0 
0 
0 


Legen  wir  senkrecht  zu  den  Achsen,  in  der  Entfernung  am  (w*  <  1) 
vom  Mittelpunkt  des  Coordinatensystems,  Ebenen,  so  werden  die 
Ecken  des  Oktaeders  durch  quadratische  Flächen  abgestumpft  Be- 
zeichnen wir«  die  Ecken  des  nun  entstandenen  Körpers  mit  Q^ 
u.  s.  w.,  so  berechnen  sich  aus  Fig.  1.  die  Coordinaten 


für  Qi: 

x^O 

für  Q,: 

X  =  —  a(l — m) 

y  —  a(l— m) 

y  =  0 

2  »-  am 

z  ^:^  am 

«    Qs^ 

aj«0 

y  «  — a(l— 1») 

z  «>  am 

99 

Q«: 

aj  =  a(l — m) 

z  =  am 

»1     QöJ 

X  ^^  am 

5» 

Qet 

X  =  am 

y-0 

• 

y  =  a(l  — m) 

^  »  a{\-~m) 

«  —  0 

„    Qfi 

X  »*  am 

9» 

Q«: 

m  =  am 

y  = — a(l— m) 

•  =  0 

tuuf  ürg  iHkmlhbmHmmMmg  vemuiUUi  DeUrwunanim* 
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ftr  (4:    •  —  a(l 
•  -0 


— m)  ftr  Qios  «  = 


X 

y 


0 

am 

a(l  — m) 


n.    8.    w. 


Die  6  Punkte  QiQiQfiQeQ^Qio  ^den  ein  Sechseck  mit  abwechselnd 
gleichen  Seiten.  Sämmtiiche  Ecken  dieses  Körpers  liegen  auf  einer 
Kogel  mit  dem  Badins 


Jetzt  stampfen  wir  femer  die  Ecken  Q»^  Q49  Q«,  Qs  u.  s.  w.  derart 
ab,  dass  von  jeder  quadratischen  Fläche  nur  eine  Diagonale  als  Kante 
ttbrig  bleibt  Der  Körper  hat  alsdann  nur  noch  12  Ecken  und  wird, 
wie  Fig.  1.  zeigt,  von  20  Dreiecksflächen  begrenzt,  von  denen  8  (Ok- 
taederfl&chen)  gleichseitige,  die  12  übrigen  (die  Abstnmpfongsflächen) 
gleichschenklige  Dreiecke  bilden,  und  es  leuchtet  sofort  ein,  dass, 
wenn  jene  gleichschenkligen  Dreiecke  ebenfalls  gleichseitige  werden, 
unaer  Körper  in  das  reguläre  Ikosaeder  abergeht 

Um  diese  Bedingung  zu  erfüllen,    betrachten   wir  dio   Fläche 
Qi<4Q5,  deren  Gleichung  wir  aus  folgender  Determinauti*  erhalten 


X 

y 

%           1 

0 

a(l  — m) 

am         1 

0 

-a(l  — m) 

am         1 

am 

0 

a(l— w»)     1 

0 

am          1 

—  y 

0 

am          1 

am 

a(l— m)     1 

X 


aiX—m) 

am          1 

aiX—m) 

am          1 

0 

a(l  — m)     1 

+  ^ 


0  a(l— m)     1  ' 

0      — a(l— m)     1 
am  Ol 


0  a(l  -  m)         am 

0       — a(l — m)         am 
am  0  a  (1  —  w) 

d.h.     (2m — l)a;-(~*'^ — oi»*  =  0. 

Ganz  analog  ergeben  sich  als  Gleichungen  der  Übrigen  gleich- 
^henkligen  Dreiecksflächen 

—  (2m-^l)aj-(~wi« — aw?  —  0 

wwj-|"(2»» — l)y  —  owi*  •"  0 
man — (2m — l)y  —  aw?  =  0 

my'\-{^m  —  1)«— *aii»*  «■  0 

my  —  (2«» — l)a  —  avffi  «=«  0 
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and  die  anderen  sechs  dnrch  Umkehnmg  der  Vorzeichen  der  Glieder 
ma;,  my  and  mz. 

Die  Grösse  m  ist  jedoch  in  diesen  Gleichangen  noch  anbestimmt. 
Sie  liegt,  wie  schon  oben  gesagt,  zwischen  m  <=  0  and  m  =  + 1  and 
bestimmt  sich,  für  den  Fall  des  Ikosaeders,  aas  einer  Relation,  die 
man  für  QiQ^  »  Q,  Q5  erhält,  nämlich  aas  der  Bedingangsgleichang 

4a«(l— m)««o«m«+o«(l— m)«+a«(l— 2m)«    d.  i. 

«»*-|-m — 1  «=  0    woraas 

m  =  ^^^^  =  0,61803  =  2  sin  180 

welche  Zahl  bekanntlich  den  grösseren  Abschnitt   einer  in  stetige     j 
Proportion  geteilten  Linie  misst.    Dieser  Wert  in  obige  Gleichangen 
and  Goordinaten  eingesetzt,  giebt  als  Gleichungen  der  eben  betrach- 
teten Begrenzungsflächen 

2(V5— 2)aj+(V5— 1)»— a(3— V5)  ^0 
—  (V5-2)a?+(V5  — 1)«— a(3— Vö)  -=  0 

(V5— l)aj+2(y5  — 2)y— o(3  — V5)  =  0 

{V5  — l)a;-2(V5  — 2)y— a(3  — V5)  -=  0 

(1/5  — l)y+2(yö— 2)»— o(3— y5)  =  0 

(y5-l)y— 2(V5  — 2)«  — o{3  — V5)«0 
oder 


"    -1=0 


—1=0 


umd  ihn  InhalUh^almmung  vermittelst  Determinmiten.  397 

worin    -^—^ —  —  1+"»  wL 

Der  senkrechte  Abstand  dieser  12  Dreiecke  wird  jetzt  gleich  dem 
senkrechten  Abstand  der  8  Oktaederflächen  vom  Mittelpunkt  ^=a-^\y 
da 

=  aVJ    ist 


1/TTZIZ 


Die  Goordinaten  der  12  Eckpunkte  des  Ikosaeders  sind  alsdann, 
wenn  dieselben  (s.  Fig.  2.)  dnrch  P^P^P^..,,P^i^  bezeichnet  werden, 
wobei  die  Punkte  P^P^P^....P^<^  resp.  Q8Q1Q5....Q21  entsprechen, 
folgende 

«BrPi:    »  — 0  fÄrP,:    »  — 0 


w     *S 


y 

z 


99 


99 


^>      -^9 


»-0  «-'•(^^) 

P7:    *  — «(— 2      )  »    As    «-«(     2~  ) 

»-0  « — "(."V^  j 

/ys— 1\ 

«  —  0  „    P«:  <t—  — al — 2 — ) 

/3-V5\  - 

y— — »\^ — 2)  ^"°^ 


3d8 


Löwe:  üeher  die  regulären  und  Poinso^schen  Körper 


^11   ^ 


z  =0 


Pt.  aj«0 


IS 


z 


.1^-=^) 
-(^•) 


Mit  Hülfe  dieser  Coordinaten  ergiebt  sich  der  Inhalt  eines  T^- 
.  traeders,   welches    durch   drei,  einer  Seitenfläche  angehörige  Eclr- 
punkte  und  den  Mittelpunkt  gebildet  wird,  durch  die  Determinante 


6-^  = 


0  a(l  —  m)         am 

0     — a(l — m)         am 
am  0  a(l — m) 


=  2a»m2(l— m) 


0 
0 


2 

0 


"( 


^) 


=  a»(7  — SyS) 


-^  »=  ß-(7  — Syö);  demnach  wird  der  Inhalt  4es  Ikosaeders 

=  -3-(7-3V5). 


I 

1 


Bezeichnen  wir  mit  <p  den  Winkel,  welchen  eine  der  Coordinaten- 
achsen,  mit  der  nach  der  benachbarten  Ecke  gezogenen  Geraden  bil- 
det, so  dass 

rC0S9  =  a»»,        rsini9i  =  a(l — m) 
iKante       y      a(3-i/5) 

»       a(V5-.l) 
cosg)  =  -  =  — ^-jr ^    u.  s.  w. 

wird,  so  erhalten  wir  fftr  die  Eckpunkte  PiPsPs....P,9  des  Ikosa^ 
ders  die  Coordinaten 

für  Pi:    x^O  für  Pj:    x^O 

y  «"^ — rsin<p  y^^mmtp 

9  —>  rC089>  »«»rcosy 


und  ikr4  Inh4dUbestimmung  vtrmitteUt  DeUm^nant^n, 
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för  JP,: 


M 


n 


V 


9' 


M 


11 


K  —  rcoay 

für  F^: 

flp  a*s  rfiuig) 

y-0 

y  —— rcofly 

9  -"  rsing) 

«-0 

a;  = — rsin^ 

«    i'c: 

05  =» — rCOStp 

y  =» — rC08<p 

y  =0 

«  -0 

»  =B  r8in<p 

X  =  rsiiKp 

„    i's: 

X  =  rcosg) 

y  «=  rces9 

y  =  0 

««0 

• 

»  =■ — rsing) 

«-»0 

1»     -^10  • 

X  — — rcosg) 

y  — « — rsing) 

y-0 

z  «■ — rco89> 

»  = — rüikq> 

fl$  -OB — rsin^ 

w      -^12  S 

x-^O 

y  —  rcos^) 

y  »rSiB^ 

«  -0 

«  «» — rC0S9> 

Den  Inhalt  des  Tetraeders,  welches  von  den  Eckpunkten  Pii^is 
und  dem  Mittejpunkt  des  Körpers  gebildet  wird,  finden  wir  aus  der 
Determinante 

0        — rsing)    rcos<p 


rsm<p    rcoB(p 


0 


rsin<p 


6^/«—         0 

rCOS<p 

=  r'(sin29).coS9>) 

Hieraus  der  Inhalt  des  Ikosaeders 

=  ö-r*(8in2g).cosg)) 

« 

Der   Badius  r   lässt    sich    leicht    durch  a   ausdrücken,    da    stets 
^*+y* +  «*  =  ♦"*    ist.     Wir    erhalten,    wie    schon   oben  erwähnt, 

r  =  aVl— 2m4-w«  =  ay5— 2V5. 


Die  6ruppin%ng  der  Flftphen  des  Ikosaeders  in  ihrer  Anordnung 
zu  fünf  wird  anschaulicher,  wenn  wir  zu  eiii^r  Goordinatenachse, 
z.  B.  der  z  Achse  eine  Eckenachse  wählen,  das  Coordinatensystem 
also  um  die  o;  Achse  in  der  yz  Ebene  um  den  eben  besprochenen 
Winkel  g>  drehen,    (s.  Fig.  3.) 

Alsdann  geht  die  »  Achse  durch  zwei  gegenüberliegende  Eck- 
punkte des  Körpers,  die  in  der  Projection  auf  der  a^  Ebene  als 
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Mittelpunkt  eines  gleichseitigen  Zehnecks  auftreten.  Die  nenen  Goor- 
dinaten  der  Punkte  P^P^P^  u.  s.  w.  erhalten  wir  durch  Substitution 
der  alten  Coordinaten  in  die  Oleichungen 


JT' 

■—» 

r 

«— yC0S9+'^ 

<P 

z' 

—  — yüsiqf-\-»^%fp 

Dieses  giebt 

fttrPi: 

x^^O 

ftr  P,: 

a?i  =  0 

yi-o 

y^  >«rsin2g> 

«,  — r 

«1  -=rcos29 

„  i'«: 

o^  —  r  COS  9 

„    ^^4: 

fl^o^rsing) 

yi  — rsinq)* 

• 

yt= — rcos  9* 

sin2<p 

rcos  29 

sin  2a) 

„  i'e: 

«1— — rsing) 

V    As 

ajj  «» — rC0S9> 

yi— — rcos9* 

yi  =  r  sin  9* 

sin29 

rcos  29 

«j  »rcos29) 

«  A: 

fiCj  —  rsinq) 

«    i'g: 

a?i=-rC0S9 

yj «-» rcos  9* 

yi rsing)* 

sin  29 

=  — rcos2<p 

«j  =  —  rcos2(p 

w  ^9: 

a-i  — 0 

w    Ao  • 

x^  =«  —  rcoscp 

tfi  =»  —  rsin2<p 

yi-=— rsing)* 

a,  =»— rcos29 

«1  = — rco82g) 

„  ^11: 

ajj  =» — rsin^ 

«    A«: 

a?i«=0 

yi««rC08g)* 

yi  =  o 

s^  =» — rcos  29 

«X r 

r  COS  29 


Hiemach  ist  es  nun  leicht,  die  Gleichungen  der  verschiedenen 
Ikosaederflächen  aufzustellen.  Ordnen  wir  dieselben  zu  5  zusammen, 
so  erhalten  wir  zuerst  5  Flächen,  die  sich  um  den  Punkt  P^  lagern. 
Es  resultirt  für  die  Gl.  der  FL  PiPsPs  die  Determinante 


X  y               z  1 

0  0               r  1 

0  rsin2g)  rcos2(p  1 

rcos9  rsin^'  rcos29)  1  | 


r*sin<3p.aj 


0  11 

2cos<p    cos  29    1 
sing)     cos  29    1 


und  ihre  Inhaltsbestimmung  vermutet  Determmanten. 
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r*y 


0 
0 


1 

cos2(p 
coh2<p 


1 
1 
1 


4-  r*8ing)« 


— r'siny 


0  0 

0        2cos9> 
cos  9      8m<p 

sin2(p 


0 
0 

COStp 

1 

cos2<]p 
cos2<]p 


0 

2C08<p 

sing) 


1 
1 
1 


d.  h.    8ing?*(2co8<p— sinip)«-! s — y+coBcp*«— rco8g>* 


0. 


Um  jedoch  sofort  die  Abschnitte  erkennen  zn  können,  welche  die 
bis  znm  Durchschnitt  mit  den  Achsen  verlängerten  Flächen  auf  den- 
selben hervorbringen,  ist  es  ratsam  diese  Gleichungen  auf  die  Form 


p  •  2  •  r 


0 


zu  bringen.     Wir    erhalten    alsdann    fOr    die  Fläche   Piigis  die 
Gleichung 


X 


rcoscp* 


+^_  4.1-1  =  0 

•  rcotgtp  *  r 


sin()p*(2cos9>  —  sin^) 
Aus  der  Bedingungsgleichung 

sowie  aus  dem  System  überhaupt,  können  wir  uns  jedoch  verschie- 
dene Relationen  herleiten,  die  zur  Vereinfachung  unserer  Coefficienten 
bedeutend  beitragen.    Es  ist 


rcos^  SS  Ol»,  rBisnp  =  o(l — i») 

m  1 

siny  =    .     ,  «       cosy  *=*/.* 

2«»  2(1—1»«) 


1 — 11» 
tangy  «= =»  m 


m 


8in29> 


cos2y 


1+m«  l-fm« 

1 — m*  m 

l-(-i»*       l-|-i»' 


2co8y — siny 


1 


cosy' 

siny'+cosy'  =  28inycoBy* 
cosy' — giny'  »  28iny'c08y 

o.  8.  w 

TcQLTIL 


cosy — siny  "•  siny.tgy 


29 
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Nach  Anwendung  dieser  Formen  finden  wir  endlich  für  die  Flä.cl= 
Pi-fgis  di®  Gleichung 


X 


+ 


y 


z 


r^x 


r cos (p . COtg 9*  *^r COtg <p  "^ r 

Für  die  Fläche  P1P8P4  erhalten  wir 

X  y  z         \ 

0  0  r         1 

rcöStp       rsintp^    rcos2g)     1 

rsing)   —  rcosy*    rcos2<]p    1 

0  11 

C089>     cos29>      1 
sin  <p     cos  2<p     1 

0 
—  r« 


-I 1===0 


1        1 
cos  29)    1 
—  cos(jp2     cos29   1 


0 
sing) 


2 


—  r*y 


-|-   r*« 


0 


0 


0 


cos  q>      sm  q> 


2 


1 
1 


sin<3P  — coscjp^   1 
1 


cosg) 
sing) 


ising)'      cos2g> 
-cos 9*    cos 29 


d.  h. 


X 


y 


r(8iny^"|-C08<p^)  '"     r(siny^-f"COsy^)       '  r 
2sinfp^  2  sin  (jp*  (sing) — cosg») 


1  =  0 


Der  Coefficient  Von  x  ist  hier  ^eich  der  Haihachse  a=rco8g>.cotgg). 
Die  Gleichung  gehörig  reducirt  liefert 


X 


r cos g>  COtg g)      rcotgg)*  *^r 
Für  die  Fläche  P1P4P6  ist 


+1-1 


0 


X               y  « 

0                  0  r 

rsing)     — rcosg)*  r  cos  2g) 

— rsing)     — rcosg)*  rC0s2g) 

0  0    1 
4"  »"^  sin  9  cos  9^« 


—  «»äai 


r'smg).y 


1—11 
— 1   —1     1 


—  r*sing)COsg)^ 


0  11 

1  cos  2g)     1 
—  1  €0s2g)     1 

0  0         1 

1  — 1     cos  2g) 
— 1  — 1-    cos  2g) 


d.  h. 


z 


2  COtg  g) 


+  1-1=0 


2 


mtd  ikn  InkaiUbestimwmng  vermätelti  D^ermmatUem. 
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P^Pe  liefert  die  Determinante 


X 

0 


0 


-rsmg»    — rcosg)^ 


-rcosg) 


—  r*y 


z 

T 

re0829> 
r  COS  29 

1        1 


rsmcp' 

0 
— sing)    cos2g>    1 
—  cosg)    cos  2g)     1 

0 


1 

1 
1 

1 


— «   r*aj 


0  11 

— cosg)*    cos  2g)    1 

sing)'     cos  2g)    1 


—  -8 


h. 


a; 


— cosg) 

0  1 

—  sing)  • — cosg)*      cos2g) 
— cos<p         sing)*      cos  2g) 


2^ 


0  Ol 

—  sing)    — cosg)*   1 


sing)*   1 


r  (sin  g)*-|- cosg)') 


+ 


« 


r  (sin  g)>-|- cosg)')       '"r 


2  sing) 


8 


28ing)*(sing)  —  cosg)) 


a; 


rcosg)COtgg)      rcotgg) 


,+—1  =  0 


P^Pi  liefert 


0               0               r 
-rcosg)    rsing)*    rcos2<;p 

0          r  sin  2g)   r  cos  2g) 

1    1 

1 

=  r*sing).» 

0           11 
sing)    cos 2g)    1 

2 cosg)    cos2<p    1 

— r*cosg).y 

0        1 
— 1    cos  2g) 

+  r»«*f''.. 

0        0        1 
—  1      sin^    1 

0    cos  2g) 

0    2cosg)    1 

sin2g) 

0        0            1 
— 1      sing)     0082^ 

» 

0 

2cosg)    cos^ 

\fp 

» 

1. 


rcosg)* 


+ 


2^ 


sin  g)*  (2  cos  9 — sin  9) 


rcotgg)  ■  r 


+Z-1 


X 


+. 


fi{ 


rcosg)COtgg)*^^rcotgg)  "^r 


+-—1  =  0 


26* 
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Die  nächsten  Flächen,  deren  Gleichnhgen  hestimmt  werden  müs- 
sen, sind  diejenigen,  welche  sich  mit  ihren  Seiten  an  die  soehen  be- 
stimmten anlehnen.    Wir  erhalten  fOr  die  Fläche  F^P^Pj 


X 

0 


y 

r  sin  2g) 


rcosg)    rsmg) 


2 


r  cos  2g) 
r  cos  2g) 


rsing)    rcosg)*    —  rco82g) 

0  1 


1 
1 
1 

1 


r*cos2g).aJ 


— r*C082g>.y 


cosg) 
sing) 


1 
— 1 


1 
1 
1 


+ 


r*« 


— -s 


r^  cos  2g) 


0        sin  2g) 


cos  g)    sm  g> 
sing)    cosg) 


s 


2 


0 
cosg) 
sing) 

1 
1 

— 1 


sin  2g)  1 
sin  g)*  1 
cosg)*  — 1 

sin  2g) 


1 
1 
1 


sing) 
cosg)' 


2 


1 
1 
1 


d.  h. 


X 


z 


—  4-^-1- 

r  cos  V  cotg  g)  "^  r  '^  r  cotg  g)^ 


-1=0 


ia^^s  gie^t 


rcosg)        rsing)* 
rsing)    —rcosg)* 

rcosg)    —rsing)*   - 

z            1 
rcos2g)    1 
r  cos  2g)    1 

— rcos2g)    1 

s 

=  r*C0s2g).a; 

sing)* 
-cosg)* 
-sing)* 

1 
1 
1 

1 

1 

cos  g>       11 

cosg)        sing)* 

1 

—  r*cos2g).y 

sin  g)       11 
cosg)  — 1     1 

-fr*a 

sing)     —cosg)* 
cosg)    — cosg)* 

1 
1 

cosg)        sing)*         1 

—  r^  cos  2g) 

sing)    —cosg)*         1 
cosg)    — sing)*    — 1 

t 

d.  h. 

X               y 

4 

«^             1 

«0 

rcosg)      rcotgg)* 

rcotgg)^ 

P^PßP»  liefert 

rsing)    —rcosg)* 
— rsiny*  — rcosg)* 

0        — r  sin  2g) 

z 
rcos2 
rcos2 

— rC082 

1 

91 
g)  1 

g)  1 

= 

=  --r* 

sing)  CO 

18  2< 

jp.y 

1 
— 1 

0 

1 

1 
1 

1 

1 
1 

und  ihre  Jnhmftsbeatimmung  vermitteUt  Determinanten. 
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9  sin  2g) 
2 

1    coscp     1 
—  1    cosg)     1 

+  r*— 2-^COs2qp 

1 
—1 

C0S9>         1 

coscp        1 

0    2sing)  1 

0 

2sin()p  — 1 

also 

y     j                « 

1 

rcoscp  '              rcos2<p 

2sm<p     (28m  g> — coBq>)Bmg> 

^       -U        *            10 

r     ^         '  rcotgo)* 
^COtgq) 

da  fttr  nnsore  Bediugungen 

28mg)+co8()p       ^^^^ 

nnH                 *'"*'" 

=  cotgcp*    ist 

UUU         ck    • 

2sin9}  —  cosq) 

Dio  Fläche  r5Pe^io  ^^f^  i^  Beziehung  zur  yz  Ebene  symmetrisch 
zu  P3P4P8.    Wir  erhalten  die  Determinante 


.2 


z  1 
— rsmg>  — rcosip*  rC0s2<p  1 
— rC0S9>  rHintp^  rC082g>  1 
— rcos<p  — rsinq)*  — rcos2<p  1 

sinip  1  1 
cosip  11 
cosg)   —1    1 


=  -« 


r*cos2()p.a5 


4- r*  cos  2g).  ^ 


— r^z 


+  r8cos2g) 


smg) 
cosg> 
cosg) 


— cosg) 
sing) 


sing) 
cosg) 
cosg) 

9 


— cosg)* 

sing)* 

—  sin  g)* 


—  cosg)^ 
sin  g)^ 

—  sin  q>^ 


1 

1 
—  1 


1 
1 
1 


1 
1 
1 


s 


1 
1 


—  sing)*    — 1 


also 


X 


rcosg)      rcotgg)*  '^rcotgg)^ 


54 


z 


—  1-0 


Pg  Ps  P^ j ,   welche  in  Beziehung   zur  yz  Ebene  symmetrisch  zu 
P2P3P7  liegt,  giebt  die  Determinante 


X  y  z  1\ 

— rcosg)  rsing)*  rcos2g7  1  ' 

0  r  sin  2g)  r  cos  2g)  1  j 

—  rsing)  rcosg)*  — rcos2g)  1  1 


r*C082g7.je 


sing)*  1  1 
sin  2g)  1  1 
cosg)*    —1     1 
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+r*C082y.y 


cosg)        1     1 

0  11 

srntp    —1    1 


r*a 


+  1*00829) 


cos^    sing)^ 

0        Bin2<p       1 
sin  9    cos9>*    — 1 


CQBtp  sin  9)^  1 

0  sin2<p  1 

sintp  cQs<p^  1 

1 


d.  h. 


X 


+!+; 


» 


rC08g)C0tg9  "^r  '  rcotgy* 


— 1«=0 


Da  jede  der  übrigen  Ikosaederflächen  einer  der  soeben  Abgelei- 
teten parallel  ist,  so  ist  es  sehr  einfach,  ohne  weitere  Rechnmigen 
die  Oleichangen  dieser  Flächen  aufzustellen.  Wir  erhalten  durch 
Umkehrung  der  Vorzeichen  für  die  Glieder  mit  »,  y,  » 


^6  Ao-P« 


AoAiAs  "■  — 


-P?  AlA«"" 


X 


z 


r  C0S<p  C0tg9^     **  C0^[  9       ** 


1=0 


X 


+: 


y 


z 


rC0S9C0tg9    '^rcotgijp^      r 


r 


— -  — 1«0 


2  cot«  9>* 


''t  A  A» 


-^6    -^8    As 


o; 


+ 


y 


rC0S<pC0tg(p    '  rcotggp*      r 


i«o 


a; 


fi{ 


rC0sg)C0tg<p*      rcotgg)       r 


1=0 


A  A  -''jo  ==  — 


X 


y 


z 


rcosgDCOtgtp        r      rcotgcp^ 


—  1=0 


-^6  Ao-^n  =  — 


X 


r  cos  q>*r  COtg  <p*      r  cotg  q>^ 


Pj  P7  P^i 


y 


^cotgfp 


rcotgcp* 


-1  =  0 


-'s    -^^7    A 


^4  i*«  i'9    = 


X 


+r±:s- 


2 


rcosq)  "^rcotgip*      r  cotg  9)3 


—  1  =  0 


X 


y 


z 


r  COSgp  COtgqp        r      r  COtg  q^ 


—1=0 


und  ikre  hikalUhtttimmMng  vermUteUt  iMtermmanUn. 
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Ans  dem  r^^i^iären  Ikosaeder  können  jedoch  noch  zwei  nene, 
»temförmige  Körper  abgeleitet  werden,  die  nach  ihrem  Entdecker 
F*oinsot,  die  Poinsot'schen  Körper  genannt  werden.  Denken  wir 
jLus  am  Ikosaeder  durch  je  5  Ecken,  welche  einer  Ecke  anliegen 
und  fdr  sich  ein  reguläres  Fünfeck  bilden,  Ebenen  gelegt,  so  erhalten 
wir  den  ersten  Poinsot'schen  Körper,  dessen  Ecken  die  des  Ikosaeders 
sind  und  dessen  12  Flächengleichungen  leicht  aus  folgenden  Deter- 
minanten hergeleitet  werden  können. 

Für  die  Fläche  P^P^P^^P^Pß  erhalten  wir  die  Determinante 


X  y              z 

0  rsin2()p  rcos29 

reostp  rsing)^  rC0B2fp 

rsiaq>  — rcos<p*  rcos29 


r8cos2()p 


1 
1 
1 

1 

0 

C0S9> 


r*z 


0 
cos<p 


sin29> 
sinqp* 


sin29> 


8ing> 


s 


ginqp    — coscp 


s 


Sinqp     — COSqp^ 

1 
1 
1 


1 
1 
1 


d.k 


z 


r  COS  2qi 


0 


da  wir  nur  die  Goordinaten  von  3  Punkten  aufzustellen  brauchen, 
am  die  Ebene  zu  bestimmen. 

Für  die  Gleichung  der  Fläche  PjPgPyPsA  haben  wir  die  Deter- 
minante 


X 

0 
0 


y 
0 

rsin2()E> 

2 


rsing)    rcoscp"*   — 


—  r^sincjp.y 


0 
0 
1 


z  1 

r  1 

rc082(p     1 

rco82<p     1 

1         1 
cos29)     1 

—  C082()P      1 


=  r^C08<p.a; 


«|_  ^ 


2  sin  2(p 


1                 1 

1 

28in(p        cos2(p    1 

COS<JP       — C082<p      1 

0        0        1 

z 

0  2sin(p    1 

1  cosg?      1 

—  r» 


sin  29 


0       0 

0  '2%mq> 

1  costp 


1 

cos2<p 
cos2(p 


d.  h. 


X 


\-z,!^+\-i-^ 


rsin<p  '  rcotgq)      r 
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PiP^P^P^P^  liefert 


X 

y 

z 

0 
rC089 

rcosq> 

0 
rsin^' 

— rsiny* 

r 
rC08  2q> 

— rC082(p 

=  r*Bmg)*.« 

0 

1 

—  1 

0 

1 

— r« 

cosqo.^ 

1 

cos2g> 

+  r*sin<p*C08q).« 

1 

—  cos  2g? 

1       1 

cos29>     1 
-cos2g>     1 


0  0  1 
111 
1—11 


s 


cosg) 


0  0  1 

1  1         cos  2q> 

1    — 1    — cos2g) 


d.  h. 


X 


y 


rcosq)      rtangg)  '  r 


0 


Die  Gleichung  der  Fläche  Pi-PiPsi^o-Pe  erhalten  wir 


X                   y 

z 

1 

1 

0                 0                   r         1 
rsinq)    — rcosq)*        rcos2go     1 

=  —  r*cosg).a; 

0        — rsin2(p    — rcos2g)    1 

—  r^sin^.y 

0  11 

1  cos2(p    1 

«sin2a> 

0 
1 

0    cos  2g)    1 

Ab 

0 

^^sin2<. 

0  0                1 

1  cos  (p          cos  2q> 

0    2sin(p    — cos2g7 

d.  h. 

*             y       ,  «     , 

A 

Ol  1 
costp  cos  2g)  1 
2sin9)  cos2qp  1' 


0        1 

coscp      1 

0    2sin(p    1 


rcosg>      rtangg)  '  r 
da  sie  zur  vorhergehenden  Fläche  symmetrisch  liegt. 

Die  Fläche  Pi/s-PioAiA   liegt  symmetrisch  zu  -PiA^tAA- 
Ihre  Determinante  ist 


X 

0 
— rsin<p 

0 


y  a  1 

0  r  1 

rcos<p*  rcos29)  1 

r  sin  2g)  r  cos  2g)  1 


=  r*cosg).a; 


0  11 

— cosg)    cos  2g)     1 

2sing'    cos  2g)    1 


^j 


und  ihr4  Inkaltsbettimmung  vermittelst  Determinanten, 
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+r*sing).y 


0  11 

1  cos29>    1 
0    cos  2^    1 


,     «sin  2a) 


0 

—  1 

0 


1        1 

—  cos  y     1 
2sm9    1 


—  ••3 


Bia2q> 


0  11 

—  1     —  C08  9>     C0B2q> 

0      2  sin  9)    C082<]p 


d.  li. 


rsintp  *  rcotgcp  '  r 


X 

0 


y 

0 


s 


—  rcoscp    rsin^ 

—  rsin<p    rcosy* 

0 


r 
rC08  2^ 


-Pi-PeAi-fV-Ps  liefert  die  Determinante 

1 
1 
1 

—  rcos2q>    1 

1  1 

cos29> 

singE)    — cos2g> 
0 


r^x 


1 

1 


r*z 


0 


0 


+  r^ 


0 


cos  9)    sin  9^ 

sing)    cosg)*    .~cos2()p 


cosg)    8in()P^ 
sin<p    cos9> 

1 

cos  2g) 


s 


1 
1 
1 


d.  h. 


r   '  r 
2 


0 


0 

1 

1 

sing)' 

cos  2g) 

1 

cosg)* 

—  cos  2g) 

1 

Die  Gleichungen  der  6  anderen  Ebenen  ergeben  sich  gleichfalls 
ans  diesen,  dnich  Mnltiplication  der  x,  y  nnd  z  mit  — 1,  da  diese 
wieder  einzeln  denselben  parallel  laufen. 

Wir  erhalten  alsdann  als  Oleichungen 


iX;  +  l"0 


r  cos  2g) 


X 


y 


rsing)      rcotgg)      r 


-^-l-O 


X 


+ 


rcosg)  '  rtangg)      r 


--1-0 
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A^8^8^9A  liefert 

X                 y  z 

0                 0  r 

rC089>        rsin^*  rcos29> 

rcOBtp    — rsin^*  — rcos2<p 

0  1 
— r*cosg).y    1  cos2g> 

1  —cos  2g) 


1 
1 
1 

1 

1 
1 
1 


=  r*  sing)*. 05 


0  1 

1  cos  2(p 
—  1    — -cos2g) 


+  r*  sin  9*  cos  g).« 


0  0 

1  1 
1  —1 


1 
1 
1 


— f^singj^cosg) 


0  0  1 

1  1        cos  2g> 

1    — 1    — cos2g} 


d.  h. 


X 


y 


rcosg)     rtangg)  '  r 


0 


X 

0 


Die  Gleichung  der  Fläche  PiPiP^PioP%  erhalten  wir 

z  1 

r         1 

r  cos  2g)     1 


y 

0 


rsing)    — rcosg) 


s 


0 


— r8in2g)    — rcos2g)    1 

0  11 

1  cos  2g) 

0    cos  2g) 


=  —  r*cosg).a; 


0 


cosg)    cos  2g)  1 
2 sing)  cos 2g)  1 


—  r*8ing>.y 


+  r3 


sin  2g) 


1 
1 

0 
1 


9  sin  2g) 
—  r' — je — .« 


0 
1 


0 
cosg) 


0    2sing) 


1 

1 
1 


0  1 

cos  g)  cos  2g) 

0    2 sing)    — C08  2g7 


d.  h. 


X 


rcosg)      rtangg)  '  r 


da  sie  zur  vorhergehenden  Fläche  symmetrisch  liegt. 

Die  Fläche  i\i6i\oAiA   liegt  symmetrisch  zu  P^P^P^P^P^. 


Ihre  Determinante  ist 

05  y  'Z  1 

0  0  r  1 

— rsing)    —rcosg)*  rcos2g)  1 

0  r  sin  2g)  r  cos  2g)  1 


=  r*cosg).a; 


0  11' 

— cosg)    cos 2g)    1 
2  sing)    cos 2g)    1 


und  ihre  InhaUshettimmung  vermittelst  Determinanten, 
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-j-r*8in9).y 


0       11 

1      C0S2ip     1 

0    C0829    1 


,     .8in2<p 

+  r»  —5—  .  z 


0 
1 
0 


1         1 

—  cos  9     1 
2smfp    1 


—  r» 


Bm2tp 


0  11 

•1    — cos  9    cos29 
0      2  sin  9    cos29> 


d.  h. 


— : 7 1  =  0 

rsinqp  *  rcotgg)  '  r 


AAAiAA  liefert  die  Determinante 

1 
1 
1 


X 

0 


y 

0 


—  rcosg)     rsin^) 


8 


0 

r 

rc08  29 


+  r^y 


TfOJLfp    rC0S9*    — rC0829     1 

0  1 

cos  (p       COS  2(p 
sinqp    — cos  29) 

0 


r^as 


0 
sin9> 


2 


1 
1 
1 


r^z 


C0S9> 


0 


2 


0 


0 


d.  h. 


cos  9    sin  9^ 

sin 9    cos 9)'    —cos 2g) 


r   *  r 


COS  9)    sin  (p 
sin  9)    cos9>^ 

1 

cos29> 


2 


1 

C08  2q7 

cos  29 

1 
1 

1 


Die  Gleichungen  der  6  anderen  Ebenen  ergeben  sich  gleichfalls 
aus  diesen,  duich  Multiplication  der  «,  y  und  z  mit  — 1,  da  diese 
wieder  einzeln  denselben  parallel  laufen. 

Wir  erhalten  alsdann  als  Gleichungen 


+  1  «=0 


r  cos  29) 


X 


rsing)      rcotgip      r 


.-l 


0 


X 


\ 


y 


rcosqp  '  rtang^     r 


---l-O 
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A.-1 L_JL ?-l  =  0 

'   rsing)      rcotg<p      r 

r       r 
2 

Der  Inhalt  eines  solchen  Körpers  besteht  aas  12  congruenten 
Pyramiden  und  kann  derselbe  ebenfalls  durch  Determinanten  bestimmt 
werden,  wenn  man  dieselben  durch  2  Ebenen  jedesmal  in  3  Tetraeder 
zerlegt,  wovon  immer  2  ebenfalls  congruent  sind.  EinfsCcher  resnltirt 
jedoch  noch  der  Inhalt  aus  den  Coordinaten  des  Mittelpunkts  vom 
Körper,  des  Mittelpunkts  der  5seitigen  Grundfläche  und  zweier  an- 
einander liegenden  Eckpunkte.  Die  Pyramide  wird  dadurch  in  5 
gleiche  Tetraeder  zerlegt  ui^d  das  mit  12  multiplicirte  Resultat  liefert 
den  Inhalt  dieses  Körpers.  Bezeichnen  wir  denselben  im  Folgenden 
kurz  mit  „Poinsot  I."  und  stellen  für  seinen  Inhalt  die  Determinante 
aus  den  eben  erwähnten  Coordinaten  auf,  so  erhalten  wir 


6^  =  r» 


0 

0        cos29> 

0 

sin2(p    cos2qp 

cosq> 

sing)'    cos29 

r  ^  cos  2q>  sin  2tp  cos  <p 


d.  i.    Poinsot  I.  ==>  10r^co62<psin29coS9). 

Vergleichen  wir  hiermit  den  Inhalt  des  Ikosaeders,  für  welchen 
wir  früher 

Ikos.  =  — r*8in2a>cosQP 

T 

fanden,  so  erhalten  wir  die  Proportion 

Ikos.;  Poinsot  I.  ==  1 : 3 cos 2()9. 

Den  zweiten  Poinsot'schen  Körper  (Poinsot  IL)  erhalten  wir, 
wenn  wir  jedesmal  durch  3  Eckpunkte  eine  Ebene  so  legen,  dass  sie 
einer  Ikosaederfläche  parallel  läuft  Der  neu  entstandene  Körper 
besitzt  alsdann  20  Flächen,  während  die  Anzahl  der  Ecken  dieselbe 
geblieben  ist 

Betrachten  wir  hier  die  Fläche  P^PYPg,  so  gehört  diese  dem 
Poinsot  n.  an,  und  kann  die  Richtigkeit  ihrer  Gleichung  leicht  aus 
der  Bedingungsgleichung  für  zwei  parallele  Ebenen  nachgewiesen 
werden. 


und  ihre  InhalUheaUmmung  vermüteht  DetermimmtM, 
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(Sollen  z.  B.  zwei  Ebenen,  deren  Gleichungen 
sind,  parallel  sein,  so  sind 


^      ^      ?1 
Ci       Q       Cj 


^ 
Q 


Bedingungen  ihrer  Parallelität.) 


Bilden  wir  hier  diese  Gleichnngen  durch  Determinanten,  so  er- 
giebt  sich  für  die  Fläche  P1P7/9 


X 

0 
rsin^ 


y 

0 


z 

r 


rcos^'    — rGOs29> 
1    0       — rsin29    — rcos29 

0  1 

—  r^sin^.y    1     —cos  2g) 
0    —  cos  2(p 

0 


1 
1 
1 
1 


=  r^cos(p.x 


0  11 

cosg)     —cos  2g)  1 

—  2smq>  — cos2g)  1  '■ 


1 
1 
1 


.8?E?? 


,     «  sin  2(g!) 


0 


0 
1 


0 
cos<p 


0    — 2  sing) 
1 


1 
1 
1 


1        cos  g)      —  cos  2g) 
0    — 2sing)    — cos2g) 


also 


X 


-^— .__JL__,.»_i=o 

rsing)tang9'     rtangg)  '  r 


Die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  kann  dadurch  leicht  erwiesen  wer- 
den, dass,  da  sie  mit  der  Fläche  PsP^P^  parallel  läuft,  nach  obigen 
Bedingungsgleichungen 


cotgg)* 


cosg)        sing)tangg)^ 
sein  muss,  was  auch  der  Fall  ist. 


und      cotgg)  = 


tangg) 


Die  Gleichung  der  Ebene  P^^PfP^o  S^^^^  ^^^  Determinante 

X  y  z  \ 

0  0  r  1 

rsing)        rcosg)*    — rC082g)     1 

— rcosg)    — rsing)'    — rC082g)    1 


=  r*aj 


0  11 

cos  9*    — cos2g>    1 


— sing)' 


cos2g>    1 
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—  r^y 


0  11 

8ing>    — cos2<p   1     +  ^*« 
—  cosg)    —cos  2g)    1 

0  0 


0  Ol 

sin  q>        cos  q)^    1 

— cosg)    — sinqp*    1 


—  ..3 


sincp        cosqp^  — cos2<p 
cos  q>    —  sin  <p^   —  cos  2q) 


folglich 


r  sin  (p  tang  q>  "^  r  tang  <p*  '  r 


deren  Richtigkeit  gleichfalls  sofort  nachzuweisen  ist,  da  diese  Fläche 
der  Fläche  Pj^eAi  parallel  ist 

Den  Inhalt  dieses  Körpers  finden  wir  durch  Addition  der  20 
Tetraeder,  welche,  wie  schon  erwähnt,  von  dem  Mittelpunkt  des  Kör- 
pers und  diesen  mit  den  Seitenflächen  des  Ikosaeders  paraUelen 
Flächen  gebildet  werden.    Es  ergiebt  sich  für  diese  die  Determinante 


0 

0 

1 

=      r« 

sing) 

cosg)^ 

— cos  2g) 

0      - 

-sin2<p 

—  cos2()f> 

—  r^sini 

tp^in2(p 

10 
Folglich:    Poinsot  II.  »=  —r^ sing? sin 2g). 

Stellen  wir  nun  den  Inhalt  des  Ikosaeders  mit  demjenigen  des 
Poinsot  I.  und  Poinsot  II.  zusammen,  so  erhalten  wir  folgende  Pro- 
portionen: 

Ikosaed.:    Poinsot  IL  =  litangg)  «  l:m 

Poinsot  I.:  Poinsot  IL  =  3cosg)^:l 

Ikosaed.:    Poinsot  I. :  Poinsot  IL  =  l:3cos2g):tgg). 


Gehen  wir  jetzt  zum  Pentagonal-Dodekaeder  (Fig.  4.)  ttber,  so 
ist  klar,  dass  dasselbe  durch  12  Ebenen  gebildet  wird,  welche  durch 
die  Ecken  des  Ikosaeders  senkrecht  zum  Radius  der  umschriebenen 
Kugel  gelegt  werden.  Die  allgemeine  Form  der  Gleichung  einer  Be- 
rührungsebene, welchg  in  einem  Punkte  x^y^z^  an  die  Kugel  gelegt 
wird,  ist 


\md  ihre  Lil,alUf.-.lä 


Hiernach  ist  ea  sehr  einfacL  mit  Hülfe  nuBerer  frühereD  Coor^  ' 
üinaten  die  Gleichungeu  der  12  Kbeneu  des  Dodekaeders  aufzustelleu. 
Bezeichnen  wir  die  deu  Ecken  i^,  J"^  etc.  des  Ikosaeders  entsprechen- 
den Ebenen  mit  den  römiacheD  Zitfeni  I.,  H , 

Gleichung  der  Ebene 

17.         .-.  =  0 
II.         f/sia2<p-\-ziias2tp  —  r  =  0 
I  III.  ieC0Sfp-\-yB\aip''-\-zCOa2ip  — 

TV.         y  sin  (p  —  y  coB  p*-|-  s  cofl  2i)i  — 
V.     — iTBittip — j/cosfp^+BcosSip  — 
VI.     — KGos<p-|-j(8in9:'-|-ECo82ip  — 
VII.        aisingj+ä/cosip'' — zcos'itp  — 
Vlil.        xcoa<p — ssingo*  —  icoB2ip  — 
J  IX.    — ysin2qi  — acos2q3  —  r=0 

X.    — iTCOsip  —  ysin^'^^acosS?) — r  =^  0 
XI.    — icsinip  +  jcoBiy* — scos2(p  — r  ;=  0 
Xn.         a+r  =  0 
Wir  sehen  aus  diesen  Gleichungen,  dass  die  Ebenen  JI.- 


r  =  0 


r  =0 


ein  Stück  - 


.  der  positiven  Richtung  anf  der  z  Achse  ab- , 


cos2q9 

schneiden,  während  von  den  Ebenen  VH.^XI.  ein  gleiches  Stück  m% 
negativer  Richtung  abgeschnitten  nhrd.    Dieser  Funkt  mit  den  Coor-j 

dinaten  a^O,  y  =  0,  s  =  — ^  ist  der  Pol  zur  Ebene  i^B-fa-''4-f5-P6'J 

Ebenso  ist  jede  Ecke  des  Dodekaeders  Pol  zu  einer  Ikosaederehene,  1 
was  nns  ein  Mittel  an  die  Hand  giebt,  die  Coordinaten  der  Dode-^ 
kaederecken  aufzustellen. 

Es  ist  also  beim  Dodekaeder  das  Verhältuias  der  Flächen  undJ 
Ecken  ein  umgekehrtes,  wie  beim  Ikosaeder,  indem  hier  20  Eckend 
in  derselben  Gruppirung  auftreten,  wie  beim  Ikosaeder  die  Flärhea 
und  gleichfalls  die  12  Ecken  desselben  hier  12  Flächen  entsprechen. 
Wollen  wir  demnach  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  auf  gewöhnliche 
Weise  ableiten,   so  finden  wir  diese  stets  durch  den  Darchschnitt 
dreier  Ebenen  bestiinmt,   welche  nach  den  Unbekannten  aufgelöst,  i 
die  verlangten  Coordinaten  geben.    Die  Coordinaten  von  t^  entstehen  I 
beispielsweise  aus  dem  Durchschnitt  der  Ebenen  I,,  11.  und  IH.    Wi?  j 
erhalten  sie  durch  Auflösung  der  Gleichungen 


yBin2qj-j-flcos2ip  — r  =■  0 
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nämlich 

rtangy' 

«  «=  r 

n.    8.    w. 

Anstatt  also  durch  Auflösung  je  dreier  Gleichungen  die  Coor^^ 
naten  zu  berechnen,  kdnnen  wir  dieselben  aus  den  Gleichungen  \^^^ 
Polarebenen  finden. 

Beobachten  wir  hier  dieselbe  Gruppirung  wie  beim  Ikosaeder 
und   bringen   vrir   alle   Gleichungen  der  Ikosaederflächen  FtPsF^i 
P1P3P4,  ...  auf  die  Form 

so  sind  hier  die  Goeffidenten  der  Variablen  die  Coordinaten  des  be- 
treffenden Eckpunktes.  Stellen  wir  daraus  diese  Coordinaten  n- 
sammen,  so  erhalten  wir,  wie  eben,  Ittr 

Ei(PiP^P^):  dann  E^iP^P^P^): 

rtang^)*  rtang9 

cos  9)  cos  9 

p  =»  rtang9>  y  «= — rtang^ 

E^P^P^Ps):  E^(P^P^P^): 

rtang9> 


cosg) 


r 

»2 


z 


E^{P^P^P^)i 

rtangg)* 


C0S9> 

y  »rtang9> 


Die  zweite  Gruppe  hat  von  der  XY  Ebene  den  Abstand 

«  •*  rtang^ 
Eb  resultirt  für 


und  ihre  Inhaltsbestimmnng  vermittelst  Determinanten. 
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E^iP^P^P,): 

EjiP^p^p^y. 

rtango) 
cos  9) 

r 

X  «=  

cosqp 

p^r 

y  «— rtang<p* 

9S  —  rtAUggfi 

«  =  rtang^^ 

£k(P^P,P,): 

i^CP^PeAo): 

««0 

0? 
05  =«  — 

cos  9) 

y 2^^^9> 

y  «  — rtangy* 

z  =  rtangg)^ 

«  «  rtangg)^ 

-^10 

(i^e^.Ai): 

X 

rtang<p 
cos  9) 

y 

—  !• 

» 

«=  rtaiig9>' 

Die  übrigen  10  Coordinaten  ergeben  sich,  wie  die  Gleichungen,  eben- 
falls durch  ümkehrung  der  Vorzeichen  von  a;,  y  und  z. 

Fttr  den  Inhalt  des  Dodekaeders  berechnen  wir  uns  zuerst  den 
Inhalt  eines  Tetraeders,  dessen  Scken  der  Mittelpunkt  des  Körpers, 
2  benachbarte  Ecken  und  der  Mittelpunkt  der  Seitenfläche  sind.  Die 
Coordinaten  dieser  Punkte  seien 


x-^ 


0 
0 


a^2 


rtangqp* 


ajg 


rtangg) 


C08  9> 

yi  —  u        y,  «—  rtangy         y^ 
Zj  ^  r         »,  «=  r  «s 

SO  dass  für  den  Inhalt  desselben  die  Determinante 


cos  9 
— rtangy^ 
r 


6^=~ 


0 

rtangy^ 
cos  9 

rtang9 
cos  9 

r^tangy^ 
cos  7 


0 
rtang9 


r^  tang  tp^ 
cos  9 


-^rtaug^    r 

2r3tangy« 


0  0    1 
tgy     1     1 

1  tgy    1 


{tang  984-1}  = 


cos  9 


entsteht    Multipliciren  wir  das  Resultat  mit  | .  12  =  10,  so  erhalten 
wir  den  Inhalt  des  Dodekaedern 
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COS  9 

Wie  schon  erwähnt,  bedeutet  r  der  Radius  der  dem  Dodekaeder 
eingeschriebenen,  resp.  der  dem  Ikosaeder  umschriebenen  Kugel 
Offenbar  erhalten  wir  jedoch  den  Radius  der  dem  Dodekaeder  um- 
schriebenen Kugel  aus  der  Gleichung 

wo  ar,  ^,  z  die  Coordinat^  irgend  eines  Eckpunktes  des  Dodekaeders 
bezeichnen,  eine  Gleichung,  die  zu  gleicher  Zeit  zur  Prtlfnng  unserer 
Rechnung  dienen  kann,  da  für  alle  Coordinaten  R  denselben  Wert 
haben  muss.    Wir  erhalten  die  Gleichung 


hieraus 


«._^{.+u.,,.+^'} 


'=iki^+'^^'- 


Wir  erhalten  den  dritten  Poinsot'schen  Körper  (Poinsot  ÜU 
wenn  wir  jedesmal  die  5  Ebenen  erweitert  denken,  welche  um  fSat 
Dodekaederflache  liegen.    Er  hat  12  Ecken  und  12  Flächen.     I^ 
12  Ecken  desselben  sind  die  Pole  zu  den  Ebenen  des  ersten  Poinsot- 
schen  Körpers  als  Polarebene,  während  hier  die  Flächen  dieselben 
sind,  wie  bei  dem  Dodekaeder.    Die  Coordinaten  dieser  Ecken  er- 
geben sich  sofort  aus  den  Gleichungen  der  12  Ebenen  des  ersten 
Poinsot'schen  Körpers. 

Die  Gleichung  der  Fläche  P^P^P^P^Pq  war 

*      —1=0      oder     rrV-r«  =  0 


rcos29  cos  27 

Hieraus  die  Coordinaten 

«  =  0,    y  =  0,    »  = 


cos29 
Aus  der  Gleichung  der  Fläche  Pi^P^P^P^P4^ 


siny^cotgy^*^     ^      " 


resultirt 


r  r 


x  =  — — I       1/ = — 7 — »      «  — r 
SU19  ^        C0tg9 


und  ihre  InhaliMheiimmwig  varmütdit 
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P^P^P^PqP^  liefert  die  Coordinaten 


X 


COSy'       ^  tg(p* 

P^P^P^PiqPq  die  Coordinaten 


z 


X 


cos  9 


y  =  — 


tang9  ' 


«  =  r 


a.    s.    w. 

Für  die  Inhaltsentwickelnng  ist  es  am  zweckmässigsten,  von  den 
5  Punkten  eines  sternförmigen  Fünfecks  zwei  zn  wählen,  welche  eine 
Kante  desselben  begrenzen  und  diese  mit  dem  Mittelpunkt  dieses 
Fünfecks  und.  dem  Mittelpunkt  des  Körpers  zu  einem  Tetraeder  zu 
vereinigen.  Es  entsteht  alsdann  ein  Tetraeder,  dessen  Inhalt  mit  5 
multiplidrt  den  Inhalt  der  Sternpyramide,  als  den  12ten  Teil  des 
Körpers,  giebt 

Nehmen  wir  hier  das  Fünfeck,  dessen  Ebene 
ist,    so   sind  die   Coordinaten   aus   den  Ebenen   P^P^P^P^P^   und 


«1=0  JB] 


yi-=0 


Vi 


sin^ 
r 

C0tg9 


a?«  ==  — 


ys  =— 


COS  9 

r 

tangy 


«1  ~  r       «2  =*  •• 


z 


8 


wovon  fl^i^i^i    die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  des  sternförmigen 
Fünfecks  bezeichnen.    Den  Inhalt  liefert  die  Determinante 


6^ 


0 


0 


sin  9 

r 
cos  9 


C0tg9 
—  rcotg^    r 


/cos  y»  — sin  y 


V 


OS  9* — sin  9^ 
sin  9^  cos  9*  / 


d.  i.    ^/  = 


r» 


3  cos  9 


Der  Inhalt  des  Poinsot  III.  also  = 


20r» 

cos  9 


Wie  wir  schon  bei  einem  ebenen  sternförmigen  Fünfeck  einen 
falschen  Inhalt  finden,    wenn  die  um  das  Fünfeck  herumliegenden 

TMILTIL 


97 
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Dreiecke  zu  demselben  addirt  werden,  so  ist  auch  hier  Ae^üliches 
der  Fall.  Indem  wir  dort  die  Dreiecke  zum  doppelten  Fünfeck  zu 
addiren  haben,  so  muss  hier  der  Inhalt  sämmtlicher  Pyramiden  znm 
3  fachen  Dodekaederinhalt  addirt  werden,  wenn  der  Inhalt  des  Poin- 
sot  in.  resultiren  soll.  Entwickeln  wir  hier  z.  B.  den  Inhalt  einer 
auf  den  Seitenflächen  aufsitzenden  fünfseitigen  Pyramide,  so  erhalten 
wir  dafür  die  Determinante 


0 


0 


0 

0 

cos29 

M  =  - 

rtang9>* 

C0S9> 

rtang9 

r 

rtang9 

COS  9 

— rtang9* 

r 

0 

0 

1 

— f 

rtang9^ 

cos  9 

rtang9 

1 

+ 

.1 

2r3t 

rtang9 
cos  9 

ang9* 

— rtapg9^ 

2r8tang98 

1 

COS  29 


rtang9^ 
cos  9 

rtang9 
cos  9 


.2 


sin  9  cos  9'  cos  9 

und  somit  für  den  Inhalt  sämmtlicher  Pyramiden 

20r3tang93       20r3tang98 


sin  9  cos  9^ 


cos  9 


.1 


riif 


tg^ 


Für  den  Inhalt  des  Dodekaeders  hatten  wir 

20r^  tang  9^ 
cos  9 

Bilden  wir  aus  dem  dreifachen  Inhalt  des  Dodekaeders  und  die- 
sen Pyramiden  eine  Gleichung  mit  Poinsot  III.,  so  folgt 

cos  29  =  tang98(i-|-2cos.29) 

welcher  Ausdruck    sich   nach  Einsetzung  der  Zahlenwerte   auch  als 
gleich  erweist. 


Den  letzten  und  vierten  Poinsot'schen  Körper,  Poinsot  IV.,  er- 
halten wir  endlich  dadurch,  dass  3  Ebenen  zum  Dur^hsduiitt  gebraoht 


und  ihre  Inhalubeitimmung  vermitulst  DeiermmanUtL, 
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werden,  welche  den  3  von  einer  Ecke  des  Pentagonal- Dodekaeders 
ausgehenden  Kanten  anliegen. 

Die  Coordinaten  erhalten  wir  wieder  aas  den  Gleichungen  der 
Polarebenen  und  zwar  aus  der  Gleichung  der  Ebene  FiBjF^ 


X 


rcotg»^ 
sin  9 


y= — rC0tg9,      a  =  r 


und  aus  P^P^P^^  die  Coordinaten 

rcotgy 


X  = 


sm^ 


,     y  =  rC0tgv^,     »  =  r 


u.    s.    w. 


Den  Inhalt  finden  wir  aus  einem  Tetraeder,  dessen  Eckpunkte 
der  Mittelpunkt  des  Körpers,  der  Mittelpunkt  der  Seitenfläche  und 
zwei  an  einer  Kante  liegende  Ecken  sind.  Seinen  Inhalt  erhalten 
wir  aus  der  Determinante 


6z/ = 


0 

rcotg9^ 
sin  9 

rcotgy 
sin  9 

r^cotgy* 


0 


— rCOtgy     r 


rCOtgy»^     r 


{C0tg9*+1}  = 


r^COtgy^ 
sin  7 


0 

0 

1 

C0tg7 

—1 

1 

1 

cotgy* 

1 

2r3cotgy* 


siny    «     "  •     •     '  smy 

Der  Inhalt  des  Poinsot  IV.  ist  demnach 

20r^cotgy* 
"""       sin  9 

Vergleichen  wir  zum  Schluss  wieder  die  Inhalte  der  zuletzt  be- 
handelten drei  Körper,  so  ergiebt  sich 

Dodek.:  Poinsot  in.  =  tangy^:! 

Dodek.:  Poinsot  IV.  =  tang^^:! 

Poiusot  in.:  Poinsot  IV.  =  tang<f^:l 


«7* 


xxvm. 

M  i  8  c  e  1 1  e  n. 


Beweis  eines  Satzes  kus  der  Theorie  der  formalen  OperstI«! 

In  Hankel'a  „Theorie  der  complexen  Zahlen  Systeme"  S.| 
ein  wichtiger  Satz  bewieseD,  dass   wenn  zwei  eindeutige  i 
ciativo  Operaiionen  dnrcb  das  volle  diatribntive  Frincip  mit  e 
verbunden  sind,  daau  die  eine  notwendig  die  commutative  Eigog 
besitzt.    Ich  will  hier  einen  Beweis  dieses  Satzes  mitteilen, 
Grunde  mit  dem  Hankel'schen  übereinstimmt,  aber  in  all( 
Operationszeichen  geführt  wird. 

Bedenten  ^Jj  und  ^j  zwei  directe  (thetische)  eindeutige  i 
ciative  Verknüpfungen,  die  durch  fulgende  tiicichungeu  verbundeii 

/*,[<!,  ^/,(c,  d)]  =  ^iC^.K  o).  J,la,  d)-] 

(d,  d,  c,  d  bedeuten  hier  irgend  welche  Objecte),  die  das  Distrtbi 
gesetz  ausdrücken,  —  so  ist  die  Operation  ^,  commutativ. 

Um  dies  zn  beweisen,  ersetzen  wir  in  der  Gleicbang  (1)  e  i 
jHc,d)  nud  in  der  Gleichung  (6)  a  durch  d(a,b),  —  es  wir^tf 


AoB  der  Gleichheit  der  ersten  Seiten  dieser  Gleichungen  foI|tä 
^A[^g(a,  ^,(c,  rf)!,  ^gifi,  ^,(fl,  d)|] 
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Wir  transformiren  die  erste  Seite  der  letzten  Gleichung  mittelst 
cler  Gleichung  (1)  und  die  zweite  mittelst  der  Gleichung  (2);  man 
erhält  dann: 

Da  der  Voraussetzung  zufolge  die  Operation  ^/^^  associativ  ist, 
80  kann  man  diese  Gldchung  auch  so  schreiben:         • 

J^[/fi(a^  c),  ^,(a,  d),  J^ib,  c),  z/,(ä,  d)} 

Vergleicht  man  hier  die  beiden  Seiten,  so  sieht  man  schon,  dass 
sie  sich  nur  durch  die  Ordnung  ihrer  Glieder  unterscheiden.  Be- 
zeichnet man  noch  der  Kürze  wegen: 

^,(a,  c)  « p,     ^/^(a,  d)  =  2,    J^ib,  c)  —  r,     ^/,(5,  d)  —  « 

so  hat  man: 

^1  (P?    3»    »•>    «)   '^  ^1  (P?    ^    «9    «) 

Nach  dem  Associativgesetze  lässt  sich  diese  Gleichung  so  dar* 
stellen: 

woraus  vermöge  der  Eindeutigkeit 

^i(p»  3i  «•)  =  ^i(P5  »•,  3) 

folgt.    Schreibt  man  noch  diese  Gleichung  so: 

* 

and  berücksichtigt  man  wieder  die  Eindeutigkeit,  so  hat  man  endlich 

welche  Gleichung  die  Commutativität  der  Operation  d^  beweist. 

Auf  ähnliche  Weise  könnte  man  beweisen,  dass  im  Falle,  wenn 
die  Gleichungen: 

bestehen,  die  Operation  d^  commutatiy  sein  muss. 

Warschau,  den  31.  December  1874. 

S.  Dickstein. 


Ue1>er  die  Sfmmetriepunkte  des  Dreleeks. 

Vier  Punkte  im  Dreieck,  nämlich  der  In-  und  Umkreismittel] 

I   der  Schwerpunkt  und  der  HöhenachnitC,  finden  bckanntermasscn 

I   Bondero  Beachtung   wegeu   ihrer   symmetrischcu  ßoatimmnng.   -ibn 

ksnn  BIO  dumgcmäss  Symmotriepunkte  des  Dreiecks  nennen,  und« 

liegt  die  Frage  nahe,  viie  diese  ihre  Eigenschaft  zn  defiuiren  sei,  diu 

Uberbanjit    alle    Synimetriepunltte    von    den  Nichtsymmetriepunkteii 

unterBcheideu  zu  können.    Hierbei  ist  zunächst  auf  einen  üuutjuid 

aufmerksam   zu  machen,   ohne  dessen  Beachtung   die  ganze  Frage 

illasoriach  sein  würde:  nicht  für  ein  einzelnes  Dreieck,  sondern  iiar 

fflr  das  allgemeine  oder  varialiele  Dreieck  eiistirt  eine  bestimml« 

Clasee  von  Funkten,  welche  die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  bat; 

I  jeder  bestimmte  Paukt  aus  dieser  Ciasso  ist  dann  auch  im  einzelnen 

fe  Dreieck  zu  finden.    Solange  man  daher  bei  den  4  genannten  Syma^ 

r  triepunkten  stehen  bheb,  und  auch  wenn  man  deren  Zahl  noch  wr- 

I   mehrte,  trat  dieser  Umstand  nicht  ein;  denn,  war  einmal  die  Be- 

I   stimmuug  eines  jeden  festgesetitt,   so  passte  sie  natürlich  auch  fb 

ein  einzelnes  Dreieck,     Ist  hingegen  ein  heliebigcs  ungleichacitiges 

Dreieck  und  ein  beliebiger  Pnnkt  gegeben,  und  man  fragt,  ob  dieser 

Symmetriepunkt  sei,  so  zeigt  aicb,  dais  jederzeit  in  ihm  utteodUcb 

riefe   Symmetrie  punkte    und   Nichtsymmetriepunkto   zuBammonfallen, 

die   aber  nicht  identisch   sind,    sondern  bei  jeder   Verändornng  des 

,  Dreiecks  auseinander  gehen,  dass  also  heJue  Entscheidung  exisürt. 

Uro  die  Symmetriep unkte  so  einfach  als  möglich  darzasteHou, 
r  vird  man  ofT^nbar  eine  trimetrisehe,  auf  das  Dreieck  selbst  besflg' 
r  liehe  Bestironiungsweise  wählen;  jede  andere  Methode  würde  viele 
I  willkürliche  Elemente  in  die  Rechnung  einführen.  Doch  auch 
I    bleibt  noch  eine   grosse  Auswahl  übrig.     Die  Plücker'schen  trimft-^ 

trischen  Coordinateii   sind  hier  wogen  Ueberbestimmuug  nicht  gut 
k  gebrauchen.     Dagegen  eignet  sieh  die  Möbius'sche  barycontrisc 
I  Bestimmung  vortrefflich,  weil  sie  nur  von  den  2  Verhältnissen 
I  8  analogen  Grössen  abhängt.    Hier  können  wir  den  Symmetriepunrf 
I  folgendermassen  definiren. 

I  Seien  die  den  Seiten  a^,  «j,  oa  gegenüberliegenden  Ecken  ein« 

f  Dreiecks  mit  Gewichten  pj,  p^,  ps  belastet;  dann  ist  durch  letztem 
I  System  als  dessen  Schwerpunkt  ein  Punkt  bestimmt.  Wir  neun«! 
I  der  Klirze  wegen  p^,  p^,  p^  die  Gewichte  dieses  Punktes.  Ist  nun 
I  /("^  Vi  ^)  ci^i^  homogene,  für  {/,  z  symmetrische  Function,  d.  b.  hat 
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80  sind  die  Gewichte  eines  Symmetriepunktes  von  der  Form 

und  jeder  solche  Punkt  ist  ein  Symmetriepnnkt. 

Da  die  beiden  letzten  Gewichte  aus  dem  ersten  durch  Vertau- 
schung der  a  hervorgehen,  so  genügt  zur  Bestimmung  eines*  Sym- 
motriepunkts  immer  der  Ausdruck  des  ersten  Gewichts  in  o^,  o^,  og. 

Ehe  wir  hiervon  Anwendung  machen,  mögen  einige  Sätze  Aber 
die  barycentrische  Rechnung  vorausgehen.  Ein  Punkt,  dessen  Ge- 
wichte pi,  JP29  Ps  s^^^?  B^i  s^^^^  ™^^  demselben  Buchstaben  p  bezeichnet. 

Sind  ct^ßi^  «2 1^2)  ^^si^s  ^^  rechtwinkligen  Coordinaten  der  3  Ecken, 
xy  die  des  Punkts  p,  so  ist  bekanntlich 

x2p  =«  ^f^Pi   y^p  =  ^ßp 

Bestimmt  man  deü  willkürlichen  gemeinsamen  Factor  der  p  so,  dass 
£p  =  1  wird,  so  hat  man  kürzer: 

X  =  2ap\    y  =  ^ßp  (1) 

Hat  man  2  Punkte  p,  g  mit  den  Coordinaten  x^y^  und  x^y^^  und 
ist  M  eine  unabhängige  Yariabele,  so  vsX  p{\  —  t*)  +  g«*  ein  variabeler 
Punkt,  der  eine  Linie  erzeugt,  und  für  t*  =  0  durch  jp,  für  t*  =  1 
durch  <2  geht    Seine  Coordinaten  sind 

*  (1  — w)i:;)-f  w-Sg      '        y^       (l'-'u)2~p-\-uSq 

Eliminirt  man  u^  so  erhält  man  eine  lineare  Gleichung  zwischen  a;,  y\ 
die  Linie  ist  daher  stets  gerade.    Macht  man  ^p  =  l^^f  =  1,  so  wird 

a;  =  a:o(l-*«*)+«^i«*;     y  ■=•  ^o (!  —  «*) +^1«*  (2) 

Hier  verhalten  sich  die  Strecken  auf  der  Geraden  wie  die  Differenzen 
der  w,  was  ohne  die  specielle  Bedingung  nicht  der  Fall  ist.  Wir 
stellen  daher  die  2  Sätze  auf,  im  erstem  von  beiden  p-^-q  für  q 
substituircnd : 

I.  Der  Punkt  p-^-gu  erzeugt  bei  variirendem  u  die  gerade  Ver- 
bindung der  Punkte  p  und  q. 

IL  Ist  Sp  =  Sq  =  l^  80  sind  die  Strecken  auf  der  Geraden 
2)(1  —  u)-\~qu  proportional  den  Differenzen  der  Parameterwerte  w, 
also  von  p  aus  gerechnet  proportional  u  selbst. 

III.  Addirt  man  zu  jedem  der  3  Gewichte  p-^-qu  eine  beliebige 
Constante,  so  bekommen  x  und  y  zwei  constante  Incremente,  folglich 


I  erieidea  alle  Punkte  der  Geraden  eine  gleiche  Yerschicbuog  in  gleicher 
IKicbtQDg,  d.  1.  die  Gerade  verschiebt  sieb  parallel.  Soll  ntm  ilio 
I  Parallele  dnrch  einen  gegebenen  Punkt  m  gehen,  bo  braucht  man  nur 
rdie  3  Gewichte  m  au  die  Stelle  der  3  constantcn  Terrae  der  Q». 
Wichte  der  Geraden  zu  setzen,  nnd  erbalt 

als  Aosdruck  der  Parallelen  mit  p-\-qa,  welche  fOr  u^^^O  durch  n 
geht. 

8ind  p,  q,  r  drei  Punkte  mit  den  Coordinaton  xo^m  ^iVii  'thi 
nnd  man  sucht  den  Ort  des  variabeln  Punkts  p+gu+r«',  < 
Coordinaten  iry  seien,  so  bat  mau: 


I  oder 

I  also  nacb  Elimination  von  u: 


Kg -Sp-|-a:,  tt.Eg+»,»'a 


ü  — «0    3 


I    £q' 


■^.^)u^Sr  = 

di 

y,)«"^r  = 

0 

^- 

x^  %- 

-*8 

y- 

va  Vi- 

-y 

Jede  der  3  Determinanten  ist  linear  in  x,  y,  also  die  Gleichon 
I  2tcu  Grade.  Änaserdeni  sieht  man,  dass  sie  dnrcb  die  3  feBtenll 
[  erfüllt  wird,  und  man  hat  den  Satz; 

rv.  Der  Ort  des  Punktee  p-f-gw-f-»""*  ist  im  al 
Kegelschnitt,  der  durch  die  3  Punkte  p,  q,  r  geht. 
Fällen  kann  t-r  in  1  oder  2  Gerade  degeneriren. 

V.    Zieht  man  durch  den  Punkt  p  die  3  Transversalen  de^ 

ecks,  vertauscht  die  je  2  Stücke,  in  welche  dnrch  sie  die  Seit« 

t«ilt  werden,  wobei  die  Strecke  von  einer  Ecke  nacb  dem  jense 

■   selben  auf  der  verlängerten  Seite  liegenden  Punkte  als  negi 

[  rechnen  ist,   und  zieht  3  fiene  Transversalen  nacb  den  nen(^ 

f  punkten,  so  sind  letztere  die  Gleicbgewichtsiinien  ioi  die  Gei^ 


und  schneiden  sich  in  einem  Pnnkte,  dem  Schwerpunkt  der  i 

proken  Gewichte.     Wir  nennen  den   so  zu  constniirendeu  Punkt  - 

den  reciproken  Punkt  des  Punktes  p.    Variirt  p,  so  können  ebenMi 

[  die  Bahnen  beider  Pnnkte  reciproke  Linien  heissen. 
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Wenden  wir  dies  auf  die  gerade  Yerbindong  der  Punkte  p,  q  an, 
wo  2]]p  »  2^g  »  1  sei,  und  suchen  demgemäss  die  reciproke  Linie 
zu  der  Oeraden 

pa—u)+qu  (3) 

Da  sich  offenbar  ein  Punkt  nicht  ändert,  wenn  man  seine  3  Gewichte 
mit  einem  gemeinsamen  Factor  multiplicirt,  so  ist,  das  Product  der 
3  Gewichte  (3)  zum  Multiplicator  genommen,  das  erste  Gewicht  der 
reciproken  Linie, 

vom  2.  Grade  in  Bezug  auf  u,  folglich  nach  Satz  lY.  die  reciproke 
Linie  jeder  Geraden  ein  Kegelschnitt 

Eine  Gerade  schneidet  im  allgemeinen  alle  3  (unbegrenzt  ver- 
lAngerten)  Seiten.  Der  Durchschnitt  mit  a^  hat  zum  ersten  Gewicht 
0,  also  der  reciproke  Punkt  die  Gewichte  1,  0,  0,  er  ist  mithin'  die 
G^^enecke  von  o^.  Folglich  geht  die  reciproke  Linie  dor  Geraden 
durch  alle  3  Ecken;  nur  der  Fall,  wo  die  Gerade  einer  Seite  parallel 
Ist,  kann  eine  Ausnahme  machen. 

Die  Eenntniss  dieser  3  Punkte  des  Kegelschnitts  ergänzt  sich 
zur  vollständigen  Bestimmung,  wenn  auch  der  Mittelpunkt  bekannt 
ist  Dieser  sei  m.  Ein  Durchmesser  vom  Punkt  F{u)  ans  gezogen, 
hat  dann  nach  Satz  n.  zum  ersten  Gewicht 

wo  V  den  Parameter  bezeichnet  Da  dieser  fOr  jenen  Punkt  des 
Kegelschnitts  den  Wert  1  hat,  so  muss  er  nach  Satz  II.  für  den 
diametralen  Punkt  den  Wert  — 1  haben.    Folglich  ist 

wo  tt'  der  entsprechende  Wert  von  u  ist  Vorausgesetzt  ist  £m  =  1. 
Die  Summe  der  3  analogen  Gleichungen  giebt  1  =  1,  woraus  erhellt, 
dass  u'  nur  2  Gleichungen  zu  erfüllen  hat,  dass  also  nach  Elimina- 
tion von  tt'  nur  eine  Gleichung  übrig  bleibt.    Zur  Abkürzung  sei 

t  ».p(l_u)4-^;      *'  -^ p(l—u')+qu' 


^1  = 
dann  wird 


P%Pz 

;     »-1  = 

PzPi 

;     »-8  = 

PiP% 

426 


MsceUm, 


2rt  =  0\  i:rt'=^0  (5) 

Mnltiplicirt  man  also  zwei  Analoge  der  61.  (4),  so  kommt: 

Nach  Multiplication  dieser  Gleichung  mit  r^  giebt  die  Summe  der 
3  Analogen  mit  Beachtung  der  Gl.  (5): 

Der  erste  Teil,  welcher  von  u  unabhängig  ist,  sei  =  43f-,  dann  hat 
man  die  identische  Gleichung: 

oder,  da 
ist, 

* 

woraus  f tlr  w  «  0  und  «  ==  1 : 
und  nach  Auflösung: 

das  ist  nach  Division  durch  w(l — u): 

oder 

Die  Summe  der  Analogen  ist 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

i\^=(2;r)2  — 22:r«  =  4r2rj  — (rg  +  r-g-ri)»  W 

SO  erhält  man  durch  Division: 


■—{rim^  —  M) 


1      1     1 

^3*    «3*   5f3* 
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^—  -^ (8) 

und  analog  die  Werte  von  wij,  m^. 

Nun  entscheidet  sich  leicht,  ob  der  Kegelschnitt  Ellipse,  Parabel 
oder  Hyperbel  ist.  Ein  unendlich  entfernter  Punkt  hat  nämlich  eine 
Gewichtsumme  =  0.  Demnach  hat  der  Kegelschnitt  unendlich  ent- 
fernte Punkte,  wenn  die  Gleichung 

2^-  =  0    oder    «2*3+*3*i+^*2  =  0  (9) 

f&r  irgend  ein  reelles  u  erfüllt  ist.  Sind  alle  p  und  q  positiv,  so  ist 
für  jedes  u  zwischen  0  und  1  die  Linke  positiv,  weil  es  alle  Terme 
sind.    Nach  Gl.  (6)  ist  also 

2:i2<i   für  0<«*<1 
Da  aber  keins  der  t^  ein  Maximum  hat,  so  ist  für  andere  u 

und  da  die  Linke  stetig  in  u  ist,  so  giebt  es  ein  «*,  welches  die  Glei- 
chwag  2t^  =  1,  mithin  auch  Gl.  (9)  erfüllt  Folglich  kann  für  posi- 
tive p  und  q  der  Kegelschnitt  keine  Ellipse  sein.  Nun  folgt  weiter 
aus  den  Relationen 

Zpr  =  0;     21qr  =  0 

dass  für  positive  p^  sowie  für  positive  g,  nicht  alle  r  gleiches  Vor- 
zeichen haben  können.  Bezeichnet  man  aber  zwei  r  von  ungleichem 
Vorzeichen  mit  rg,  rg,  so  zeigt  der  letzte  Ausdruck  (7),  dass  N  ne- 
gativ ist.  Folglich  existiren  unendlich  ausgedehnte  Kegelschnitte  für 
negatives  N.  Eine  Parabel  ist  kenntlich  durch  unendlich  entfernten 
Mittelpunkt,  d.  i.  nach  Gl.  (8)  durch  N=0.  Da  der  Fall  der  Para- 
bel die  Grenze  zwischen  Ellipse  und  Hyperbel  bildet,  so  folgt,  dass 
der  Kegelschnitt  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist,  jenachdem 
-Ar>>0,  ==0  oder  <10  ist.  Femer  weiss  man,  dass  die  Gewichte 
aller  Punkte  innerhalb  des  Dreiecks  positiv,  ausserhalb  von  ungleichem 
Vorzeichen  sind.  Folglich  ist  die  reciproke  Linie  einer  Geraden,  die 
durch  das  Dreieck  geht,  stets  eine  Hyperbel.  Die  Besultate  sind 
folgende. 

VI.  Die  reciproke  Linie  einer  Geraden  ist  ein  Kegelschnitt,  und 
zwar  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  jenachdem  iV>0,  =0  oder 
<  0  ist. 

Vn.  Geht  die  Gerade  durch  das  Dreieck,  so  ist  die  reciproke 
Linie  stets  eine  Hyperbel. 
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Ylll.  Der  Kegelschnitt  geht  dnrch  die  3  Ecken,  und  sein  MitI 
pnnkt  hat  die  Gewichte  (8;,  wenn  nicht  die  Gerade  einer  Dreie€ 
Seite  parallel  ist. 

Die  ganz  ansserhalh  des  Dreiecks  liegenden  Goraden  köni 
Kegelschnitten  von  allen  3  Formen  reciprok  sein.  Um  diu  Grv 
ihrer  Lagen  geometrisch  darzustellen,  suchen  wir  die  Einhallei 
aller  Geraden,  denen  Parabeln  reciprok  sind. 

Zur  Vereinfachung  nehmen  wir  die  Punkte  p,  q  auf  den  Verl 
gerungen  der  Seiten  o^  und  o,.    Sei  also 

Pi  —  0;  Pi  «— t*;    P3  =  l+t» 

dann  wird 

und  nach  Einsetzung  in  (7)  findet  man: 

JV«— 4+3(l+ttt;)«+4t*ü(«+») 

Die  Punkte  p,  q  durchlaufen  die  Verlängerungen  von  a^ ,  a^  über 
hinaus  ins  Unendliche,  wenn  u  und  v  von  0  bis  oo  variiren.  Sei 
man  also 

SO  hat  auch  t  nur  alle  positiven  Werte  zu  durchlaufen.  Nach  So 
stitution  ergiebt  sich: 

Alle  Factoren  der  Rechten  ausser  dem  letzten  sind  allgemein  posit 
mithin  das  Vorzeichen  von  N  gleich  dem  des  letzten  Factors.  Fol 
lieh  bildet  der  Wert 

__l 1^__ 

^  — 2«+l  — 1/1  ,     \  (1 


Kk^) 


die  Grenze  der  Formen  der  reciproken  Linie,  und  zwar  ist  die 
Ellipse,  wenn  v  grösseren,  Hyperbel,  wenn  es  kleineren,  Parabel,  wei 
es  gerade  diesen  Wert  hat.  Demzufolge  sind  die  Gewichte  für  di 
erzeugenden  Punkt  einer  Geraden,  deren  reciproke  Linie  Parabel  ii 


I  Samme  ist  identisch  =  1, .  Nach  Gl.  (1)  findet  man  darans  seine 
Coonünaten.    Differentiirt  man  deren  AasdiUcke  partiell  nach  t,  in- 

dt " 


dem  man  w  als  Function  von  t  betrncbtet,  go  erhält  man  für  ^  =0, 


KT  =  0    2  Gleicbangen,  welche  für  den  Coincidenzpankt  jener  C 
raden  gelten,  und  nach  Elimination  von  rj-  ergiebt  eich: 


2t+l 
"  (i  +  l)(i'+l+l)' 


■'»+2) 
-(l+lXi'+l+l) 


I     Pfllirt  man  diese  Werte  in  die  Ausdrucke  der  Coordinaten  x,  y  eilll 
g>lllld  ordnet  die  Gleichungen  nach  Potenzen  von  t,  so  laalcn  sie; 


(UM 


I  nach  Elimination  von  (  erhalt  mau  als  Gleichung  der  Kinhül-J 


Bis  ist  äten  Grades  und  wird  durch  alle  3  Ecken  des  Dreiecks  I; 
friedigt.    Für  nnendlich  grosse  x,  y  gehen  die  Gl.  (14)  übereinBtim^ 
mend  Über  in 

l'+'  +  l-O 

also   nicht   durch   reelle  t  erfüllt  werden.    Folglich  ist  die 

I  stets  Ellipse.     Die  Gewichte  des  erzeugenden  Punkts  dieser 

pae  erhält  man  durch  Einsetzung  des  Wertes  (13)  in  (12),  nämlich 


'+1 


i'+'  +  l' 


.'+1+1 


Slittelpuukt  der  Ellipse  findet  man  dnrch  eine  sehr  einfache  Be-9 
mg.     Ist  u  unendlich  klein,   so  ist  nach  (10}  (11)  v  unendlich| 
and  umgekehrt;  daher  geht  die  Gerade  p{\  —  ir)-^,i\iy  d.  i 
igente  der  Ellipse  von  einem  Eckpunkt  des  Dreiecks  aus  immerl 
parallel  der  Gegeuseite,  und  dio  Transversale  von  diesem  BerUhruuf 
ponkt  nach  der  Mitte  der  parallelen  Sehne,  d.  i.  der  Gegenseite,  i 
ein  Durchmesser.    Die  3  so  bekannten  Durchmesser  schneiden  sich  J 
dann  im  Schwerpunkt,  und  dieser  ist  der  Mittelpunkt.    Hiemach  sind 
von  der  Ellipse  bekannt  3  Punkte,  die  Ecken  dos  Dreiecks,  I 
die  den  verbindenden  Sehnen  coujugirten  Durchmesser,  nämlich  ü 
Schwerpunklstransversalen ,  endlich   hierdurch   der  Mittolponkt. 
hat  Gich  ergehen: 
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IX.  Beschreibt  man  um  den  Schwerpunkt  des  Dr 
Mittclpiiukt  durch  die  Ecken  eine  Ellipse,  so  ist  die  Iteciproke  einer 
Goradeu  Hyperbel,  Parabd  oder  Ellipse,  jeuachdom  die  Gerade  jm 
Ellipse  schneidet,  berührt  oder  meidet. 

X.  Die  Gewichte  einer  Bertthrenden  haben  die  Form  (12),  ä» 
des  Berührungapnnkia  sind  (13). 

Verbindet  man  letztem  mit  dem  Schwerpunkt  nach  Satz  I.  mä 
zieht  mit  ersterer  durch  den  Schwerpunkt  eine  Parallele  nach  Salx  DI, 
Bo  erhält  man  zwei  conjugirte  Durchmesser.  Setzt  man  den  VliiM 
zwischen  beiden  gleich  einem  Rechten,  so  erhält  man  für  t  eine  Gla- 
'  cUnng  4.  Grades,  deren  Wurzeln  den  4  Scheiteln  der  Ellipse  enf- 
Bprechea.  Die  Gleichung  zerfällt  in  'i  quadratiache ,  die  sich  nach 
einander  anfiöBen  lassen.  Auch  kann  man  die  Gewichte  der  Schei(d 
in  imagiuSrer  Form  so  aufstcilen,  dass  sich  bei  VertauschuBg  i& 
Dreiockaeiten  nur  die  3  Kubikwurzeln  der  Einheit  vertauscheiL  Sl 
jedoch  eine  reine  Symmetrie  nicht  zu  erreichen  ist,  so  läset  steh  & 
an  sich  interessante  Untersuchung  nicht  als  zugehörig  zur  Tlnnit 
der  Symmetriepunkte  betrachten. 

Die  vorstehenden  Satze  wenden  wir  nau  auf  die  Symmetriepmikle 
an.    Die  Gewichte  der  4  bckannteu  sind  folgende.    Für  den  Schwe> 
pnnkt  ist  das  erste  Gewicht  -=  1,   für  den  Inkroismittelpunkt  i(t 
=  a,,  für  den  Umkreismittelpunkt 

für  den  Hühenschnitt 


für  den  reciproken  Punkt  des  Höhenschnitta 

_.,-+<-v 

Diese  Ausdrücke  fuhren  auf  die  Einteilung  der  SymmotriepnnU 
Graden  gemäss  d«m  Grade  der  homogenen  Function,  welche  i 
Wichte  darstellt.  Es  ist  dabei  zu  beachten,  dass  sich,  der  ( 
liebig  erhöhen,  und  ebenso  die  gebrochne  Function  z 
Ittsst  durch  Multiplication  mit  einer  symmetrischen  Fm 
3  Seiten.  Vorstehen  wir  demnach  unter  dem  Grade  eines  8 
puukts  immer  den  niedrigsten  möglichen  des  auf  ganze  Fnncttei^ 
cirtcu  Gewichtsaußdrucks.  Dann  sind  der  Umkreismittelpniikt  i 
Höhenschnitt  vom  4.  Grade,  und  fallen  ausser  Betracht,  wenn  wir  d 
Untfirsuchnng  nur  bis  zum  2.  Grade  ausdehnen  wollen.    Wir  behalten 

i  dann   den  Schwerpunkt,   Inkreiamittelpunkt  und  reciproken  1 

I  schnitt  als  Beispiele  der  Grade  0,  1  und  2. 
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Das  erste  Gewicht  des  aUgemeinsten  Symmetriepunkts  1.  Grades 
ist  ait4+«2  4~^'    Stellt  man  es  in  der  Form  dar 

aj^+uSa  (16) 

so  zeigt  sich,  dass  der  Ort  dieses  Punktes  die  gerade  Verbindung  des 
Schwerpunkts  und  Inkreismittelpunkts  ist.  Für  diese  Gerade  ist 
Pi  =  (h'j  2i  =  1?  also 

»"i  =  ««  — «81    r^+r^  —  r^  =  — 2(0,-03) 

Nach  (8)  ist  jetzt  das  erste  Gewicht  des  Mittelpunkts  der  reciproken 
Linie,  welche  nach  Satz  YII.  eine  Hyperbel  ist, 

Das  erste  Gewicht  des  allgemeinsten  Symmetriepunktes  2.  Gra- 
des ist 

Mai*4"*'«l(«2+«8)  +  '^«8«3  +  «2^+«8*  (17) 

Aue  darin  ^thaltenen  besondem  Symmetriepunkte  werden  durch- 
laufen, wenn  m,  v,  ?/?  alle  Werte  von  — 00  bis  00  unabhängig  von 
einander  annehmen.    Nennt  man  die  4  besondem  Punkte 

■ 

die  Grundpunkte  des  Bystems,  so  kann  man  den  gesammten  Umfang 
sich  entfaltet  vorstellen,  indem  man  von  einem  Grundpunkte,  z.  B. 
dem  4ten,  nach  einem  andern,  z.  B.  dem  ersten,  eine  Gerade  zieht, 
d.  i.  v  =  w  =  0  setzt  und  u  varüren  lässt ,  dann  jeden  Punkt  der 
Geraden  mit  dem  zweiten  Grundpunkt  verbindet,  d.  i.  v  bei  constan- 
tem  u  varüren  lässt,  endlich  von  jedem  Punkte  des  so  erhaltenen, 
bereits  die  ganze  Ebene  bedeckenden  Strahlenbüschels  nach  dem 
dritten  Punkte  einen  Strahl  sendet  Das  letzte  System  von  Sttahlen- 
bttscheln  durchkreuzt  sich  unendlich  vielfach  in  jedem  Punkte  der 
Ebene ;  doch  sind  die  Kreuzungspunkte  als  Symmetriepunkte  nie  iden- 
tisch, sondern  schieben  sich  bei  variirendem  Dreieck  über  einander 
hinweg,  weil  sie  verschiedenen  Systemen  der  u,  v,  w  angehören. 

Die  4  Grundpunkte  lassen  sich  leicht  construiren.  Sei  in  der 
Figur  S  der  Schwerpunkt,  J  der  Inkreismittelpunkt,  B  der  reciproke 
Höhenschnitt,  A^  JB,  C,  D  die  4  Grundpunkte  2.  Grades,  die  Gewichte 
so  reducirt,  dass  die  Summe  immer  =  1  wird,  also 


A,  = 


Si-- 

=  t; 

Ji 

Sa'     -"i 

-V 

«1». 

^1 

Ol 

2 

<h<h 

q  =  - 

«2  «3 

2a*' 

l«3+08«l+0] 

[«2 

A  -  %i"J?      ausserdem     ^-"^     ^""^ 

Dann  hat  man: 

E^  (1+2)8 -2J  0 

^  =  (l+i)/S-jÄ  ö 

C«(l+2)/S— 2ä  (2 

Ferner  weiss  man  zufolge  der  Relationen 

dass  CEi2  und  AJB  je  eine  Gerade  bilden.  Hieraus  ergiebt  si 
folgende  Construction. 

8  und  ./  sind  bekannt,  C  als  reciproker  Punkt  von  J  ist  gleiche 
R  nach  Satz  Y.  leicht  zu  finden.  Man  ziehe  durch  Rj  S  die  Gera 
ÄSDR  und  mache  nach  GL  (19)  (20) 

AS'-^iRS-,    DS'=^iR8 

Aus  Ä  durch  J  und  aus  C  durch  iS  ziehe  man  dann  die  CteaiBi 
AJB  und  CSB ;  ihr  Durchschnitt  ist  de)r  letzte  gesuchte  Punkt  B 
Auch  ist  seine  Lage  auf  CS  nach  GL  (21)  durch  die  Relation 

GS  =  2BS 
bekannt. 

Der  Punkt  £J,  der  hierbei  nicht  gebraucht  ward,  ist  zu  weiter« 
Verwendung  mit  aufgeführt  worden.  Man  findet  ihn  gemäss  Gl.  (18 
indem  man  die  Gerade  JSE  zieht,  welche  CR  in  E  schneidet,  m 
auf  welcher  überdies 

ES  =  2JS 

ist.    Sei  F  der  reciproke  Punkt  von  E^  also 

/\  =  V— (og-oa)«  (2 

dann  ergiebt  sich  die  Construction  eines  bemerkenswerten  Punkts  2 
dessen  erstes  Gewicht 

denn  erstlich  hat  man  nach  (22)  die  Gerade  FAM^  und  femer  wegc 

2  «jag-)- («2  —  03)^  ==  oj^+^s* 
die  Gerade  CDM. 


Da  in  S  die  3  bindurcbgeh enden  Geraden  im  VerhtUtnias  1 :  >  I 
geteilt  werden,  so  bemerkt  mnn  leicht,  dass 
AJB  parallel  CEH 

Um  ferner  Anwendung  vun  den  S&tzen  VI.  YII,  Till,  zd  machen,  I 
nehmen  wir  erst  die  symmetrische  Gerade  1,  Grades  (16).  AntJ 
jjj  ^  oj,  Si  =  1  geht  hervor; 

Tj  —  o,  — Og;     fg  +  rs  — r,  =~2(o,  — o,) 

folglich  nach  (6) 

»h  =  {««— «a)' 

Sie  reciproke  Linie   dieser  Geraden  ist  also  eine  Hyperbel,  deren  I 
Mittelpnnkt  der  soeben  construirte  Punkt  M  ist, 

Wir  wenden  nns   nun  zu  den  Linien  2.  Grades,   und  Terbinden| 
zwei  beliebige  Symmetricpankte  des  Systems  (17J,  deren  erste  G»* 
wicbte  sind 

Zur  Abkürzung  schreiben  wir 


=  5s  wird,  also  r,  nnd  rj+f^ 
GrÖBseu  den  Factor  (oj  — 


I  kftl 

Da  fUr  Og  =  Oj  olfenhar  Pi  =^  Ps,  9i  "^ 

verschwinden,  bo  folgt,  dass  letztere  2 
haben.    Sei  also 

ri  —  («j  — a3)r/;       »"j  +  ra  — r,  —  (oj  — tfj)ri" 

dftnn  wird  das  erste  Gewicht  des  Hittolpunkts  der  rcciproken  Linie 

Man  findet; 

p.'=ViCf"')-('"^)}+V('4+'^)i(i'«^)+(f*')i 
'•/'=vi-(V)+u»')+(f^")-tv™)t-i-2V(%+via™)+(f»')l 

+a,<^«3|3(i^)  +  (iv)  +  2{f.i'}+3(M=)+(v«)} 
Biernach  ist  im  allgemeinen  der  Mittelpnnkt  m  vom  8.  Grade. 
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wird  eine  Anszeichuung  für  besondere  (Gerade  des  Systems  sein,  wem 
er  sich  durch  Ausscheidung  eines  symmetrischen  Factors  auf  niederen 
Grad  reducirt.  lieber  die  möglichen  Fälle,  wo  dies  stattfindet,  läsit 
sich  im  voraus  folgendes  sagen. 

Hat  r^  einen  symmetrischen  Factor,  so  haben  r^  und  r^  denselben, 
und  m^  hat  ihn  doppelt.  Wir  wollen  mit  A^  B^  C  die  Fälle  bezeich- 
nen, wo  r^'  einen  symmetrischen  Factor  1.,  2.,  3.  Grades  hat.  Um- 
gekehrt ist  ein  symmetrischer  Factor  von  r^+rg — r^  auch  in  r^ 
enthalten. 

Enthält  r^  einen  nicht  symmetrischen  Factor  eines  in  m^  stecken- 
den symmetrischen  Factors,  so  müssen  auch  die  2  analogen  Factoren 
in  m^  stecken,  d.  i.  in  r^'  oder  in  r^'  oder  in  (02 — 03)^.  Das  gleiche 
auch  auf  r^'  angewandt  giebt  zunächst  die  2  Fälle: 

2>,  Ein  linearer  Factor  in  r^',  die  2  analogen  in  r^\ 
Ey  Umgekehrt. 

Ein  Factor  2.  Grades  kann  nicht  in  gleichem  Falle  sein,  weil  das 
Product  der  analogen  4.  Grades  sein  würde. 

Endlich  ist  es  denkbar,  dass  das  Product  der  Analogen  von 
og — 03  in  r^  oder  r/'  enthalten  sei.  Da  jedoch  das  Product  aller 
drei  bei  Vortauschung  der  Seiten  sein  Vorzeichen  wechselt,  so  sind 
nur  die  Quadrate  der  3  Factoren  zulässig,  d.  h.  das  genannte  Pro- 
duct muss  in  r^  und  r^''  gleichzeitig  enthalten  sein.  Dies  sei  der 
Fall  F. 

Alle  sonstigen  Fälle  sind  Combinationen  der  genannten.  Nach 
Ausscheidung  eines  symmetrischen  Factors  ist  jedoch  stets  der  Aus- 
druck schon  so  durchsichtig,  dass  man  auf  Combinationen  gar  nicht 
auszugehen  braucht. 

In  allen  genannten  Fällen,  ausgenommen  C,  muss  r^  einen  linet- 
ren  Factor  von  der  Form 

haben.    Dividirt  man,  so  wird  der  Quotient 

und  der  Rest  verschwindet  unter  den  2  Bedingungen 
(A/i)~(l+«)(M-f{fiv)  +  (l+«+««)(fiÄ)-£(l+0(vÄ)==Oi 
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Der  Quotient  wird  symmetrisch,  wenn 

Dies  in  die  Bedingangsgleichnngen  (25)  gesetzt  giebt: 

(1  — d)(|»jr)  =0;    (l-d)(v»)  =  0 

Der  Fall  tt  =  tt^  =  0  erweist  sich  als  blosse  Spedalität;  ebenso  der 
Fall  £  =  0;  wären  (fiJfX  iv^)  ^^^^  so  wären  A,  /i*,  v,  jr  in  beiden 
Punkten  proportional,  und  diese  fielen  zusammen.  Es  bleibt  d  »  1, 
das  ist 

als  einzige  Lösung  des  Falles  B  übrig.    Hier  wird 

r^  =  (a«--«8)  {«i  +  «(a«  +  a8)}^ 
wo  L  die  symmetrische  Function 

Da  demnach  J2?r  —  0  ist,  so  hat  man  sogleich: 

daher  nach  Ausscheidung  des  symmetrischen  Factors  — 2Lh 

"4  -  (a«-as)M«i+«(««+«8)}*  (27) 

Zwei  Punkte  des  Systems  (27)  für  beliebige  Werte  von  fi,  v,  te,  aber 
festen  Wert  von  s  bestimmen  also  eine  Gerade,  deren  reciproke  Linie 
eine  Hyperbel  um  den  von  fi,  v,  ir  unabhängigen  Mittelpunkt  (27)  ist. 
Demnach  ist  das  ganze  Hyperbelsystem  concentrisch.  Mit  i  variirt 
der  Mittelpunkt  und  geht  für  £  <=  1  in  den  Punkt  M  über. 

Im  Falle  D  soll  der  Factor  a]-|-£(a8-|~^)  ^  **i'  durch  den  Factor 

{<H+B(a,+aj)\  {a^+B(<H+a^)]  (28) 

in  ri"  zu  einem  symmetrischen  Product  ergänzt  werden.  Dann  hat 
r/'  noch  einen  dritten  linearen  Factor 

y«i+^(a«+«3)  (29) 

Entwickelt  man  das  Product  von  (28)  und  (29)  in  der  Form  (23) 
und  identificirt  die  GoefQcienten  der  6  Teime,  so  erhält  man  6  Glei 
chungen,  denen  allein  die  Werte 

2  8* 
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die  analogen  vj  und  )%,  and 


y-a 


genügen.  Hiemach  geht  der  Factor  (29)  über  in  yZa^  und  la 
musB  auch  in  r^'  stecken.    So  ergiebt  sich: 

Pi  -=  («1*— V  -  V-2fa2aa)A+{ai(a24-a8)H Oj^a+^jH^lf* 

2 

daher  nach  Ansscheidang  des  symmetrischen  Factors 
2 

das  erste  Gewicht  des  Mittelpunkts: 

I»,  =  (oj  — as)«{2:a— 2(1  — e)aj  (80) 

Offenbar  liegen  alle  Punkte  p,  welche  beliebigen  Werten  von  l 
nnd  fi  entsprechen,  auf  einer  Geraden,  die  durch  die  beiden  Punkte 
k  = — 1,  f*  ==  0  und  A  =■  1,  jü  =»  1  geht.  Wir  können  daher  die 
ersten  Gewichte  der  2  bestimmenden  Punkte  schreiben: 

Pi  =— ai*+ös*+ V+2f  0203 

_      ,    1  —  6 
q^  =  a^zTa-j — 0203 

Die  reciproA;e  Linie  der  geraden  Verbindung  ist  dann  ein  Kegelschnitt, 
dessen  Mittelpunkt  ein  Symmetriepunkt  3.  Grades  (30),  und  zwar 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  jeuachdem  Em<^0^  «=  0  oder  >0 
ist.    Sei  zur  Abkürzung 

dann  wird 

^2fn^e (««-/)  -  ^ (ef^g)  (31) 

Man  kann  daher  e  den  3  Formen  des  Kegelschnitts  gemäss  bestim- 
men. Will  man  umgekehrt  bei  gegebenem  €  die  entsprechenden  Re- 
lationen der  Seiten  suchen,  so  kann  man  diese  als  Wurzeln  der  kubi- 
schen Gleichung 

a»— 3ea2  +  3/a— 5f  =  0  (32) 

darstellen,  in  Welcher  g  der  obigen  Bedingung  gemftss  durch  e^  f  ans- 
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zudrücken  ist  Es  mag  hier  das  Beispiel  €  -»— }  genttgen.  Damit 
der  Kegolschuitt  eine  Parabel  sei,  wird  verlangt: 

g  =  3«/— 2«» 
und  GL  (32)  geht  über  in 

(a  —  e)»  — 3(e«  — /)(a— 6)  -=  0 

Die  3  Wurzeln  sind,  nach  der  Grösse  geordnet: 

^1  "^  ^4*^5    «2  «=*  6;    «s  =  e — h 

wo  Ä  =  y3(e^— /),  so  wie  e  willkürlich  innerhalb  gewisser  Grenzen 
bleiben.  Demnach  tritt  bei  s= — i,  d.  i.  bei  der  Verbindung  der 
Punkte 

l>i  =— V+«j,*+«8*-- «««8»    Si  =*  «1^«— 30^03         (33) 

der  Fall  der  Parabel  ein,  sobald  die  Dififerenzen  der  nach  ihrer  Grösse 
geordneten  Seiten  einander  gleich  werden.  Um  über  die  2  andern 
Fälle  zu  entscheiden,  geben  wir  den  Seiten  unendlich  kleine  Incre- 
mente  bei  constanten  «,  /;  dann  zeigt  sich,  dass 

28«!  =  2803  =  —  So«  =  r2 

ist.  Aus  (31)  sieht  man,  dass  der  Uebergang  zur  Hyperbel  oder 
Ellipse  bzhw.  bei  wachsendem  oder  abnehmendem  g  erfolgt  Setat 
man  also 

SO  zeigt  sich,  dass  die  Werte 

«i  =  «+Ä+y,    02  =  «— 2y,    oj  — «— Ä+y 
«1 — 02  =  Ä4"3y?    «8  —  03  «=  Ä — 3y 

für  positives  oder  negatives  y  bzhw.  der  Hyperbel  oder  Ellipse  ent- 
sprechen; d.  h. 

Die  reciproke  Linie  der  geraden  Verbindung  der  Punkte  p,  q  (33) 
ist  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  jenachdem  die  grösste  Dreieck- 
seite um  weniger,  ebenso  viel  oder  mehr  als  die  kleinste  von  der 
mittleren  differirt. 

Dies  muss  ebenso  fflr  endliches  wie  für  unendlich  kleines  y  gel- 
ten, weil  bei  absolut  wachsendem  y  der  Fall  der  Parabd  nicht  ein- 
treten kann,  solange  die  Grössenfolge  der  Seiten  dieselbe  bleibt. 

Die  Gewichte  des  Mittelpunkts  sind 
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WH  -  («f-aO*(«-«i)  — (Ä-3y)«(Ä+y)  «-^Ä'+öyÄ« 

«,-(«,  -a,)«(e-a^  -  (Ä+3y)«(Ä-y)  «  Ä'+öyÄ^ 
oder,  nach  Division  dnrch  £m  =  18y/^': 

"^""18      ISy»    *^""9'     ^'"I8''"l8y 

Der  Ifittdponkt  li^  daher  bei  unendlich  kleinem  y  auf  einer  Pa- 

4 
raHele  mit  a^,  im  Abstände  «>  ^  der  Dreieckshöhe,  in  nnendlicher 

j 
Entfernung  in  der  Bichtnng  von  der  Ecke  1  nach  der  Ecke  3  lo.     j 

Denkt  man  von  ihm  ans  nach  der  Mitte  von  a^  einen  Dnrchmesss 

gezogen,  so  wttrde  dieser  der  Sehne  a^  bei  verschwindendem  y  paraDeL 

Da  eine  Parabelsehne  nie  dem  Durchmesser  parallel  sein  kann,  so 

folgt,  dass  in  unserm  Falle  die  Parabel  in  2  parallele  oder  1  Gerade 

degenerirt    Die  Oewichte  der  Geraden  P'\'qu  sind: 

— «(1  — 2a),     Ä(l+a),     «(1  — 2a) 

also  die  der  reciproken  Linie: 

^'  h  l+a'  ^ 

Demzufolge  ist  die  reciproke  Linie  die  Parallele  mit  der  Seite  oj 
durch  deren  Gegenecke.  Sie  gehört  zu  den  iu  Satz  YIU.  genannten 
Ausnahmen;  denn  sie  geht  nicht  durch  die  beiden  andern  Ecken,  nnd 
zwar  braucht  sie  es  nicht,  weil  die  ursprüngliche  Gerade  der  Seite 
os  parallel  ist 

R.  Hoppe. 


3. 
Ueber  Paralleltransversalen  im  Dreieck. 

Zieht  man  dnrch  einen  merkwürdigen  Punkt  O  des  Dreieckes 
ABC  zu  den  Seiten  abc  parallele  Gerade  und  bezeichnet  man  mit  a 
das  von  den  Seiten  b  und  c  begrenzte  Stück  der  zu  a  parallelen*,  so 
«aistiren  ziemlich  einfache  Relationen  zwischen  a'b'c'  (welche  Längen 
vrtr  der  Kürze  halber  die  Paralleltransversalen  des  Punktes  O  nennen) 
iftd  den  andern  Dreieckstücken. 

Zuiichst  erhält  man  für  jeden  Punkt  in  der  Ebene  eines  gleich- 


MtBcdUtu  ^g 

scitigon  Dreieckes  Sa!  «  2a.  Ist  hingegen  das  Dreieck  ungleichseitig 
und  bezeichnet  pa  die  Normale  von  O  auf  a,  trifft  femer  a'  die  Seite 
b  in  dem  Punkte  Aki  so  hat  man  folgende  allgemeine  Formeln: 

"• 2F         "''*~1f 

a'b'c'        Habpaph  —  2rpaphp$ 
oho    "^  4F* 

^  o*  "'^'T"     4P« 

-T-  =2 

a 

WO  i^,  r  und  8  Fläche,  Umkreisradius  und  halben  Umfang  des  Drei- 
eckes bezeichnen. 

Wird  der  Punkt  O  specialisirt,  so  ergibt  sich  zunächst  für  den 
Schwerfiunkt,  dass  die  Dreiecke  Ab  Bc  Ca  dem  aus  den  Seiteuhalbiren- 
deu  als  Seiten  gebildeten  Dreieck  ähnlich  und  jedes  den  Flächeninhalt 

F 

Q-,    sowie  mit  dem  Urdreieck  denselben  Schwerpunkt  besitzt    Die 

übrigen  Formeln  verlieren  an  Interesse,  da  hier  a  =  -a  ist. 
Für  O  als  den  Höhenpunkt  gelten  folgende  Gleichungen: 

a«""     F    '  a^'^^F^ 

EaV<?  =  4a^cr«,       SOAi .  OAc  =  ITa«  --8r« 
wo  Q  den  Inkreisradius  bezeichnet 
Für  das  Umkreiscentrum  hat  man: 


a  ^1        Sa^  a'        2a* 


s^=i:^-^^^.    2;~  = 


a«  a«      IQF* '         fa  "~  2F 
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jftfffffflff/it 


wo  /«  die  Normale  ist,  welche  Vom  Centram  des  Fetterbacbscben 
Kreises  auf  a  gefilllt  wird,  und  a"  die  Paralleltransversale  desselben 
Punktes  ftr  die  Seite  o. 

Hierher  gehört  auch  der  Satz,  dass  20 Ab,  OAe  constant  ist,  wenn 
O  auf  der  Peripherie  eines  mit  dem  Umkreis  concentrischen  Kreises 
liegt 

Fttr  das  Inkreiscentrum  erhalten  wir: 


Za'  ^ 


2äb 


£0Äb.0Ae  =  2rQ 


wo  A  (o!h'e')  den  Flächeninhalt  des  Drdekes  mit  den  Seiten  a*V^ 
bezeichnet. 

ZuiQ  Schlüsse  sei   noch  bemerkt,   dass  man  auch  nach  einem 
solchen  Punkt  O  fragen  kann,  bei  dem 


5'  =  c' 


Man  hat  dann  wegen 


«       2J^  "~^""  2JF' "~^      2F 


folgende  Gleichungen: 


a^pa—h^ph  =»  (a— 5).2jP 
Ä«|)5  — c«i)e  =  (i  — c).2F 
apa-^hph-^epe  =«  2^ 


woraus: 


2F 

5— c,      +b. 

0 
— c 

• 
• 

0, 

-b, 
+6, 

0 
— e 

1,         +1, 

+1 

1, 

1, 

+c 

2F  ah-^ac—hc 

a 

Zab 

and 


b' 


J       ~- 


2ahc 
£ab 


folgt,  womit  die  Existenz  des  Punktes  der  gleichen  ParalleltransYcr- 
salen  bewiesen  ist 


Wien,  den  7.  Aprü  1874. 


Emil  Hain. 


Uebcr  den  Pankt  der  gleichen  FuralleltranaTersaleu. 

In  jedem  Dreieck  gibt  es  einen  Pankt,  darch  welchen  man  ku 
den  Saiten  deBSeibea  parallele  Gerr.de  so  ziehen  kann,  dass  die  von 
den  Seiten  begrenzton  Stücko  einander  gleich  sind.  Nennt  man  diesen 
Funkt  den  der  gleichen  Paralleltransvorsalcn  and  die  Länge  t  einn 
jeden  die  Paralldtransversale  des  Dreieckes  mit  den  Seiten  nie,  so  ii 
_  2aic 
'~  Sab 

Verbindet  man  nun  irgend  einen  Punkt  O  in  der  Ebene  des  J 
Dreieckes  ABC  mit  den  Ecken  und  nennt  die  Parallel  transversale  -| 
des  Dreieckes  BOC  ta,  die  des  Dreieckes  ans  den  Seiten  OA  mit  l',J 
so  ist 


1  Man  findet  femer,   dasa   die  Parallel  transversale  des   aus  deafl 

Höhen  eines  Dreieckes  als  Seiten  gebildeton  Dreieckes  gleich  ist  d 
doppelten  Inkreiaradius  des  Urdreiockog. 

(,  Parallel  transversale   des  ans  den  Höhen  eines  Dreieckes  aHt^ 

Seiten  gebildeten  Dreieckes. 

1        ,y    1  .„  «         2«  .        11 

iL     ^ 
Erklärung,    Unter  dem  Winkel  zweier  Geraden  im  Kauroe  ver-J 
DLcue  ich,  nach  Grösse  und  Stellung,  denjenigen,  dessen  Schenkel  mita 
den  Geraden  gleiche  lUcbtong  haben. 


,  den  7.  Jnni  1874. 


LehrsStze  Ober  Gerade  im  Banme. 


Lehrsatz.    Errichtet  inan  auf  dor  Halbirnngelinie  des  Winkels  1 
zweier  Geraden  eine  senkrechte  Ebene,  so  hat  die  Verbindungslinifl  I 
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ihrer   Darchschnittopiuikte   mit    den   Geraden   gegen    diese  ^eiclifi 
Neigung. 

Beweis.  Nehmen  wir  die  xy  Ebene  beiden  Geraden  parallel,  so 
ist  ihr  auch  die  Winkclebene,  mithin  auch  die  Halbirnngslinic  paralld. 
Wir  können  nan  die  x  Axe  letzterer  parallel  und  die  aof  ihr  senk- 
rechte Ebene  zur  ys  Ebene  nehmen.  Dann  sind  die  Gleichnngen  bei- 
der Geraden: 

y «     xtgu-^b^      9  constant 

y  —  — «tg«+<j;      »  constant 

die  der  Verbindangsliuie  der  Dnrchschnittsponkte 

y  — «tg/9-{-a;      a;  constant 

folglich  der  Cosinus  des  Winkels,   den  letztere  einzeln  mit  beiden 
Geraden  bildet, 

=  sinasin/? — cosa.O — O.cos/9  einerseits, 

^sbxasinß-^-coBa.O^O.cosß  andrerseits, 

also  beiderseits  =»  sinasin/S,  w.  z.  b.  w. 

I.  Zusatz:  Gleitet  eine  Gerade  an  zwei  anderen  so.  dass  sie  zu 
beiden  stets  gleich  geneigt  ist,  so  entsteht  ein  hyperbolisches  Para- 
boloid. 

Um  die  Gleichung  desselben  in  einfachster  Form  zu  erhalten, 
lege  man  durch  den  Halbirungspunkt  des  kürzesten  Abstanden  der 
Geraden  G^  und  G^  eine  Ebene,  welche  mit  der  Halbirnngslinic  g^ 
des  Winkels  (G^G^)  einen  Winkel  von  45®  cinschliesst ,  und  mit  G^ 
und  G^  gleiche  Neigung  hat;  das  sei  die  Ebene  X^.  Auf  gleiche 
Weise  legt  man  die  Ebenen  XY  und  YZ,  Nach  dieser  Anordnung 
werden  die  Geraden  die  Gleichungen: 

ö^i  .  .  .  y  =  Bx-^-b        und    z  =^05 — b 
0^2  •  •  •  y  =  — -BaJ— i    und    z  ^  —  Bx-^-b 

WBii  eine  auf  die  Halbimngslinie  ihres  Winkels  senkrechte  Ebene  die 
QMchuug  haben: 

(E)  .  .  .y+z  =  P 

K»  worden  sich  somit  die  Coordinaten  der  Durchstosspunkte  Mi 
uml  M^  die^sCT  Ebene  mit  (r^  und  G^  folgends  gestalten: 

,      und 


w. 

P 

P+2b 

P~-2b 
^-      2 

•A^  . 

P 

P— 2Ä 

y-     2     ' 

P+2b 

2 
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L^;e  man  dorch  diese  Punkte  eine  Gerade  O,  deren  Gleichungen 
folgends  aussehen  müssen: 

^  2Bb     .  P  2Bh  ,  P 

Setzt  man  in  diese  den  Wert  für  P  aus  Gl.  (E),  so  ist 

von  den  Brüchen  befreit: 

y«+«y «      2Bbx+z*+2zy+tf* 
z^+zy  =— 2^*ar  +  »*+2«y+y« 
oder     y* — z^  =  48&i;; 
Bb  =  a  gesetzt,  so  ist 

y* — «*  =  4aa? 

als  Gleichung  des  hyperbolischen  Paraboloides. 

II.  Zusatz:  Eine  Fläche,  deren  jeder  Punkt  von  zwei  gegebenen 
Geraden,  die  in  ihren  Bichtungen  um  90^  von  einander  abweichen, 
gleich  weit  absteht,  ist  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

Es  seien  G^  und  G^  zwei  Geraden  mit  den  Gleichungen: 

Gl  ,  ,  ,  X  = — a,    «  ==  0    und    (rg  .  .  .  a?  =  a,    y  =  0, 

durch  welche  man  die  Fläche  bestimmen  will,  M  sei  ein  willkürlicher 
Punkt  derselben,  MS  und  MR  die  Abstände  desselben  von  den  Ge- 
raden Gi  und  Gj^\  also  MR  =  MS^  nun  ist 


Es  ist 


3fß«  =  jf 'Ä«  4- jf 3f '«    und 

MM*'  «  y    und   MM'  =  », 


demnach 


MR^  =  (a.-j-o)«+aS       -9/5«  =  («— a)«+y2. 
Diese  Werte  einander  gleichgesetzt  und  gehörig  reducirt  ergeben 

y* — a*  =  Aax 

als  Gleichung  des  obgenannten  hyperbolischen  Paraboloides. 


] 
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in.  Znsatz:  Eine  Fläche,  bei  welcher  die  Abstände  jedes  ihrer 
Punkte  von  zwei  gegebenen  Geraden  einander  gleich  sind,  ist  ein 
hyperbolisches  Paraboloid. 

Oj^  und  G^  mit  den  Gleichungen 

Gl  .  ,  ,  z  ^^  By^     05  =  —  e 

seien  die  gegebenen  Geraden.  M  sei  ein  beliebiger  Punkt  der  Fläche, 
MR  =  MS  seine  Radienvectoren.  Man  ziehe  die  Geraden  MF  und 
MQ  und  es  ergibt  sich,  wenn  G^^  G^  die  x  Axe  in  P,  Q  schneiden: 

MR^  «  Jiff  >  —  Pß«     und 


oder 

MB*  =  (a.-j-e)2+y2^^»_Pß2 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  einander  gleich,  so  ist 


4«B  =  Pß«— ÄQ« 
Legt  man  durch  M  die  Ebenen 

El  .  .  .  y+Bz  =  y'  +  ^»'    Md 
^,  .  .  .  «+^y  «^  «'  +  ^y' 

senkrecht  auf  G^  und  (r^ ,  i^o  haben  die  Durchschnittspunkte  R  mid 
8  derselben  mit  den  Geraden  G^  und  G2  die  Coordinaten: 

_  B(z'+By')  \  y'  +  Bz' 

y^  -    ^24.1  R  ly^^  j5«+i 

^2   =     ^2^1  \    H 52^1 

wo  die  mit  einem  Komma  bezeichneten  Buchstaben  die  Coordinaten 
des  Punktes  M  sind.    Und  es  ist 


PjR«  =  yi8+»i8    und 
SQ*  =  ya* + «2*  ?    demnach 
4.ex{B*+l)  =  (y+J5«)2— (2+%)2 

4«»(J524.1) 


daraus :  y2  _  ^^2  3—  _ 


-B^— 1 


J'-fl 


=  a,  80  ist 


die  Gleichung  des  vorerwähnten  hyperbolischen  Paraboloides. 

IV.  Zusatz;  Die  Geraden  Gj  und  Gj  sind  zwei  Lagen  der  Er-I 
zeugenden  einer  windschiefen  Fläche,  die  vom  Ursprünge  deneelbeal 
Abaland  haben. 

^^^-  Sie  Gleichung  dieser  Fl&che  wird  Bein 

F    Das 

dem 


■vm 


oder     y*(a+«)  - 


Das  hier  behandelte  hyperbolische  Paraboloid  unterscheidet  sich  vonl 
dem  allgemcineu  durch  folgende  Eigenschaften: 

Sind  au  demselben  zwei  Erzeugende,  die  eiue  des  ersten,  dioM 
andere  des  zweiten  Sfstemes,  welche  sämmtliche  Erzeugenden  desl 
anderen  Systemea  rechtwinklig  schneiden. 

2.    Sind  die  hyperbolischen  Schnitte  mit  aufeinander  Benkrechteit.4 
Asymptoten. 


bestimmten  Geradeofl 


3.  Hat  jeder   Punkt  desselben  ■ 
gleiche  Abstände. 

4.  Sind   die   gleich   weit  von   dem   Scheitel   geführten   ebenen  1 
Schnitte  congruent. 

Das  hier  zur  Sprache  gekommene  hyperbolische  Paraboloid  i 
uns  unter  folgender  EntsteUungs weise  bekannt:    Eine  Gerade  bewegt-l 
sich  längst  zwei  anderen,  wobei  sie   sU.-ts   senkrecht  auf  einer  der- 
selben steht. 

Lehrsatz.  Legt  man  durch  den  Ualbirungspunkt  des  kürzesten 
Abstandes  zweier  Geraden  eine  Ebene  zu  beiden  gleich  geneigt,  so 
ist  die  VerbindungBliuie  ihrer  Durchschnitts  punkte  mit  den  ersteren 
Geraden  gegen  beide  gleich  geneigt. 

Beweis.    Es  seien  G,  und  Gf  die  Geraden,  deren  Gleichnngen,  1 

nach  passender  Wahl  der  rechtwinkligen  Coordinaten,  folgende  Form  1 
annehmen 
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ist  die  Gleiehung  einer  Ebene  fi,  y,  o,  welche  dnrch  den  Halbiningi* 
pankt  fi  des  kOrzeston  Abstandes  0^  hindorchgeht  nnd  zn  G^xoAQi 
gleiche  Neigung  hat  Ihre  Dnrchschnittspunkte  M^  nnd  M^  mit  Q^ 
und  (?s  werden  die  Coordinaten  ergeben: 

y^aB^  M^\y^aB^ 

Ä  =  Ci  f  «  «  0 

Die  durch  diese  Punkte  hindurchgehende  Grerade  O  wird  die  Bich- 
tungscoef&cienten  ^  =»  0  und  C  =  —  «^  haben. 

Dann  ist 

1 


cos»!  = 


[/(1+A«)  (!+«»+(£)*) 


cos  »2  =        /  ^ 

l/(l+v)(l+^»+^)*) 


also    cos  CD^  =  cos  co^ 
mithin  sind  auch  numerisch  gleich: 

*^  »1  =  «2 

was  zu  beweisen  war. 

Wien,  den  19.  December  1869. 


Franz  Maly', 

ord.  HOrer  am  k.  k.  pulytechn.  Institute  zu  Wien. 


6. 
Bemerkungen  zur  hypergeometrisehen  Reihe. 

Kürzlich  teilte  ich  Herrn  Professor  Bümker  in  Hamburg  die 
folgende  Relation  mit: 

/  ^  /l  — (1— ik^)sinW~«  ""  I     /l~(l--Ä;gjsinVy 


welche   ich  hoi   Gelegenheit   von   UntersnchnDgen   der   Ganssischen 

hypergeome  tri  sehe  )i  Reihe  als  Nebenjirodact  fand.    Eine  auderc 

<^        (1  — i^BinV)  *  'i 

entainDe  ich  mich  nicht,  irgendwo  gefunden  zn  haben. 

Ich  suchte  die  eigentlich  von  Lagrange  herrührende,  toh 
Gauss  aber  weiter  durchgefahrte  üntersacbung  Uher  dio  Grenze, 
gegen  welche  die  arithmetischen  nad  geo  metrischen  Mittel  reihen 
zweier  Zalilen  a,  b  convergircu,  weiter  auszudehnen  and  betrachtete 
die  Gleichungen 

Soh^-I  =  Ob  +  Sh  +  C» 

wo  gleichfalls  "^  =  J„  =  i;„  =  M{a^,  b^,  Cq). 
Besondere  intereesirte  mich  der  Grenzfall 

«0  —  1;    5a  "  1;    C(|  ==  IC  sehr  klein; 
und  ich  fand  als  Grenze  von  a^  =  6„  =  c^ 


(1) 


M(l,  1,  ir)  — 


,  l  constaitte  sind  und 

i  — 1  — 


Iog3 


wenn  h  die  Wurzel  der  Gleichung  ist 

i(l-|-A)»  =  3 


Den  log  in  (1)  habe  ich  der  Bequendicbkeit  wegen  briggisch  genom- 
men und  dann  die  Werte  von  Ä  und  B  näh eruugs weise  erhalten 

A  =  0,395  1642 
logbriggS  =.  0,299  7049 

Ich  habe  die  Rechnung  durcbgcfQhrt  für  sehr  kleine  w   und  fand 
z.  B.  dlrect 


L.  ■ 
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ftrw  — j^,        Jf— 04678  3257 

^»"=1^.      Jf=(V)148  3609 
Kiel,  den  8.  April  1874.  £.  MeisseL 


7. 
Nemer  Beweis  ni  dem  Satze  T.  55.  N.  XXVULL  2. 

Werden  vom  Schwerpunkte  eines  Dreieckes  zu  den  Ecken  Ge- 
rade gezogen  und  die  Höhonschait^unkte  der  so  entstandenen  Drei- 
ecke mit  einander  verbnudcn:  so  hat  dieses  Dreieck  der  Höhenschnitt- 
pnnkte  mit  dem  Urdreieck  gleichen  Flächeninhalt 

Ist  O  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreieckes  ABC 
und  Ha  der  Höhenschnittpunkt  des  Dreieckes  BOC^  so  ist: 

OHa  *=^acotBOC 

A  ffaOHb  =-  Fcot BOC cot COA 

A  HaHhHe  =  FSeoiBOCcoiCOA 

FftUt  nun  O  mit  dem  Schwerpunkt  8  zusammen,  so  ist: 

Ä«+c«— 5a« 

ScotBSCcotCSA  ^  i?^^^^'  =^  1 

Somit  ist 

AHaHhHc==  F, 

(Vgl.  Archiv  LY.  S.  332.)  Emil  Hain. 
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Litterarischer  Bericht 

CCXXV. 

Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

,  Bnlletino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matemaüche  e  ■ 
Pubblicato  da  B.  Boncompagni.    Tomo  VI.    Indici  degli 
articoli  e  dei  nomi.   1873.  —  Tomo  VH.  1874.    Koma.    Tipografia 

delle  acienne  matcmaticho  e  fisiche. 

Das  Februarheft  beendigt  die  Abhandlung  von  Quercia  über 
Rankine's  Lebon  und  wissenscbaftliche  Arbeiten.  Es  folgt  ein 
PubiicationsTorzeiclmisB.  ~  Das  Märzheft  enthält  Nachrichten  über 
einige  ältere  Matieraatiter  in  den  Niederlanden,  welche  die  Qnadratur 
des  Kreises  gesucht  haben,  von  D.  Bierens  de  Haan.  Dann  einen 
Brief  von  Eugöne  Catalan,  Professor  an  der  Universität  Lüttich, 
an  D.  B.  Eoncompagni  über  eine  Inschrift  anf  dem  Grabe  Ln- 
dolf'B  Tan  Ceulen.  —  Das  Äprilheft  enthält  einen  Aufsatz  von 
Th.  H.  Martin  über  dos  Proldus  Diadochns  Commontar  zum  1.  Buch 
von  Euklid'a  Elementen,  bearbeitet  von  G.  Friedlejn.  Leipzig  1873. 
Teubner.  Dann  fernere  Nachrichten,  über  denselben  von  B.  Bon*j 
compagni.    Dann  neue  Pnblicationen, 


^p  Nachträglich  znm  Angnstheft  des  6.  Bandes  (Litt.  Ber.  CCXXm.) 

Durch  die  Gute  des  Herrn  M.  Cnrtze  erhalte  ich  nachstehend» 
Verbesserungen  einher  kleinen  Lese-  und  Druckfehler,   welche  sich 
in  meiner  Abhandlung  „Lo  eviluppo  storico  della  t«oria  dei  poligoni 
stellati  neir  antichitä  e  uel  raedio  evo"   eingeschlichen  haben, 
sind  dio  folgendem 


I 
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loisBon  IN  Elementa  etc. 
„        Duo   per  precedentem    cf.    eqiüdi- 

stantem  ha 
„       per  secnndam  29°"  conclades  pri- 

mum  et  deiniio  per  liauc  et  13™ 

argue  secundum. 
„        penthagouua  et  rurana  breviter  qao- 

tDS  ust  namerns  angalorum- 
„        qaovis  ejus  angnloram. 
„        omncB  angoli. 
„        duplicatna  et  (dies  scheinbar  dnrch- 

atrichen)  sed  et  per  IS"""  angnü 


8)  9.  334.  Z.    8    „    „        „        equalea  aimt. 

9)  S.  334.  Z.  10    „    „        „        düo,  ebenao  S.  333,  Z.  14  und  Ifi. 

10)  S,  334.  Z.  11    „    „        „        dQobns. 

11)  S.  333.  Z.  14  ist  cujus  doppelt  golesen. 

Durch  einen  Druckfehler  heiast  es,  die  Abweichung  beginne  in 
Buch  2,  während  es  3  heiaaen  hoII. 


pS.  382.  S.  33  soll  e 
)  8.  333.  8.  14    „    , 


3)  S.  333,  Z.  15 


4)  S.  333.  Z.  19 

5)  S.  333.  Z.  21 

6)  S.  334.  Z.  1 

7)  S.  334.  Z.  7 


Die  in  der  ÄbhandJnng  „über  sphärische  Curvon"  gegcbeDe 
Ueb ertragung  gewiaaer  planimetriacher  Sätze  auf  die  KugoJfläche 
findet  sich  bereits  in  Hesso'a  Raumgeometrie,  jedoch  in  einer 
wesentlich  anderen  Barsteliung. 

S.  Günther. 


Geschichtliche  Notizen  über  das  Dirichletsche  Kugel-  und  Bfi- 
psoid-Problem.  Von  C.  A.  Bjorknes.  Ans  den  Nachrichten  t.  i. 
Kgl.  Ges.  d.  Wiaaenach.  n.  d.  G.  A.  üniv.  zu  Göttingen.  18T3.  No.  17. 

Das  hier  bezeichnete  Problem  betrifft  die  Bewegung  einer  Kngd, 
bzhw.  eines  EUipsoids  in  einer  unelastischen  und  unbegrenzten  Flfla- 
sigkeit,  ist  im  Jahr  1852  in  Bezug  auf  beide  Körper  von  Dirichlct 
gelöat,  wiewol  die  Lösung  nur  in  Betreff  der  Kugel  publicirt  worden. 
Sie  geht  von  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  hei  ruhendem  Körper  ans. 
Nach  seinen  Andeutnngen  bat  1854  Clebsch  eine  Lösung  für  daa 
EUipsoid  gefnndcn,  welche  direct  die  Bewegung  des  Körpers  ermittelt, 
nnd  1856  in  Crelle's  Jonrnal  erschien.  Auf  dem  uraprünglichen 
Wege  löste  auch  Schering  nach  Andeutungen  daa  Problem,  und 
machte  dem  Verfasaer  davon  Mitteilung,  welcher  hier  dessen  Lösung 
zum  erstenmal  an  die  OeffcnÜichkeit  bringt.  Diese  Notizen  schickt 
der  Verfasser  eigenen  Untersuchungen  voraus,  welche  Verallgemei- 
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nemng  des  Problems  zum  Gegenstand  haben,  und  in  den  Göttingcr 
Nachrichten  1873.  S.  448.  und  S.  829.  und  1874.  S.  285.  zu  finden  sind. 


^P  Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Lehrbuch  der  elementaren  Geometrie  für  den  Sehnlgebraucli 
bearbeitet  von  Carl  Kieaeritzky,  Oberlehrer  au  der  St  Annen- 
Bchule  zn  St.  Petersburg.  Zweitor  Band:  Stereometrie.  Mit  142 
HohiBchnittcn.    St.  Petersburg  1874,    August  Deubner.    76  S. 

Der  erste  Band  ist  im  223.  litterarischen  Bericht,  Scäto  28.  be- 
sproehen.  Der  vorliegende  zweite  bandelt  von  der  L^e  der  Graden 
gegen  Ebenen  und  gegen  einander,  von  der  Lage  der  Ebenen  gegen 
Ebenen,  von  den  Ecken,  von  der  Kngel,  von  den  Polyedern,  von  der 
Berechnung  der  Körper.  Er  zeichnet  sich  durch  dieselbe  Kürze  des 
Ausdrucks  und  der  Dodnctionon  aus,  die  jcdocli  hier  sehr  wol  an 
ihrer  Stelle  und  nicht  durch  Mangel  an  Bestimmtheit  erkauft  ist 
Im  Gegenteil  betätigt  er  eine  grosse  Sicherheit  und  ist  mit  bcson- 
derm  Flebs  dazu  bearbeitet  in  keinem  Stücke  mehr  oder  weniger, 
als  zur  Bündigkeit  notwendig  ist,  zu  sagen.  Zu  rügen  ist  indes  dio 
foJecho  und  ohne  alle  Erklärung  gelassene  Behauptung,  der  Cyünder 
sd  ein  Prisma,  der  Kegel  eine  Pyramide  von  unendlich  vielen  Seiten ; 
ausserdem  das  wiederkehrende  und  daher  wol  nicht  als  Drudtfeldcr 
anzusehende  monströse  Wort  „Parallelopiped".  H. 


Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Algebra  nud  niederen  Analysis. 
Ton  Prof.  Dr.  0.  Hermes.     Berlin  1874.    Max  Winckelmanu.    184  8. 

Diese  Sammlung  ist  für  den  Unterricht  au  der  vereinigten  Ar- 
tillerie- und  Ingenieurschule  in  Berlin  bearbeitet  und  schliesst  sich 
dem  für  den  Gebrauch  bei  den  Vorträgen  an  dieser  Anstalt  bestimm- 
ten „Lehrbuch  der  Arithmetik  von  Ascbeuboru"  an.  Weuu  der 
Verfasser  hinzufügt,  dass  sie  auch  für  deu  Unterricht  ia  den  obem 
dasaou  eines  Gymnasiums  oder  einer  Realschule  zu  verwerten  sei, 
BO  ist  freilich  unbestritten,  dass  sich  viele  Aufgaben  daraus  entnehmen 
lasson;  die  gesammto  Abfassung  entspricht  jedoch  augenscheinlich 
nicht  diesem  Zwecke.  Vielmehr  ist  der  genannte  Anscbluss  in  dem 
engen  Sinne  zu  nehmen,  dass  das  Veratänduiss  der  Zeichen  und  Aus- 
drücke, dio  Fähigkeit  dio  Aufgaben  zn  lösen  ganz  durch  die  be- 
stimmte Art  und  Weise  des  Vortrags  bedingt  ist,  und  diese  weicht 
in  der  Tat  doch  zu  sehr  von  der  für  die  Gymnasialbildung  geeigneten 
ab.    Die  Aufgaben  sind  reine  Beispiele  fertig  erlernter  Operationen, 
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it  darauf  berechnot,  das  Nachdenken  des  Schülers  in  Ansprach 
nehmen,  und  durch  methodische  Anordnung  mit  Buccessivem  Ali- 
en vom  Leichtem  zum  Schwerem  Fortachritte  in  der  Anffaaaiiiig 
der  Uebnng  selbst  zu  erzielen.  Diejenigen,  welche  zu  den 
nuiicbcrlei  DiscipUneu  der  sogenannten  niedem  Analysis  gebOrtii, 
fiind  meist  zo  schwierig,  als  dass  ein  Schüler  die  Lösung  findca 
könnte;  es  läsat  sich  nur  voraussetzea,  dass  im  Vortrag  die  LöBnng 
allgemein  gezeigt  ist,  und  hier  am  Beispiel  nachgeahmt  werden  sol, 
Ein  solches  Verfahren  mag  den  meisten  Praktikern  genügend  schd- 
nen;  zum  Zweck  wissenschaftlicher  AushJJdnng  sind  jene  vielen  ZwHge 
aus  einheitlichen  Frincipien  abzuleiten,  und  dann  lassen  sich  die 
Ucbungsaafgabcn  so  stellen,  dass  jede  durch  eigenes  Kacbdenken 
lösbar  ist  —  Am  Scblnss  sind  die  Resultate  aller  Angaben  anf- 
gefthrt  H. 


Tafel  vierstelliger  Logarithmen.    Bearbeitet  von  Dr.  C.  Bremi- 
r.    Berlin  1874.    Weidmann.    60  8. 

Das  Buch  enthält  die  Logarithmen  der  Zahlen  bis  2000,  die  L*- 
garithmon  der  Sinus  und  Tangenten  kleiner  Bogen,  die  Logarithmea 
der  4  trigonometrischen  Functionen,  und  zwar  bis  8  Grad  durch  die 
Hnndertelgrad ,  von  da  durch  die  Zehntel,  dann  die  fieduction  der 
Gradö  auf  Tagesteile,  die  Logarithmen  der  Summen  und  Differenzen, 
die  Subtractionslogarithmen,  dio  Sinus  und  Tangenten,  die  Quadrate 
der  Zahlen,  die  AntUogarithmon,  schliesslich  einige  Coustantenwerte 
.nebst  ihren  6-  bis  Sstelligcn  Logarithmen,  unter  denen  die  Schwer- 
Ikraft  nicht  hätte  fehlen  sollen.  Die  Zeilenordnnng  ist  wie  in  den 
»brigen  Tafeln  von  Bremiker  (s.  d.  217.  litt.  Ber.  S.  4.).  Die 
iQptanwendung  vierstelliger  Logarithmen  schreibt  der  Verfasser  d« 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Nene  Studien  Ober  die  Integration  linearer  Differential-Gleichnn- 
1  Simon  Spitzer.   Wien  1874.   Carl  Gerold's  Sohn.    142S. 
Die  vorliegende  Schrift  bildet  die  Fortsetzung  der  in  den  Jahren 
1861,   1862   veröffenthchten    „Studien   über   die  Integration 
■'■iine&rer  Differentialgleichungen",  und  giebt  in  geordneter  Zusammen- 
stellung die  zum  grössten  Teil  aus  Grunert's  Archiv  und  Schlö- 
milch's  Zeiteciirift  bereits  bekannten   ferneren  Arbeiten   des  Ver- 
sers  in  dem  gleichen  Gebiete   während  der  folgenden  12  Jahre. 
t  der  ZusammensteUung  ist  er,  wie  sich  wol  annehmen  lässt,  einem 


LillerarUd,fr  Bericht  CCXXV. 

Irlicben  Wunsche  der  Li^or  ßntgegcngekommen.    Alle  jene  . 
beiten  sind  TeUo  der  Untersucbung  eines  Themas,  der  Integration^ 
der  Gleichungen  von  der  Form 
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und  bilden  nnn  zusammen  ein  Buch,  welches  Studirenden  Gelegenheit 
bietet  Methoden  der  Integration  an  Beispielen  kennen  zu  lernen  und 
dnrch  Fortsetzung  der  Untersuchung,  die  keineswegs  immer  ifiren 
AhachluBS  erreicht,  an  denselben  Beispielen  weiter  zu  üben.  Hierzu 
eignet  es  sich  durch  die  Leichtfasslicbkeit  der  Darstellung  und  die 
&st  gleichmässige  Inanspruchnahme  der  Kräfte  und  Kenntnisse,  wie 
Bie  Aniängem  wol  besonders  zusagen  wird.  Mit  dem  Titel  „Studien" 
ist  zutreffend  ausgesprochen,  dass  der  Verfasser  sich  die  freie  Wahl 
vorbehält,  wie  weit  er  jede  üntersnchnng  führen  will.  Im  allgemeinen 
sind  zwar  die  Lösungen  (soweit  es  sich  nicht  um  blosse  Kednctionen 
oder  Abhängigkeiten  der  Gleichungen  handelt)  vollständig.  Um  die 
Bedeutong  der  Resultate  hingegen,  ihre  Identität  oder  Unabhängig- 
keit, bekümmert  sich  die  Schrift  nicht.  Dies  konnte  sie  in  der  Tat 
dem  Leser  überlassen.  Anders  aber  verhält  es  sich  z.  B.  bei  der 
Integraüou  der  Gleichung  (185)  8.  108.,  welche  mit  einer  Lösung 
sctüiesst,  die  nur  gilt,  wenn  2  Constanten  A,  B  positiv  ausfallen. 
Nachdem  (bald  nach  dem  Erscheinen  des  Aufsatzes  in  S  c  h  1  ö  m  i  1  c  h's 
Zeitschrift  Bd.  8.  S  123.)  in  Bd.  9.  S.  56.  gezeigt  war,  dass  durch 
Beachtnng  eines  Umstandes  die  vollständige  Lösung,  nicht  nur  fttr 
jedes  A  und  B,  sondern  auch  mit  dem  zweiten  Integral  unter  gleicher 
Form,  sich  ohne  Abänderung  der  Methode  herbeiführen  lässt,  so  war 
es  doch  wol  nicht  angemessen,  hier  noch  einmal  die  unvollständige 
Lösung  zu  bringen.  Umgekehrt  wird  bei  Behandlung  der  ersten 
Gleichung  die  Lösung  als  specieller  Fall  bezeichnet,  während  doch 
an  Allgemeinheit  nichts  fohlt  Die  Frage  darüber  wird  gar  nicht 
nnt£rsucht.  Die  Hanpteinteilung  des  Buches  geschieht  nach  den  Me- 
thoden,   an   welche  sich  das  Ganze  im  besten  Zusammenhange  au- 


^H  M  e  c  li  a  D  i  k. 

^^   Verallgemeinerung  des  Problems  von  de 
einer    bewegten,    unendlichen   Flüssigkeit. 
Göttinger  Nachrichten  1873.    S.  448—460, 


im  ruhenden  Ellipsoid  i 
Von   C.   A,   Bjerknes.  1 


Verallgemeinerung  des  Problems  von  den  Bewegungen,  welche  I 
1  einer  ruhenden,  unelastischen  Flüssigkeit  die  Bewegung  eines  Elli- 
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loidB  licrvorbringt    Von  C.  A.  Bjerknos.    Göttinger 
.  S.  829— 8GT.  aud  1874.  S.  2B5— 316. 

Die  VeraUgememerang  besteht  in  der  Ausdehnong  der  berciu 
IbekanntcD  Rechaimg  von  3  anf  beliebig  viele  Dirnen Bionen,  abwärts 
I  bis  2.  Eine  eolche  gestattet  in  der  Tat  die  Dirichlet'sche  Liiwg 
\  ohne  wesentliche  Abändomng.  Der  Dednctionagang  ist  der  Dirich- 
f  lofsche,  mit  der  Vermittelung  des  ProblemH,  wie  es  die  Folge  dar 
fiberacb riebe Qcn  AufsätKC  anzeigt.  Die  Axen  des  Ellipaoida  werdai 
I  als  veränderlich  betrachtet,  und  am  Schluss  Anwendung  gemacht  auT 
i  die  Fülle  constanten  Volams  nnd  constanten  iVxen Verhältnisses. 


Physik. 

Compeudium  der  Experimental-Fbysik  nach  Jamin's  Petit  1 
Ide  Phyaiqne  deutsch  bearbeitet  von  Dr.  G.  Recknagel, 
rfcr  Physik  u.  techn.  Mechanili,  ßector  der  königl.  ludustrieBch 
,  Kiiiserslautem.     U.  Abtheilung:   Lehre  von  der  Wärme. 
I  Abbildungen  in  Holzschnitt.    Stuttgart  1874    Meyer  n.  Zellei-. 

Die  erste  Ahteilung  des  Werkes,  enthaltend  die  Mechanik,  ü 

I  ini  222.  litt.  Ber.  hesprochon.    Die  zweite  zeigt  einen  merklicli  v6^ 

achiedeuen  Charakter.    Während  jene  ausschliesslich  für  die  Sfihiilc 

bestimmt  schien,  und,  ohne  eine  eigentliche  Doctrin  zuwege  zn  bria- 

geu,  nur  die  ersten  Begriffe  am  Experiment  zu  entwickeln  suchte, 

dabei  auch  manche  Irrlehren  vortrug,  ist  die  vorliegende  Abteihiig 

tlbcr  die  Wärme  selbst  eine  wofgeordnete  Doctrin,   in.  welcher  i»> 

b  Esperiment  genau  die  Stelle  einnimmt,  die  dem  gegenwärtigen  Stsuil- 

I  pnnkt  der  Wissenschaft   entspricht,   geeignet  für  jeden  Zweck  da 

I  Belehrung,  in  einem  klaren,  exacten  Vortrage,  der  an  Erklärung  w» 

lan  tatsächlichen  Angaben  nichts  wesentliches  vermissen  lässt,  o^ 

itniss  des  Gegenstandes  vorauszusetzen.     Der  Umfang  dea  B*" 

lliaudclten  ist  natürlich  auf  Grenzen  eingeschränkt,   wie  sie  eli^ 

f  Compendium  augemessen  sind,   insbesondere   um  daraus  diejeiüfi''^ 

I  Vorkenntnisse   zu   gewinnen,   die   das   Verstehen   Wissens chaftli*5^ 

iTVerke  erfordert    Die  Hauptabschnitte  sind:   Natur  und  Mass 

I  Wärme,  der  Temperatur  und  der  Wärmemenge,  letztere  nachher 

I  lebendige  Kraft  reducirt;  dann  Wärraewirknngen,  nämlich  Ausdeb». 

lund  Fortpflanzung,  an  festen  und  lic[üiden  Körpern;  dann  Wirkn».^^ 

lasen.    Die  erschienene  Lieferung  schliesst  vor  Beendij 
[  Abteilung. 
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Experimentelle  BeBtimmung  der  Dielektricitiitsconatante  einiger 
Gase  (mit  1  Tafel).  Von  Ludwig  Boltzmann.  (Ansgeftlhrt  im 
k.  k.  physikalischen  Institato  zn  Wien.)  (Vorläufige  Mittheilung.) 
Aus  dem  69.  Bande  d.  Sitzb.  d.  k.  Akad.  d.  W.  a  Abth.  Aprilheft 
1874.     19  S.  I 

Der  Verfasser  zeigt  zuerst,  woranf  die  Möglichkeit  beruht,  einen 
Unterschied  der  DielektricitätscoDstante ,  znnächst  bei  Verdünnung 
des  Mediums,  durch  eineu  Anasclilag  des  Elektrometers  anzeigen  zn 
lassen,  der  durch  keinen  andern  Einfluss  bewirkt  sein  kann.  Von 
zwei  parallel  gestellten  Condensatorplattcn  in  kleinem  Abstände  unter 
dem  Becipienteu  einer  Luftpumpe  war  die  eine  e  mit  der  Erde,  die 
andre  8  mit  dem  Elektrometer  in  leitender  Verbindung.  Bei  Ein- 
nnd  Ausströmen  des  Gases  erfolgte  kein  Ausschlag,  die  Eeibung  dea 
Gases  erzeugte  also  keine  Elektricität.  Die  Platte  e  ward  nun  mit 
300  danieli'schen  Elementen  positiv  geladen,  während  auf  dem  Drahte 
der  Platte  5  ein  zur  Erde  führender  Draht  lag,  der  nach  der  Ladui^ 
gehoben  ward.  Es  ergab  sich  kein  Ausschlag,  zum  Zeichen  der  völ- 
ligen Isolinmg.  Jetat  ward  ein  Element  hinzugefügt;  der  Ueberachnss 
konnte  nicht  mehr  zur  Erde  abfliesson,  und  bewirkte  einen  positiven 
Ausschlag  ß,  der  nach  Wegnahme  dea  Elements  verschwand.  Nach 
Verdünnung  des  Gases  zwischen  den  Platten  zeigte  sich  ein  negativer 
Ausschlag  a,  welcher  allein  daher  rfihrte,  dass  das  dichtere  Gas 
stärker  dielektrisch  polarisirt  war  als  das  dünnore.  Dies  a  hat  nun 
verschiedene  Werte  für  verschiedene  Gase.  Die  specifische  Oon-. 
staute  ist 
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wo  n  die  Anzahl  der  Elemente,  Si,  ig  die  Gasdruckwerte  in  Milli- 
meter Quecksilborhöhe  bezeichnet.  Es  werden  nun  die  Teile  des 
Apparates,  Elektrometer,  Condensator,  Zuleitungsdrähte  und  Gas- 
leitungen beschrieben,  sowie  der  Boobachtungsgapg.  Die  resnltirendeu 
"Werte  von  ^i  sind:  Luft  279,  Kohlensäure  446,  Wasserstoff  125, 
Kohlenoxyd  325,  Stickoxydul  469,  Oelbild.  Gas  604,  633,  Sumpfgas 
■^45  Milliontel.  U. 
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tietchiclite  der  BUthenutEb  und  PbfBtt. 

Abd-al-Rbantan  al  Sflfi,  Desaiption  des  ^toiles  fixes  com- 
poafie  au  milien  du  dixieme  Bißde  de  notre  ^re.  Avec  des  notes  pur 
H.  C.  F.  C,  Schjellernp.  4.  (Petersburg.)  Leipzig,  Voss.  3  Thir. 
2Ngr. 

Geiser,  C.  F.,  z.  Erinnerg.  au  Jacob  Steiner.  8.  Zflrich,  Sclia- 
belitz.    10  Ngr. 

Kuckuck,  d.  RccbeukuDst  im  16.  Jabrh.  8.  Berlin,  Weidmann. 
eNgr. 

Lekrbaober,  Sammlnnyen  and  Tabellen. 


Tafel  43teU.   Logarithmen.    H.    Berlin,  Wej 


,  ausgeführte  Mnltiplication  u.  Division  b 
.  Äsg.     4.     Leipzig,   Brockhans'  S. 


Bremiker,  C 
mann.     6  Ngr. 

Eaeraky,  Tb 
jeder   belieb.   Grösse. 
1  Tblr.  10  Ngr. 

Galleukamp,  W.,  d.  Elemente  d.  Mathematik.    4.  Afl. 
8.    Iserlohn,  Bädeker.    20  Ngr. 

HaberJ,  J.,  Lebrb.   d.  allg.  Arithmetik  n.  Algebra.    2,  Afl.  j 
Wien,  BraomOlIer,    2  Thlr. 

Hechel,  E.,  Anflösgu.  d.  Aafg.  aus   d.  BucbgtabGiirechiig..l 
Algebra.    8.    ReTal,  Kluge.    15  Ngr. 

Hermes,  0.,  Saminlg.  v.  Aufgaben  aus  der  Algebra  e 
Analysis.    8.     Berlin,  Springer.     20  Ngr. 

Kieseritzky,  C,    Lcbrb.   d.   elementaren   Geometrie:, 
Stereometrie.    8,    Petersburg,  Deubner.    20  Ngr. 

Küber,  J.,  Leitf.  d.  ebenen  Geometrie.    8.    Leipzig,  Teul«^ 
tO  Ngr. 

Kassier,  H.,  Leitf.  f.  d.  Anfangsunt.  in  d.  Arithmetik  an  hfi| 
ren  Lehranst.     8.    Halle,  NoberL     TJ  Ngr. 

Mehler,  F.  G.,   Hauptsätze   d.  Elemeutar-Matkematik. 
8.    Berlin,  G.  Reimer-    15  Ngr. 
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Litterarischer  Bericht 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Die  Rechenkuust  im  sechzehuteu  Jahrhundert.  Von  A.  Kuckuck. 
Separatabdruck  aus  der  Festschrift  zur  dritten  Silcularfeier  des  Ber- 
linischen Gyniiiasiums  üuni  grauen  Kloster.  Berlin  1874.  Weid- 
mann.   28  S. 

Das  aechzehutB  Jahrliuudcrt  macht,  wie  die  Schrift  couetatirt, 
eine  Epoche  in  der  Rechcukanat  glüiehüeitiH  in  mehrfacher  Beziehung 
Hier  vollzog  sich  der  Uebcrgaiig  vom  römischen  Verfahren,  dem 
Rechnen  mit  römischer  Zahleudaratellung,  „auf  der  Linie",  mit  An- 
wendung des  Abacus,  zum  Decima) rechnen  „mit  der  Feder",  welches 
den  Gelehrten  schon  längst  bekannt  war,  ohne  dass  bis  dahin  auch 
bei  ihnen  der  augeufiHlige  Voi'zug  die  alte  Gewohnheit  zu  verdrängen 
"vermocht  hätte,  in  schnellen  Schritten ;  denn  es  erschienen  von  da  an 
zahlreiche  Rechenbücher  in  dcntschor  Sprache,  und  das  Decimai- 
rechuen  ward  Lehrgegcn stand  in  dt-n  Kieme utarschnlcn.  Die  Be- 
Bchreibnng  des  alten  Verfahrens,  die  Vorführung  der  betreffenden 
Zustände  im  16,  Jalirhuiidcrt  und  der  Vcrdieuslc  einzelner  Autoren 
und  ein  scldiossliclier  Hinweis  auf  einen  neuen  bessernden  Uebergaug 
im  19.  Jahrhundert,  wo  der  Reellen  Unterricht  mehr  und  mehr  anf 
Einsicht  statt  wie  ti'Qhcr  auf  UcdächtnisB  und  gedankenlos  eingeübte 
Regeln  basirt  wird,  machen  den  luhalt  der  Schrift  aus. 

Ein  anderer  Hinweis  auf  das  19.  Jahrhundert  hätte  wol  näher 
gelegen.  Es  war  die  wissenschaftsfeindliche  Macht  des  Gewohnhoits- 
hangea  cbarakterisirt  an  einem  hervoirageuden  Beispiele,  welches 
ausserdem  zeigt,  dass  wenn  auch  erst  nach  Jahrtausendeu  ihr  Wider- 
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Stand  gegen  den  Fortschritt  endlich  durchbrochen  wird.  Sind  wir 
nun  in  diesem  Kernpunkte  während  der  3  Jahrhunderte  weiter- 
gekommen? Darf  man  heutzutage  seine  Beibehaltung  anerkannt  un- 
praktischer Einführungen  nicht  mehr  mit  der  alten  Gewohnheit  recht- 
fertigen? Das  Gegenteil  ist  hinreichend  bekannt:  wir  brauchen  nur 
an  die  Nonagesimal-  und  Sexagesimalteilung  der  Winkel  zu  erinnern, 
welche  längst  abgeschafft  wäre,  wenn  die  Gewohnheitsmacht  nicht  als 
Motiv  zur  Festhaltung,  sondern,  wie  es  in  der  Wissenschaft  allein 
vemtlnftig  ist,  als  Motiv  zur  Bekämpfung  gälte.  Erst  wenn  diese 
Lehre  der  Geschichte  in  weiterm  Kreise  in  die  Ueberzeugungen  ein- 
gedrungen ist,  kann  von  Fortschritt  in  der  Hauptsache  die  Bede  sein. 

H. 

• 

Zur  Erinnerung  an  Jakob  Steiner.  Ein  Vortrag,  gehalten  in 
der  mathematischen  Section  der  Schweiz,  naturforschenden  Versamm- 
lung an  ihrer  Jahresversammlung  in  Schaff  hausen,   den  22.  August 

1873.  von  Dr.  C.  F.  Geiser,   Professor  am  schweizerischen  Poly- 
technikum.   Zürich.    Cäsar  Schmidt  (Schabelitz).    37  S. 

Die  Schrift  enthält  die  Lebensgeschichte  Steiner' s  von  Jugend 
an,  Schilderung  der  Persönlichkeit,  Züge  seines  Auftretens,  seinen 
Umgang  mit  Grelle  und  Abel,  dann  mit  Ja  c  o  b  i ,  sein  Verhältniss 
zu  Humboldt,  Entstehung  und  kurze  Charakterisirung  seiner  Ar- 
beiten, in  einer  durch  heitern  Witz  belebten,  anregenden  Sprache. 

H. 

Intorno  ad  alcune  lottere  del  Lagrange  nota  di  A.  Genocchi. 

1874.  G.  B.  Paravia  e  C.    Estr.  dagli  Atti  della  R.  Accad.  d.  Sc.  di 
Torino,  vol.  IX.  (21.  Giugno).    19  S. 

Mitteilung  von  4  neuen  Briefen  Lagrange's  an  Fagnano  1755.,  ' 
Zanotti  1762.,  Gherli  1776.  und  Lorgna  1781.  in  italienischer  Sprache, 
nebst  Nachrichten  über  diese  und  andere  Briefe  desselben  Autors. 

H. 

Bulletino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matematiche  e 
fisiche.  Pubblicato  da  B.  Boncompagni.  Tomo  VH.  Roma  1874. 
Tipografia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche. 

Das  Maiheft  enthält  Geschichte  der  Entwickelung  der  Theorie 
der  Kettenbrüche  bis  Euler,  von  Siegmund  Günther.  Uebersetzt 
in's  Italienische  von  Alfonso  Sparagna;  ferner  einen  Brief  von 
F.  Woepcke  an  B.  Boncompagni  über  eine  Methode  zur  approxi- 
mativen Bestimmung  der  Irrationalen  2.  Grades.  H. 


Methode  imd  Principieit  *). 

i  ([«itm   SaUc  vom  Dmwke   und  die  Paralleleu.     Nach  Bo-* 
lyai's  Grniida1t?eu  bearbeitet    vou  Dr    Carl   Spitz,    Professor  am 
PolyteLhuiivum  m  Carlsruiie      Eino  Bi  igabi  zn  iks  \erfassirs  Lühr- 
bnch  (iei    ibeutn  Geomttiie     Mit    43   m  liou  Text  gtdnickteu  Holz 
BchliittLii      Lnp?ig  iiuil  Hiidi-lliprg      IST")     f    F    Winter     44  & 

Es  hatte  der  Ueber/i  uijuuK  (ies  Verfassire,  wie  dersdbc  sagt, 
cutepruthtu,  dio  ra  der  lorlieginden  Stimratsihrift  entwickelte  Me- 
thode als  die  eiiing  streng  wiaiiusthaltliibt  siboii  in  der  nenstLn 
Auflage  siiin.9  Lehrbuchs  dtr  ebtneu  GcoimtiH  7m  Durühfübrnng 
zu  bnngeu,  Lur  ans  Eüik«(.lit(n  hat  ir  Mth  /nr  Abtrexuiung  ent- 
scblossm  80  jcdoeh,  daai  die  Einordiiung  uumittelbar  crfolgeu  kann 
Es  leuchti  t  wobl  brim  ersten  lÜRkn  em  dash  die  getroffene  Auskunft 
eine  glüikltihi ,  die  eignididie  Absieht  eine  ^erfihlto  war  Die  ein- 
seitige Diirclifflhmiig  <iTi(r  allun  btshmintndcn  Idn  war  gerade  ge- 
.  eignet  eim  Si  parats(,hnlt  /u  eiiieui  lehrrüich  >u  und  iiih  rtSHantan 
I  Gauzeu  70  mathiu,  das  i,rgibniBs  ist  abir  weit  nitfemt  mit  dem 
Lehrfystem  dir  Matbeiiintik  m  IlannoniL  /n  Btchin  und  dem  Unter- 
■  nchtszwi  dio  vn  ginftjjeii  iu  dieser  Btziebniiff  wollm  wir  das  Unter- 
nehmen 1111  bt  aus  dtni  bbjss(n  Anschein  vciurt^^iliii,  sondern  die  Irr- 
tOmor  aufweiBLii,  wdche  ihm  /ugnimii  In  um  In  du  Tat  bat  Bolyai, 
diese  Tatsai-ho  ist  der  \iiHgaugspnnKt  d  r  '^ihnft,  bmiisin,  dasa  der 
Sat?  Yon  dir  Dreiecltswmki  iHumnn'  auf  I  rfabrung  lifrubt,  was  ii 
aber  nicht  hiwitsiu  bat  «as  als  unwahr  übirbanpt  nicht  bewiesen 
werden  kann,  und  ioib  von  \i(,l(u  g(,dankcidos  grglaiibt  wird,  ist, 
dass  irgend  tiu  matberaalisrbt i  Sali'  odtr  dir  Lvidtn/  iigend  eines 
Bcblussts  niibt  aal  Ertabruii^  btniLte  Riimanu  bat  die  Frage  weit 
nmtasstndtr  aulgebttllt  und  unttrsucht,  die  Ergibnisse  sind  jedoch 
sämmtlicb  pusitn,  und  anf  solche  brauihen  wir  nicht  iiuzugehen,  ?ie 
bioteu  sich  liicht  g'nug  liar  Du  Schnft  begniiit  um  nur  cms  au 
zuführm,   mit   dtr  (  uiii^nii  ii7  und   dibuut   du  si   dun  h  Dukung  auf 


*)  D  esn  Abkdung  \er  Litluutui  stiind  bishir  »m  titide  s  ^tr  bmter  den 
TBrraliLlilcn  Soluitten  eie  ist  hicmiiLh  vom  BD|.rüiirUi  des  AriJiiv^  (unter  dem 
Titeli  Schnflm  Über  Un'erinhtsnn.thoilc)  hIh  bl  ascr  Anhanu  holrKchlet  wur 
den  Da  jl  I  ic!i  mzwiiLhcn  nnuinntli  h  dunli  bcdtiiiundLin  Aibiitcu  diis  In 
MrasBC  nn  den  pn  ei|in;llLn  Fr  ijen  itht  Kiiijit  nimm  hat  so  lisst  sii  b  der 
dahin  gel  fingen  Litteritar  die  eiordinirte  Stpllnnf"  nuht  lunger  (prsagrn  Sie 
soll  TOn  jftzt  na  «Ib  zircite  d<  r  3  nmfasaendcn  AI  t  ilnngi.n,  nclcbf  din  11)  Ab 
tejlnngin  aber  die  emrelncn  Wis-cnschnrtä^wtig  w  i  nbgehen  Qnniitlelbar  an/ 
die  G(.S(hi_htu  folgen  woimch  m  iio  nr'prQnjjliibt  Ordnung  BiAcit  gm  oben 
TuUiogon  war,  uol  in  keiner  Weiae  sin  Eingriff  geicbieht      (B    Red  ) 


I.ill^.wls,kr.-    llrrirhl    fCV-VlV. 

Riier  Figuren.  Was  hcisst  aber  üebertragnng,  i 
t  dio  Figuren  in  festem  Material  haben,  deren  Unveränder- 
t  dio  Erfahrung  uns  ati/tiufhmen  erlaubt?  Wie  kÖnneD 
r  Massstab  oder  Zirkel  geliraucbou,  ohue  diese  Vurausselzuug  der 
Un¥erandcrlii;bkeil  zn  niaiilion,  die  doch  erat  vermöge  der  Erfahruiig 
•Hnf^n  Sinn  hat?  Wollti'  man  dvn  empirischeu  Etomunten  in  der 
Mathematik  nachgchu»,  so  würde  sich  zeigen,  daas  alles  empirischen 
llrsprFings  ist,  und  hiermit  wird  dio  Unterflchoidnng  des  Winkelsatzes 
nichtig.  Der  Verfasser  ist  in  einem  Fankte  durch  Botyai  aufgeklärt 
nunleu,  bat  aber  im  ührigdu  die  ungeprüfte  vnlgfiro  Meinung  fest- 
gehalten, sieht  uuu  im  Abstand  des  Dunkel  und  Hell  seiner  An- 
schauung einen  sachlichen  Gegensatz,  und  killt  sich  sofort  für  ver- 
pflichtet, diesem  ErzcugniBS  seiner  Illnsion  Geltung  im  Unteiricht  zu 
veracbalTen.  Zunächst  ist  unn  wol  ersicbtlicb,  dasa  die  Statairuag 
eines  einzelnen  Erfabraogssatzes  iuncrhalb  des  mathematischen  Lehr- 
systema  der  Natur  der  Sache  gar  nicht  entspricht,  mithin  auch  die 
exacte  Gestaltung  nielit  fördert.  Sie  ist  nur  eine  zufällige,  auf  Ud- 
keuntuisB  beruhende,  heterogene  Bebaudlungs weise  eines  an  sieb 
homugeneu  Lehrstoffs. 

Ferner  waltot  ein  Irrtum  in  Betreff  derjenigen  Erfahrung,  aaf 
welclie  sich  der  Droieckswiidielsummensar^  stützen  soll.  Erst  wird 
nämlich  dieser  auf  die  engste  Yoraussetznug  zurückgeführt,  dass  die 
Summe  der  Winkel  eines  einzigen  Dreiecks  nicht  -<  2  Kechte  sei, 
und  die  Erfahrung  soll  nun  darin  l>estohen,  dass  wir  die  Winkel 
eines  Dreiecks  ausmessen.  Es  ist  beicaunt,  dass  jede  Messung  einen 
möglichen  Fehler  Übrig  liisat,  folglich  kann  diejenige  Erfalirung, 
welche  der  Verfasser  meint,  nie  stattfindeu.  Auch  sind  alle  die 
frohem  Mathematiker,  welche  von  jener  Reduction  nichts  wussten, 
von  der  Allgemeingültigkeit  des  Satzes  auf  Grund  irgend  welcher 
Erfahrung  überzeugt  gewesen.  Hiernach  muss  iloch  die  Rolle,  welche 
der  ErfaliTQUg  ankommt,  eine  wesentlich  andere  sein,  als  der  Ver- 
fasser sich  vorstellt.  Wollen  wir  also  nicht  blind  zuwerke  gehen,  so 
ist  vor  allem  die  Fruge  befriedigend  zu  beantworten :  Wie  gehen  voll- 
kommen ideelle  und  allgemeine  Erkenntnisse  aus  Erfahrungen  hervor, 
die  in  jeder  Hinsicht  nnvollkommeii  sind,  da  sie  nur  au  individuellen 
Objecten,  nie  an  einer  Allheit  gemacht  werden,  mit  Fohlern  behaftet 
sind  und  nur  mangelhafte  Objecto,  d.  h.  keine  gerade  Linie,  keinen 
Ereis  u.  s.  w,  vortindon?  Diese  Frage  lässt  sich  exact  beantworten. 
Von  ihrer  Lösung  hängen  erst  die  GcBichtspunkte  ab,  die  bei  even- 
tnctler  Geltendmachung  in  der  Lehrmethode  massgebend  sein  würden. 
Da  diese  Erfordernisse  bei  der  Absicht  des  Verfassers  nicht  in  Be- 
tcht  geKügeu  sind,  so  ist  es  wol  begiUndet,  wenn  sie  nidit  der  E 
mmuug  begegnet;  nur  ist  ""     '  '    "  dam  unbedachten  ^ 
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nicht   blosse  Langsamkeit  der  Entaelilinssuiig.   sondcni   eine 
versfändikhe  Würdigung  dea  Sachverhalts  entgegensteht. 

Der  wesentliche  Inhalt  der  vorliegenden  Schrift  besteht  in  der 
strengen  snecessivcu  Deductiou  derjenigen  Reihe  von  Sätzen  über 
das  Dreieck  und  die  Parallelen,  welche  von  der  Gnuidcigenschaft  der 
Ebene  unabhängig  gelten.  In  Betreff  der  Parallelen  innsst^n  hier 
Einfilhrnngcii  gemacht  werden,  die  in  der  wirklichen  Flauimetric,  wo 
durch  einen  Punkt  nur  uiue  Parallele  mit  einer  Geraden  geht,  bc- 
deutnngslüs  sind.  Der  vermeintliche  ErfahrnngsKatz ,  der  sieh  aber 
iinr  durch  den  Namen  von  einem  Axiom,  d.  h.  dem  notwendigen 
Minimum  der  Voraussetzung  unterscheidet,  kommt  erst  am  Ende 
hinzn;  die  nngenügende  Auffassung  des  Begrilfs  der  Erfahrung  war 
daher  für  die  ganze  Bearbeitung  gleichgültig;  diese  hatte  ihren  stren- 
gen und  deutlichen  Gesichtspunkt  für  sich.  Ein  weiteres  Gulo  hatte 
auch  wol  die  Bestimmung  der  Be^arbeitung  für  den  Schulunterricht: 
wir  haben  dadurch  eine  methodisch  geordnete  und  für  Anfänger  vor- 
Btäudliche  Darstellung  der  Bolyai'sehen  Geometrie  erhalten.  H, 


^^fe  Lebrbiicber,  Sammluugen  und  Tabellen.  ■ 

^^H  Die  Elemente  der  Mathematik.  Eiu  Leitfaden  für  den  mathe^ 
Inatischen  Unterrieht  an  hohem  Lehranstalten.  Von  Wilhelm  Gal- 
lenkamp, Direktor  der  Friedrichs-Werdei'schcn  Gewerbeschule  in 
Berlin.  I.  Theil.  Arithmetik  und  Algebra.  1.  Abtheilung  —  Plani- 
metrie. Mit  einer  Figurentafel.  Vierte  Auflage  1874,  II.  Theil.  Der 
Arithmetik  und  Algebra  2.  Abtheilung,  die  Stereometrie  und  die  Tri- 
gonometrie. Mit  drei  Figurentafeta.  Dritte  verbesserte  Auflage. 
1872.     Iserlobn,     Julius  Bädeker.     331  S. 

Die  Abfassung  des  Leitfadens  entspricht  mehr  dem  Zwecke  der 
VergegenwRrtiguug  als  der  exacteu  Begründung  der  Lehrohjectc.  In 
crsterer  Beziehung  ist  der  Verfasser,  soweit  sich  die  Gelegenheit 
darbot,  selbständig  prodnctiv  vorgegangen,  in  letzterer  bleibt  die  Lei- 
stntig  merklich  gegen  die  billigsten  Anforderungen  znrück.  Die 
1.  Abteilung  der  Arithmetik  und  Algebra,  umfassend  die  Grundrech- 
nungsarten in  ganzen  Zahlen,  dann  in  Brüchen,  dann  in  algebraischen 
Zahlen,  die  Lehre  von  den  Potenzen  Und  die  Gleichungen  1.  Grades 
mit  einer  Unbekannten,  zeigt  wenig  eigentümliches.  Es  magerwähnt 
■werden,  dass  hier  eine,  vor  Zeiten  sehr  gerügte  un^  seit  Decennien 
kaum  wieder  gehörte  Erklärung  der  Mnltiplication  —  Mnltipliciron 
I  heisBt  eine  Zahl  so  aus  einer  gegebenen  Zahl  (durch  Addition)  ent- 
I       stehen  lassen,   wie  eine  andere  gegebene  Zahl  (durch  Addition)  ans 
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1   cntstaudon  ist''  —   aufs  nouo  auftritt.     Die  Parenthese  lässt  es 
zweifelhaft  erscheinen,  ob  die  Beifügung  notwendige  Ergänzung  seiu 
soll;  jedenfalls  ist  sie  keine  vollständige  Ergäbzung;  es  rausste  dann 
heissen    „Addition  gleicher  Summanden",    d.  h.    um  die  Erklärnug 
richtig  zu  verstehen,  bedarf  es  der  andern  Erklärung:  „MultipUcation 
ist  Addition  gleicher  Summanden".    Will   man   also   die  vorliegende 
Erklärung  nicht  durch  Substitution  eincT  andern  umstossen,  so  gehört 
die  Parenthese   nicht   hin.    Ohne   letztere  nun  ist  die  Aufstellung  in 
der  Tat  richtig  und  instructiv,  nur  nicht  als  Definition,  sondern  als 
leitender  Gesichtspunkt,  im  allgemeinen  zur  Auffassung  des  Connexes 
dos  fortgebildeten  Hi»gritfs  mit  dem  ursprünglichen,  im  besondern  zur 
Auffassung  der  MultipUcation  als  Uebergang  zu  einer  neuen  Einheit. 
Von   beiden   AnwtMidungen   Hnd^t  sieh   freilich   im   Leitfaden  nichts; 
vielmehr  gilt  hier  der  Satz  als  Definition  und  dient  zu  Scheinbeweisen. 
Auf  weitere  logische   Desiderata  einzug(dien  hat  kein  Interesse,  da 
im  ganzen  auf  Entwickelung  des  logischen  Vermögens  zu  wenig  "Wert 
gelegt  ist.    Im  übrig(*n  ist  eine  grosse  Sorgfalt  im  Ausdruck  und  der 
Formulirung   der  Sätze   anzu<Tkennen:    die  Abfassung  ist  durchweg 
natürlich,  einfach,  praktisch  angemessen  und  vollständig  bestimmend. 

In  der  Planimetrie,  handelnd  von  der  gradi^n  Linie  und  der  Lage 
grader  Linien  gegen  einander,  vom  Dreieck,  vom  Viereck  und  Viel- 
eck, der  Grösscmvergleichung  der  gradlinigen  geschlossenen  Figuren, 
der  Formvergleichnng  gradliniger  Figuren  und  vom  Kreise,  gelangt 
die  Methode  des  Verfassers  erst  zu  ihrer  Entfaltung:  das  Ganze  er- 
wächst aus  einem  deutlichen,  gleichmässig  durchgeführten  Princip, 
stellt  sich  als  originelle  Leistung  dar  und  macht  einen  einnehmenden 
Eindruck.  Der  Anschauung,  welche  erst  in  diesem  Gebiete  den  ge- 
nügenden Spielraum  findet,  ist  das  bei  weitem  vorwiegende  Recht 
eingeräumt,  die  logische  Verbindung  als  ganz  nebensächlich  behandelt 
Diametral  entgegen  dem  iHiklidischen  Princip,  alles  auf  ein  Minimum 
von  VoraussetzungtMi  in  strengem  ^Nexus  zu  stützen,  wird  hier  soviel 
als  möglich  jeder  Satz  selbständig  auf  genetische  Weise  abgeleitet. 
Die  Erfolge  dieser  Methode  geben  sich  sehr  augenfällig  kund:  durch 
einfache  Betrachtung  werden  manche  Resultate  auf  überraschend  kur- 
zem Wege  gewonnen,  zu  denen  sonst  eine  Reihe  von  Schlüssen  unter 
Zuziehung  vorherbewiesener  Sätze  nötig  war.  Ist  gleich  die  Ent- 
deckung der  Sache  an  sich  nicht  neu,  so  konnnt  es  doch  noch  sehr 
darauf  an,  ob  sie  mit  mehr  (tder  minder  Glück  ftir  die  Elementar- 
mathematik verarbeitet  wird.  Die  Durchführung  ist  es,  die,  wenn 
mau  nur  die  eine,  in  Rede  stehende  Seite  der  Geistesbildung  im  Auge 
hat,  zum  grössten  Teil  recht  wol  gelungen  ist.  Sehr  auffallend  näm- 
lich sticht  hiergegen  die  Behandlung  der  harmonischen  Punkte  und 
Strahlen  (S.  108,)  ab,  die  in  Ermangelung  des  Zusammenhangs,  aus 
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sie  gerisscu  jm  aciu  scheint,  für  den  Unki^ndigon  gar  uicht  zu  ver-j 
stehen  ist,  wo  alau  die  Verarheitnng  gaaz  gefehlt  hat.  Buch  iet 
haupt  eiuc  Mcthoiie  zu  billigen,  die  eiue,  zwar  immer  nur  vonWenigt 
gekauutt.'  und  geschätzte,  doch  unersetzliche  und  seit  Jahrtausenden 
fttr  den  Fortschritt  deT  Wisseuschaften  wirkBame  GciHteBfähigkeit  in 
dem  Masse  veruac blässigt,  wie  es  hier  geschieht?  Zwar  lonit  der 
Schaler  hier  gelegentlich  Folgerungen  ziehen,  auch  ist  stets  an's  Licht 
gestellt,  was  uotweodig  und  ausreichend  ist,  damit  eine  Figur  bestimmt 
sei;  waa  aber  notwendig  und  ausreichend  sei,  damit  eine  raathemati- 
sehe  Erkermtniss  evident  and  unausweichlich  sei,  bringt  die  Behand- 
lungsweise  nie  zum  Bewusstsein.  Gleich  im  Anfang  wird  das  be- 
rfichtigte  Dogma  vom  gemeinsamen  Punkt  der  Parallelen,  welches  der! 
Schaler  gegen  den  Protest  der  Vuriinft  glauben  muss,  wol 
aus  Gehorsam  als  aus  üeberzeuguug,  verkündigt;  deren  Erläuterung 
Stt'ht  nieht  dabei,  und  Controie  durch  Anwendung  folgt  uirgeuds. 
Soweit  im  Uebrigen  Begründung  vorhanden  ist.  pflegt  sie  momeuta- 
■  nem  Zwecke  zu  dienen,  und  erscheint  nicht  als  notwendig  fttr  die 
S'olge.  Um  der  bezeichneten  Forderung,  Ausbildung  des  csactei 
Denkens,  Genüge  zu  tun,  brancht  man  keinen  der  Vorzüge  der 
einfachenden  Methode  preiszugeben.  Euklid  und  Steiner  sind  nicht' 
fceBChränkonde  und  einander  ansschlies sende  Autoritäten,  sondern  Zeugen 
der  Fähigkeit  des  Geistes,  beide  darin  einig,  Vertrauen  ku  dieser  zu 
erwecken,  zwar  Fähigkeiten  in  verscliie  den  er  Richtung ,  die  sich  aber 
lun  so  mehr  einander  fordern,  je  weiter  die  Ausbildung  in  der  einen 
JijrtBchreitet:  je  freier  und  uml'assender  die  Anschauung,  desto  uot- 
"weadiger  ist  die  Selhstcontrole ,  deren  Vernachläsaigung  zur  Ahhän- 
gigfkeit  von  Autoritäten,  d,  i.  zum  Verlust  des  grössten  und  nnersetz- 
Üchen  Verzugs  mathematischer  Bildung,  führt.  Ist  es  nun  gleich 
augcmeasen,  bei  aller  Reform  der  Methode  die  strenge  Logik  stets 
als  oberstes  Gesetz  festzuhalten,  so  ist  os  auch  nicht  unmöglich,  von 
einem  Versuche  der  vorliegenden  Art  auszugehen,  und,  gehörige  Bo- 
herrschnng  des  Lehrstoffs  vorausgesetzt,  ohne  Einbusae  der  Einfach- 
heit, und  ohne  im  wesentlichen  den  Lehrgang  zu  ändern,  die  noch 
fehlenden  Bedingungen  malheuiati scher  Ausbildung  zu  ergänzen. 

Der  a.  Teil  enthält  zuerst  die  höhern  Lehrobjccto  aus  der  Arith- 
metik und  Algebra,  die  Logarithmen,  Reihen,  Kettenbrüche,  Per- 
mutationen und  Combinatiunen,  simultanen  und  quadratischen  Glei- 
chungen. Bio  Barstelinng  ist  eine  gut  gewählte,  der  richtigen  Auf- 
fassung stets  eutsprecbeudo,  und  das  Notwendige  allseitig  berück- 
sichtigende. Bei  deu  Logarithmen  hätte  wol  der  Grund ,  warum  die 
Grundzahl  in  der  Schrift  nicht  bezeichnet  zu  werden  braucht,  obwol 
er  in  der  Erklärung  des  Moduls  verhüllt  liegt,  auch  ausgesprochen 
werden  sollen,  dvr  nämlich,  dass  der  Logarithmus  von  j-  zur  Grund- 
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(nicht  traiisaceudenti'  Function  zweier  Variabein  ist)  FerncT  hat 
sieb  ilor  Vort'nRaer  nocli  nicht  licwogen  (jcefuiiilcn ,  die  zarällig  einmal 
auf)(el>racliti',  ilauti  gfilankculoB  auf  den  Schulen  furtKepflanzte  Schreib- 
weise negativer  Cliarakteristik  0,31563  —  2,  w.'iclie  b.-i  MultiplitatStm 
und  Division  Aufentljalt  iind  Verwicki^lung  mit  sich  bringt,  statt  der. 
aller  Anwemluiig  auf  ilie  IcicUtesle  Weise  enlspreciieude«  Seiireibaug 
0,31563—  lil,  wie  sie  jciliT  Itodinor  kennt,  abzuecliaffeu.  Eh  ist  ge- 
wiss beroehtigt,  hUiistliebe  Auskuufismittcl  zur  Vereinfachung  von 
den  Schalem  selbst  tindun  /u  lassen;  aber  sie  erst  zur  Auoiguunp 
und  Einübung  schlechter  Auakunflsmitti^l  zu  nötigen,  die  sie  sich 
später  wieder  abgewöbueii  inüasen,  ist  doch  nnbedingt  verwerflich. 

Besonderes  Interesse  bat  die  Aui'nalime  der  Düterminantenlohre 
in  den  Coteub  der  Algebra.  Sic  schlioEst  sich  hier  an  die  voraus- 
gehende Lehro  von  den  simultanen  linearen  Gleichungen  an.  Es 
möchte  flieh  wol  als  das  uatlirlichere  nnd  in  nielirfacher  Hinsicht  in- 
structivere  empfehlen,  sie  als  Anwendung  anf  die  Combination sichre 
folgen  zu  lassen,  und  die  simultanen  Gleichungen  gleich  anfangs  mit 
Hfllfe  der  Determinanten  zu  behandeln.  Von  dem  an  einer  andern 
Bearbeitung  der  Theorie  für  die  Schnleii  im  222.  litt.  Ber.  S.  10. 
gcrUgten  grossen  Misagritf,  die  Tlitiorio  durch  vnrausgeheude .  cnnfl- 
dende  Bechnnngen  voi'zuhereiteu,  ist  die  vorliegende  frei  (die  gleich- 
falls unnötigerweise  vorausgehenden  SpecialiUlten  sind  wol  nur  dnrcli 
die  Anknüpfung  hervorgerufen).  Sie  führt  sofileiclL  die  notwendigen 
Anordnungen  in  voller  Allgemeinheit  ein,  und  lässt  in  angemessener 
Kürze  die  einfachsten  Uauptsilt;'.«  folgen.  Warum  aber  finden  sieb 
die  der  Dettirmiuantenlheorie  eigentümlichen,  überraschend  eintachea, 
und  doch  so  waitgreit'endeu,  und  von  den  Schlüssen  der  gewöhnliclicu 
Algebra  so  wesentlich  nnh>rsdiiedeiieu  Schlüsse,  welche  jene  Haapt- 
sätzB  begründen,  uidit  ausgesprochen?  nicht  als  der  lehrreichst«  Kern 
des  Ganzen  mit  gesperrten  Lettern  gedruckt  V  Wenn  au  solcher  StcUiij 
daseiiiemal  nur  steht:  „Folgt  ans  4."  das  anderemal  eine  Botrac 
nur  angedeutet  wird,  die  noch  auszuführen  sein  würde,  so  1 
wol  zweifebi,  ob  dem  Vurtäsaer  nicht  ftherhanpt  .jener  eiufa 
sehe  Couuex  entgangen  ist.  Kommen  im  übrigen  die  am  1.  * 
des  Leitfadens  gemachteu  Auastellnngeu  im  '2ten  kaum  ii 
so  zeigt  wol  der  genannte  Punkt,  dass  sich  eine  ähnliche  Geringe 
long  lies  logischen  Vermögens  auch  hier  geltend  macht. 

Li  der  Stereometrie  müchte  es  wol  nicht  gelungen  selu,  i 
nur  den  beBchräukten  Zweck  der  VergegenwärtignnK  des  Lehrolgi 
zu  erfüllen.    Daran  trägt  wol  die  Vernachlflssigung  des  logischen  Ü 
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I  der  Planimetrie  die  Haupt  sc  h  al  d ,  aber  uidit  die  ciiizigo,| 

Um  das  weitere  Gebiet  der  dreifach  ansgedclmten  Gebilde  la  heheir-M 
sehen  wird  man  gewiss  wol  tun  beide  Kräfte,  YtTStaud  und  Voratel-f 
lung,  zugleich  in  Anspruch  y.u  nehmen.    Will  man  allea  durch  blus» 
Vorstellung  erreicheu.   so  BOlt  die  Möglichkeit  nicht  bestritten  wer^ 
den.    Dann  aber  war  es  doch  die  unglücklichste  Massnahme,  in  di^ 
ersten  Erkläruugim  Itegritfe  einzumischen ,  die  keine  Vorstelluiig  zti-1 
l&sseu,  wie  der  unendlich  entfernte  Funkt,  Behaaplungen  an8ZUBpre<4 
uhon,  die  gerade  der  Vorstellung  nach  nicht  wahr  sind. 

Die  Triguuümotrie   ist  i'in  sehr   ausführlicher  Sclicniatismus  und'J 
zeigt  nichts  methodisch  erwähnenswertes. 


Lehrbuch  der  allgemeiuen  Äritbmetik  zum  Gebrauche  au  höhe-' 
ren  Lehraiistalteu  und  beim  Selbststudium.  Von  Dr.  Carl  Spitz, 
Professor  am  Polytechnikum  in  Carlsruho.  Erster  Thcil:  Die  allge- 
meine Arithmetik  bis  einschliesslich  zur  Anwendung  der  Gdhud  auf 
die  ZiusesKins-  und  Rentenrecbnung  nebst  2230  Beispielen  und  Uelmngs- 
anfgaben  outhaltend.  Dritte,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Leipzig  and  Heidelberg  1874.    C.  F.  Winter.    501  S. 


Der  Verfasser  legt  Gewichl,  auf  auine  Behandlung  Utr  CLtgegea- 
gosetzten  Grössen,  welche  es  ihm  müglich  gemacht  biibe,  die  Sät^Q. 
über  die  Vcrhindring  von  Addition  und  Subtraction  allgemein  undJ 
ohne  Umstünillichkeit  zu  beweiscii.  Sie  beruht  auf  der  Darsb^lluugi 
der  Zahl  als  Abscisse  uud  der  Auffassung  beider  Operationo 
Fortschritt  in  eiitge^engesetztor  Richtung.  Diese  Methodi'  i^t  an  sich 
nicht  neu;  eigi'Utümlicli  ist  daran  der  eingeführte  Gegensatz.  Anstatt' 
die  Construction  als  Dai-stellung  vorhandener  ZahlbegriEfe  zu  gobrai 
chen,  bemüht  sich  der  Verfasser  im  Gegenteil,  die  auf  neue  Basis 
gestßllt(.'n  BcgrifTe  abgesondert  zu  erhalten,  und  unterscheidet  deshalb 
anfangs  ausdrücklich  Uperut.ioua-  und  Ricbtungszeiuheu,  die  dann 
später  idontilicirt  werden.  Das  liedenkliche  dieser  Distinction 
didaktischer  Beziehung  füllt  in  die  Augen:  das  von  Natur  Eiulache 
wird  erst  in  ein  Doppeltes  ?;i'rspalton ,  und  damit  in  den  Anfang  der 
Diaciplin  eine  Complication  eingeführt,  die  der  klaren  Auffassung,  der 
Aneignung  uud  der  Vertrautheit  mit  dem  Erlernten  sehr  hinderlich 
im  Wege  steht.  Dass  dies  ein  Uehelstand  ist,  giebt  sich  offen  zu  er. 
benneu;  gebt  man  aber  auf  den  Grund,  so  zeigt  sich,  dass  er  bloss 
aus  Irrtümern  als  Folge  hervorgeht,  und  die  Massnahme  Überhaupt 
verfehlt  ist.  Zunäiihst  ist  der  Verfasser  wol  nur  durch  Mängel  einiger 
Lehrbücher,  die  er  zufällig  allein  keaut,  zu  der  irrigen  Meiuung  ver- 
leitet wordeu ,  die  Begriffe  entgegeugesetzter  Grössen  und  die 
über  diese  und  die  algebraischen  Summen  Hessen  sich  nicht  ohne 
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sUiBdlichkeit  und  allgemeiD  aas  der  Addition  and  Sabtraction  ab- 
l^itcD.  Diese  ergebcu  sich  sehr  einfach  aas  der  Vertaaschbarkeit  der 
Reihenfolge  beliebiger  Additionen  and  Subtractioneu  mit  Beachtung 
des  Umstandes ,  dass  das  Resultat  eines  Stückes  der  Reihe  für  wei- 
tere Rechnongen,  in  denen  dasselbe  vorkommt,  verwendbar  ist,  das 
snbtractive  mithin  ebc»nsowol  wie  das  additive  Bedeutung  hat.  Hier 
bleiben  die  Oi)erations2eichen  und  Vorzeichen  von  vom  herein  und 
bi^stündi^  identisch.  Ist  dies  der  Fall,  so  ist  es  ein  didaktischer 
Fehler,  von  distingnirter  Bedeutung  auszugehen.  Hierzu  kommt  noch, 
da^s  auf  constructivem  Wi'ge  der  Begriff  der  entgegengesetzten  Grössen 
unvollständig  dargelegt  wird;  denn  hier  treten  „positiv"  und  „nega- 
tiv" als  bloss  relative  Becriffe  auf,  was  sie  doch  nicht  sind,  wie  schon 
die  Multiplication  zeigt.  Ein  zweiter  Irrtum  liegt  in  der  Beschrän- 
kung der  Abscissenmethude  auf  die  an  der  Grösse  haftende  Rich- 
tung. Hierdurch  wii-d  einige  Confusion  in  die  Begriffe  gebracht:  es 
entsteht  der  falsche  Gegensatz  zwischen  Construction  und  Operation, 
als  Ob  erstere  nicht  ebensogut  aaf  den  gesammten  Zahl-  und  Ope- 
rationsbegriff Anwendung  zuliesse.  In  Wirklichkeit  steht  die  An- 
schauung der  Rechnung  gegenüber;  die  Objecte  aber  sind  beiden  ge- 
meinsam. 

Abgesehen  von  diesem  Punkte,  den  der  Verfasser  in  der  Vorrede 
betont,  charakterisirt  sich  das  Buch  durch  eine  Häufung  von  Unge- 
nauigkeiten  und  UnVollständigkeiten  im  Ausdruck,  wie  es  wol  kaum 
ein  zweites  Beispiel  giebt.    Um   nur  eins  anzuführen,  so  fängt  die 
Einleitung  an:  „Kann  von  zwei  Dingen  das  eine  ganz  oder  theilweise 
statt  des  andern  gesetzt  werden,  so  nennt  man  dieselben  gleichartig 
(homogen),  andernfalls  ungleichartig  (heterogen)".    Warum  soUte  man 
nicht  Luft  an  die  Stelle  von  Wasser  setzen  können?    Die  Wirkung 
der   Substitution  bleibt  hier,   wie  tiberall,  verschwiegen.    Doch  die 
Mängel  bleiben  nicht  bloss  formelle ,  sondern  werden  weiterhin  sach- 
liche von  grossem  Umfang,  nur  verbirgt  sich  der  Anfang  des  Fehlers 
unter  dem  ungenauen  Ausdruck.    Unter  Zahl  wird  nach  anfänglicher 
Erklärung  und  nach  Anwoulung  in  Deductionen  und  Beweisen  erst 
immer  ganze  Zahl  vorstanden,  was  nirgends  gesagt  ist.    Erst  -bei  den 
Brüchen  heisst  es  ganze  Zahl;  ob  ein  Bruch  eine  Zahl  sei,  bleibt 
von  da  an  zweifelhaft.    Jedenfalls  werden  alle  vorhergehenden  über 
Zahh»n  aufgestellton  Sätze  ohne  weiteres  als  gültig  für  rationale  und 
irrationale  Brüche  betriuhtct,  wenn  sie  es  in  der  Tat  sind,  was  aber 
nirgends  bewiesen  ist.     Die  onormo  Lücke  ist  daher  vorhanden,  liege 
ae  nun  in  den  Sätzen  oder  in  deren  Begründung.    Die  Multiplication 
ist  in  äUöü  Deductionen   auf  Addition   gleicher  Grössen  basirt  (dem- 
auch  die   HcwiMse  nicht  auf  gebrochene  Multiplicatoreu  an- 
jodoch  im  Dunkeln  bleibt),  die  Schreibung  der  Prodacte 
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■  als  Smnineii  wird  sogar  viel  Jäuger  fortgosctzt  als  uötig  war;  gleich- 
'  wul  stellt,  in»  Anfiiug  des  Capitols  die  Erklämng  der  MultiplicaiioH 
als  Abicituug  des  Produkts  aus  dem  Mtiltipliuandus,  wii'  der  Multipli- 
kator aus  1  eutsti'ht,  and,  ubgloich  eüie  solche  ofit'uhur  zu  keiuum 
Schlüsse  tauglich  ist,  bi-müht  sich  do<;h  der  Verfasser  die  Taoschuug 
SD  ürhalt4.'u,  als  ob  alle  Sätzo  aus  ihr  hervorgingen. 

Im  gauzen  macht  das  Buch  den  Eindrucli  einer  grossen  logiBi;hon 
Unsicherheit.  Uni  die  SchOlfr  nicht  au  ciue  solche  zu  gewähueu, 
wiire  nur  zu  wünschen,  dass  es  beim  Unterricht  nicht  in  Auweuduug 
käme.  H. 
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Anhang  zu  dem  ersten  Thcile  des  Lehrbncha  der  allgcmemeu 
Arithmetik.  Vou  Dr.  Carl  Spitz,  Professor  am  Polytechnikum  i 
Carlsmhe.  Die  HesnJtate  und  Andeutungen  zur  Auflösung  der  in  dem 
liOhrbuche  betiiidlicheii  Aufgalirn  enthaltend.  Dritte,  \erbcsserti-  und 
Vermehrte  Auflage.  Leipzig  uud  Heidelberg  1874.  C.  F.  Winter. 
S. 

Die  Andcutütigcii  bcatehou  teils  in  vermittelndeu  Risultaten,  nach 
^ifenen  iu   der  Aufgabe  nicht  gefragt  ist,  teils   in  der   Auleituit^r  -i 
I  jinsatz  der  Gleichungen. 


Geometrie. 

teebtr  die  Diffi  nntiilcurvin  der  Kegelschnitte  von  Dr.  Ad.  Hcicl 
Oberlehrer    an    dvr    Höheren    Gewerbeschule    zu    Mag.leburg.   j 
m  den  T(\t  eiugt  Ini  1  ten  Holzsi-'hmtten.     Halle  1^71     Louis 

l^etrachtit  nun  Line  (hino  Curve,  heüoyeu  auf  ein  rechtwinkliges  ^ 

syatLm,  als  Darstellung   einer  l'nnctioii   einer   VarialH'liij 
&d  du  gleiihe  Dirstellung  von  deren  Derivirteu  far  irgend  eine  \ 
fceinlicit  die  Diffirentialcurve  der  ersteron  genannt;  umgekehrt 
I  dann  die  Ordin.ite  der  Licurvc  die  Quadratur  der  Differential- 
ir     Nach  kurzir  Aufstellung  der  einfachsten  allgemeineu  Be- 
;ü  zwisi-heu  dtu  Bcstjmmungs stücken  beider  Curveii  geht  die 
zui  Anwendung  auf  die  einzelnen  Kegelschnitte,  in  der  Kei- 
'    Parabel    Ellipst.,  Hjperbel  —  über,  und  leitet  daraus  eine 
I   Ruhe    iiiteKbsaiiter  und  sich   succossivo    leicht    ergehender  ^ 
le,  iuimenth(,h  die  faHgentcu,  Normalen,  Polaren  und  FusB- 
ponktcuryen  bctuflcnd,  ab     Die  Behandlungswoise  ist  eine  coiicinne,. 
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Gzacte  and  wolgeordncte.  In  Vergleich  mit  Tielen  ähnlichen  Sdirifteii 
ist  rflhmlichst  hcrvonniheben ,  dass  sich  die  Torii^ende  als  selbstän- 
dige Monographie  frei  von  jeder  partiellen  Anlehnong  an  Fremdes 
erhalten  hat  nud  demgemäsis  die  Bedeutong  aller  eingeführten  Be- 
griffe durch  Erklärung  oder  durch  die  notwendigen  Data  aosser  Zueifel 
st(;Ut.  Der  Gegenstand  ist  kein  Bestandteil  der  Cnrrentheorie,  son- 
dern ein  Excnrs  zur  freiou  Beteiligung.  Den  Teilnehmern  darf  man 
nicht  die  anspruchsvolle  Bedingung  stellen,  dass  sie  die  Ergebnisse 
früherer  Excurse  im  Gedächtniss  haben.  Das  hier  befolgte  Verfahren 
ist  nicht  nur  das  geeignete  für  einen  weiteren  Leserkreis,  sondern 
giebt  auch  der  Bearbeitung  eine  mehr  einheitliche  Gestsdt       H. 
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Litterarischer  Bericht 


ccxxvn. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Lehrbuch  der  politischen  Arithmetik.  Vom  Professor  Josef 
Hab  er  L    Wien  1875.    Wilhelm  Braumüller. 

Wir  glauben  das  genannte  Lehrbuch  als  eine  gediegene  Leistung 
in  der  ohnehin  nicht  sehr  umfangreichen  Litteratur  der  politischen 
Arithmetik  begrüssen  zu  können.    Es  zerfällt  in  zwei  Hauptteile. 

Der  erste  Teil  umfasst  vier  Abschnitte  folgenden  Inhalts:  Im 
ersten  Abschnitte  werden  die  Grundlehren  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung in  so  weit  entwickelt,  als  ihre  Kenntniss  zum  gründlichen 
Verständniss  und  zur  einfacheren  Durchführung  der  später  behandel- 
ten Aufgaben,  namentiich  jener  über  Capitals-  und  Rentenversiche- 
rungen, erforderlich  erscheint.  Im  zweiten  Abschnitte  werden  die 
einfache  und  zusammengesetzte  Zinsesrechnung  nebst  verwandten  Auf- 
gaben mit  eingehender  Gründlichkeit  behandelt.  Nicht  leicht  wird 
man  in  einem  Buche  über  praktische  Arithmetik  den  eben  angeführten 
Gegenstand  der  Zinsesrechnung  so  wohl  geordnet,  so  gründlich  und 
erschöpfend  besprochen  und  dabei  doch  jode  unnütze  die  üebersicht 
und  Einsicht  erschwerende  Weitschweifigkeit  vermieden  finden,  wie 
in  dem  in  Rede  stehenden  Lehrbuche. 

Der  dritte  Abschnitt  enthält  die  verschiedenen  Arten  der  Rück- 
zahlung aufgenommener  Capitalien,  somit  die  verschiedenen  Arten 
von  Schuldentilgungsplänen  in  gründlicher  und  eingehejnder  Durch- 
führung, vorbehaltiich  die  Constructionen  unverzinslicher  und  ver- 
zinslicher Lotterieanlehen,  welche  im  vierten  Abschnitte  mit  muster- 
hafter Deutlichkeit  besprochen  und  wobei  auch  alle  die  über  Lose 

TeULVn.    Hefts.  3 
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Stellbaren  Fragen  bezüglich  ihres  wahren  nnd  ihres  Hoflfhungswertes, 
ihres  Gewinnes  '.  1er  Verlustes  erörtert  werden. 

Den  zweiten  Hauptteil  des  Werkes  widmet  der  Verfasser  jenen 
Rechnungsaufgaben,  die  sich  bei  Lebensversicherungen  ergeben  können. 
Dieser  Teil  zerfällt  in  sieben  Abschnitte  folgenden  Inhaltes :  Der  erste 
Abschnitt  enthält  die  zur  gehörigen  Auffassung  der  Aufgaben  über 
LebensversichiTungen  notwendigen  Vorbegriife,  insbesondere  die  Er- 
läuterungen über  die  Bedeutung  und  den  Gebrauch  der  Sterblichkeits- 
tafeln und  die  Construction  der,  zur  schnelleren  Ausführung  der 
Rechnungen  erforderlichen,  sogenannten  Grundtafeln. 

In  den  folgenden  sechs  Abschnitten  erscheinen  die  einzelnen  Fälle 
der  Capitals-  und  Rentenversicherung  behandelt  und  zwar  in  nach- 
stehender Gruppirung:  1.  die  Leibrenten;  2.  die  Capitalsversicherung 
auf  den  Todesfall;  3.  die  Capitalsversicherung  auf  den  Fall  des  Er- 
lebens (Ueberlebens-Associationen,  gemischte  Capitalsversicherung); 
die  Gogenversicherung ;  4.  die  verschiedenen  Arten  der  Verbindungs- 
renten (Witwenpensionen,  Erziehuugsrenten) ;  5.  einseitige  und  gegen- 
seitige Capitalsversicherung  für  den  Ueberlebensfall ;  6.  Capitalsver- 
sicherung für  den  Fall,  dass  zwei  Personen  verschiedenen  Alters  nach 
Ablauf  einer  bestimmten  Zeit  noch  leben,  oder  für  den  Fall,  als 
während  einer  bestimmten  Zeit  eine  der  zwei  Personen  stürben- 
ferner  die  Kinderversorguug. 

Wie  schon  aus  dieser  kurzen  Inhaltsangabe  hervorgeht,  werden 
alle  in  der  Praxis  gewöhnlich  vorkommenden  Fälle  der  Capitals-  oder 
Rentenversicherung  behandelt  und  zwar  nicht  nur  der  Hauptsache 
nach,  sondern  auch  noch  mit  besonderer  Berücksichtigung  vieler  noch 
entstehenden  praktischen  Fragen  namentlich  bezüglich  des  Policen- 
Wertes,  dessen  Ermittlung  insbesondere  bei  jeder  Bilanzziehung  un- 
umgänglich wird. 

Durch  die  vorti*effliche  Anordnung  der  einzelnen  Teile  des  be- 
handelten Gegenstandes,  durch  die  natürliche,  deutliche  zugleich 
gründliche  und  erschöpfende  Darstellung  desselben,  hat  der  Verfasser 
-—  welcher,  nebenbei  gesagt,  dadurch  ein  eingehend  betriebenes  Stu- 
dium der  besprochenen  Materien  an  den  Tag  legt  —  in  dem  in  Rede 
stehenden  Lehrbuche  ein  in  seiner  Art  ausgezeichnetes  und  sehr  nütz- 
liches Werk  geliefert. 

Es  bedarf  kaum  jener  mathematischen  Vorbildung,  die  jeder  ab- 
solvirte  Realschüler  besitzt,  um  das  hier  besprochene  Werk  in  allen 
seinen  Teilen  gehörig  zu  verstehen  und  es  dürfte  sich  dasselbe  vor- 
züglich auch  eignen  als  Lehrbuch  für  den  betrelFenden  Gegenstand 
an  Handels-Akademien  zu  dienen. 
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■    Was  aber  dem  Werke  noch  eine  besondere  praktische  Brauch- 

3ttrkeit  verleiht,  sind  die  vielen  am  Ende  beigefügten  'sehr  vorteilhaft 

2_,Ätogerichteten  Tabellen,  welche  die  zur  schnelleren  Durchführung  der 

.^jfenchiedenen  Aufgaben  über  Zinsesziusen,  über  Capitals-  und  Renten- 

.  tenicherung  notwendigen  Daten  enthalten. 

Es  kann  hier  auch  nicht  unerwähnt  gelassen  werden,  dass  die 
-^Ansstattung  -des  Werkes  in  Druck  und  Papier  lobende  Anerkennung 
-  verdiene  und  der  Verlagsbuchhandlung  alle  Ehre  mache. 

Wien,  im  November  1874 

Dr.  J.  Zampieri,  k.  k.  Professor. 

Sur  quelques    d^veloppements    de    la  fonction  logPa;;  seconde 

-lettre  ä  M.  Adolphe  Quetelet,   secr6taire  perp6tuel   de  TAcademie. 

"'Par  M.  Angelo   Genocchi,    professeur    ä   Tuniversit^  de  Turin. 

"Extrait  des   Bulletins   de   l'Academie   Royale   de  Belgique.     2.  s6r. 

■  t.  XXXVI.    no.  11.    nov.  1873. 

*  Der  Verfasser  hat  in  den  Bull.  1.  s6r.  t  XX.  2.  partie.  p.  392. 1853. 

eine  Formel  von  Binet  bewiesen,  welche  log  Ja?  durch  eine  conver- 
gente  Reihe  darstellt,  und  reproducirt  hier  den  Beweisgang  zur  Wider- 
legung erhaltener  Einwürfe.    Zunächst  ist,  identisch, 

wo  /1  die  Differenz  für  Jx  =  l  bezeichnet,  und 
u    «=  (x — ^)logic — X 

i=n-2 

«=0 

1 

(7+1)1 («~*)Ö«'        ^'-^^p^+l).-(x+i) 


,-f 


1 

E.  =  (-1)-   /  ^(^+i)...(^.+„_l)  ^«8« 


1 

?n=(-i)- r 


gesetzt  ist.    Hieraus  wird  nun  geschlossen,  dass 

wo  C  constant  oder  periodische  Function  von  x  sei.  Rh  verschwindet 
für  »  =  00 ,  mithin  ist  die  Reihe  Un  convergent.  C  erweist  sich  als 
unabhängig  erst  von  w,  dann  von  x^  und  ergiebt  den  Wert  ilog(27r), 
wofür  indes  die  Begründung  nicht  mitgeteilt  ist. 

8* 
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Von  EimrOrfen  der  Kritik  sind  3  genannt.  Der  erste,  die  Be- 
gründung gelte  nur  von  ganzen  Zahlen  z,  kann  wol  nor  anf  Acht- 
Unigkeit  beruhen,  da  die  Untersnchnng  allgemein  gefnhrt  wird.  Einen 
zweiten,  die  Eigenschaft  der  Grosse  C  sei  nicht  hinreichend  begründet, 
hält  der  Verfasser  fär  hervorgemfen  durch  ein  Misrerständniss:  man 
dOrfe  nicht  'üe  Integration  der  Dlfferen/engleichnug  mit  Snmmation 
verwechseln.  Dieses  Urteil  des  Verfassers  müssen  wir  geradezu  um- 
kehren: Misverständnisse  können  aus  der  Summation  nicht  entstehen, 
wol  aber  ans  den  gebräuchlichen  Unbestimmtheiten,  in  welchen  die 
Sätze  über  DifTerenzengleichungen  sich  aufgestellt  finden.  VTas  aus 
der  Summation  nicht  als  strenge  Folge  hervorgeht,  ist  anch  nach 
Regeln  der  Integration  nicht  bündig  nachgewiesen.  Mag  man  die 
Unbestimmtheiten  so  lange  bestehen  lassen  als  kein  Misverstandniss 
ezistirt;  liegt  ein  solches  vor,  so  giebt  die  Summation  die  Controle. 
Also  nicht  in  der  Idcntificirung,  sondern  in  der  illnsorischen  Unter- 
scheidung beider  giebt  sich  der  Mangel  an  Orientirung  zn  erkennen. 
Der  dritte  Einwurf  vermisst  die  Berücksichtigung  der  doppelt-unend- 
lichen Summation,  sofern  n  und  x  unabhängig  von  einander  unendlich 
gross  werden.  Zur  Widerlegung  wird  nun  eine  sehr  umständliche 
Untersuchung  über  die  Convergenz  der  Reihe  Un  gefuhrt,  die,  da  der 
Verfasser  den  genauen  liest  in  einer  so  leicht  zu  behandelnden  Form 
aufgestellt  hatte,  doch  gewiss  nicht  nötig  war.  Summirt  man  die 
obige  Differenzengleichung  von  x  bis  ar-|-m  —  1,  so  kommt: 

x+m— 1 
log  r(a;-f  m)— logr«  =  (t*+  Un)x-\-m  -  («*+  Un)x+     2     R^ 

X 

Nun  ist  (um  einen  Beleg  anzuführen,  nach  Hoppe  Lehrb.  d.  Diffe- 
rentialrechnung und  Reihentheorie  S.  182.)  für  n  =  co 

a(a-l)...(«— n-|-l)  =  (-l)n-ig,(a)y 

(e  \— *+!—»* 
—  I 

also  die  zu  integrirende  Function 

_1 

^      ^^        !/;(«)  \n)        x+a 

Das  Integral  72»  ist  ein  Mittelwert  hiervon  zwischen  a  ==  0  und 
of  =  1 ;  demnach  verschwindet  der  Rest  sichtlich,  und  es  bedarf  keines 
weitern  Beweises  der  Oonvorgcnz  der  Reihe  JUn.  Jetzt  bleibt  der 
Rest  nach  m  zu  summirou.  Durch  Substitution  von  x-\-m  für  a;, 
multiplicirt  sich  Rn  mit  dorn  Product 

aj...(a;4-m— l)a;...(a:  +  w— 1)  ,  ,  ^^(  ^  YU  n  V-i+« 
j_           -                       a:     (a._^^-«l)i  -  I    I  i 

flc...  ({r-f-m-(-?t  —  1)  \m-\~nj    \m-\-n) 
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wir  brauchen  daher  nur  diesen  Goefficienten  zu  sumniircu,  und  teilen 
das  Intervall  der  m  bei  i»  =  —  •  Unterhalb  dieser  Grenze  wird,  weil 
die  f»  ersten  Factoren  <1  a;-|-m,  der  letzte  <  1  ist,  das  Product 


<(*:;?:')" 


also  von  irgend  einem  m  an  kleiner  als  das  allgemeine  Glied  einer 
convergenten  geometrischen  Reihe.  Oberhalb  der  Grenze  ist  m  un- 
endlich gross,  daher  wird 

m) 
und  das  Product 

=*<-)(r"(^-n)"Uj)"5*<"(r"(r" 

das  ist  gleichfalls  das  allgemeine  Glied  einer  convergenten  Reihe. 
Folglich  erhält  der,  anfänglich  unendlich  kleine  Rest,  durch  die  Sum- 
mation  nur  einen  endlichen  Factor  hinzu  und  bleibt  unendlich  klein. 
Demnach  erhellt  auch  die  Convergenz  der  Reihe  Un  ohne  Schwierig- 
keit, und  hieraus  folgt,  dass 

[  \  fn  z=s.  CO 

C  =  lim  (  logr(a;-|-m)  —  (i*+  Ufi)x-{^ni  .  ^  ^  ^ 

einen  endlichen  Wert  hat,  der  aber  noch  periodische  Function  von 
X  sein  kann.  Dass  er  constant  ist,  kann  offenbar  aus  der  Convergenz 
nicht  folgen.  Der  Verfasser  verweist  in  Betroff  des  Beweises  auf 
Bull.  1.  ser.  XX.  2.  part.  p.  391.  und  XXI.  1.  part.  p.  84.  Da  er 
jedoch  am  Schluss  der  Note,  S.  10.  daraus,  dass  sich  C  für  gewisse 
unendliche  Werte  von  x  constant  erweist,  folgern  will,  dass  C  über- 
haupt für  a;  =  X  constant  sei,  so  kann  es  allerdings  noch  zweifel- 
haft scheinen,  ob  der  citirte  Beweis  bündiger  als  dieser  Schluss  sei, 
und  da  überdies  die  Bündigkeit  von  der  Kritik  angefochten  war,  so 
war  gewiss  hinreichender  Grund,  darüber  nähere  Auskunft  zu  geben. 

Der  zweite  Teil  der  Schrift  enthält  historische  Bemerkungen. 
Insbesondere  werden  Sätze  von  Eulcrschen  Integralen,  welche  ge- 
wöhnlich spätem  Autoren  zugeschrieben  werden,  auf  Euler  selbst 
zurückgeführt,  H, 
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Geometrie. 

Lettre  ä  M.  Ad.  Quotelot,  secrotaire  perp^tuel  de  TAcademie^ 
sur  diverses  questions  inatbeiuatiquos.  Par  M.  Genocchi,  professenr 
k  ruuiversite  de  Turin.  Extrait  des  Bull,  de  TAc.  Roy.  de  Bolgiqne, 
2««  86rie,  torao  XXXVI.  u».  8;  aoüt  1873. 

Der  Hauptteil  ist  üborschriobou :  Hc^inerkuiigcu  über  die  abstracte 
Geometrie.  Der  Verfasser  bült  dit^  Frage  über  die  Beweisbarkeit 
von  Euklids  Grundsatz  durob  die  Lobatsebefsky'scbe  Geometrie  nicht 
für  entschieden,  weil  die  psoudospbärische  Fläche  (mit  eonstanter 
negativer  Krümmung,  oinfachom  Coimox  und  unendlicher  Ausdehnung) 
nicht  darstellbar  sei.  Er  geht  die  Realisationsversuche  durch;  doch 
stets  giebt  es  mehrfachen  Durchsclniitt  der  geodätischen  Linien. 
Hierauf  wendet  er  sicli  zu  der  Frage,  wie  sich  der  Unterricht  zu 
verhalten  habe,  wenn  hier  wirklich  ein  Erfahrungssatz  vorliege.  Er 
beruft  sich  zunächst  auf  eine  Aeusserung  von  Helmholtz:  es  sei 
schwieriger  als  man  denkt  den  Unterschied  zwischen  Tatsachen  und 
Sätzen  in  der  Mathematik  durch  einfache  Deiinition  zu  fixiren  und 
in  der  Doctrin  zur  Geltunir  zu  bringen,  weil  die  Figuren  der  Geo- 
metrie nicht  der  Wirklichkeit  entsprechen,  sondern  idealisirt  sind  — 
und  bemerkt  ganz  richtig,  dass  ein  Erfahrungssatz  im  Lehrsystem 
sich  nur  durch  den  Namen  von  einem  Axiom  unterscheiden  würde. 
Hierbei  ist  jedoch  von  beiden  Seiten  übersehen,  dass  die  Tatsachen 
der  Erfahrung  weder  selbst  Erkenntnisse,  noch  den  Erkenntnissen 
coordinirbar,  sondern  blosse  der  Erkenntniss  bedürftige  Gegenstände 
momentanen  Bewusstseins  sind.  Will  man  also  auf  Erfahrung  recur- 
riren,  so  kann  man  nicht  etwas  Formulirtes  als  Erfahrung  substituiren, 
sondern  rauss  den  psychischen  Weg  von  der  erlebten  Wirklichkeit 
zur  ideellen  Erkenntniss  ans  Licht  ziehen,  dies  aber  nicht  bloss  bei 
dem  einen  Satze,  sondern  bei  den  gesammten  Elementen  der  Mathe- 
matik tun.  Der  begriffliche  Unterschied  zwischen  Tatsachen  und 
Sätzen  ist  leicht  genug  zu  fassen;  es  fehlt  sogar  jede  Aehnlichkeit. 
Wenn  man  aber  nach  vulgärem  nachlässigem  Wortgebrauch  Sätze 
Tatsachen  nennt,  so  ist  es  nicht  nur,  wie  Helmholtz  sagt,  schwer 
eine  Grenze  zu  definiren,  sondern,  wie  Genocchi  findet,  geradezu  kein 
Unterschied  vorhanden.  H. 


Lehrbuch  der  descriptiven  Geometrie  von  Dr.  Bernhard  Gug- 
ler,  Professor  an  der  K.  polytechnischen  Schule  zu  Stuttgart.  Mit 
12  Kupfertafeln  in  Mappe  und  21  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten.   Dritte  Auflage.    Stuttgart  1874.    J.  B.  Metzler.    466  S. 

Das  Lehrbuch  handelt  ausschliesslich  von  der  Orthogonalprojec- 


tiöii    anf    2   eioaiider   ruchtwJnklig    schncidnndca  Gruiidebenen. 
stellt  eine   kleiue  Äiizabl  von  Sätzen  fibcr  die  Bcziehtiiigeii  and  6 
giigi'iisfitige  Bestimmung  zwischen  dnn  darzustellundeu  Figuren 
iliren  Projectionea  auf,  giebt  das  gebräuclilicUe  Verfahren  beim  Kennt- ' 
liübmacheu  der  notwendigen  Bestimmungsstücke  iu   der  Barstellung 
an,   nud  löst  dann  eine   längurc  Reihe  von  Anfgabcu  in  ayntbctisch 
aufsteigender  Folge,    erst    bezüglich    anf  geradliniii   eben   begre-nzto 

j      danu  auf  krumme  Figuren.    Der  einiafheu  Natur  des  Gegenetandl 
Gutspriclit  autli  in  der  Tat  eiuo   einfache   und   leicht  verBtÄudüdf 

■Wsilegung.    Wir  empfehlen  das  Buch  als  seiner  Angabe  gcnUgt 

E  Die  Elemente  der  kinematischen  Curveniehre.    Ein  Leitfaden  ( 

den  Schulmiterricht.     Von   Dr.  Heinrich  Grosse.     Berlin,  Iffi 

Ernst  Wasmnth.     32  S. 

Die  Curveniehre  auf  kinematische  Grundlage  ku  stellen,  ist  ohi 
Zweifel  der  Natur  der  Sache  vollkonimcü  gomftas;  auch  ist  i 
l  schwer,  und  würde  keine  .grosse  Umstäudlichkeit  erfordern,  hier 
i  ganz  elementar  zu  begiuuen  und  ohne  Ansprüche  an  weitere  Yo^ 
l  kenntnisae,  ohne  Stützung  auf  fremde  Theorien,  eine  iu  voller  i 
I  gemeinhcit  genügende  und  doch  leicht  fassliche  Doctrin  zu  entwlcke^ 
!  Dies  ist  nun  in  der  vorliegenden  Bearbeitung  nicht 'geschehen 
zwar  ohne  Erklärung,  daas  und  warum  sie  es  nicht  tut.  Sie  zoichi 
sich  mit  külmstem  Auftreten  in  Verschweigung  dessen,  was  zum  T^ 
ständniss  notwendig  ist,  aus,  während  sie  im  Grunde  so  gnt  wie  a 
aus  fremder  Theorie  entlehnt.  Ura  so  mehr  ist  es  wol  im  Berich^ 
geboten,  das  Verschwiegene  ans  Liclit  zu  ziehen.  Zunächst  ist  i 
keinem  Worte  gesagt,  dass  das  Buch  nur  von  ebenen  Figuren  ii 
Bewegungen  handelt.  Der  Betrachtung  räumlicher  Gebilde  wird  bo£^ 
ÜB  voraus  der  Weg  versperrt  dnrcb  Anfstellungen ,  welche  im  allgj 
meinen  unwahr  sind  und  in  der  Ebene  nur  gerade  zutroffen, 
durch  die  Definition  der  Evolute  als  Ort  des  Krümmungsmittel punkta 
durch  den  Satz,  dass  die  Bewegung  eines  starreu  Systems  durch  c 
einer  Geraden  bestimmt  sei,  a.  a.  Femer  steht  in  der  Einleitung 
der  Bewegungslehre  seien  die  Begriffe  der  Geschwindigkeit  und  Be- 
schleunigung entnommen.  Gleichwol  wird  schon  in  §.  1.  die  Zerlegung 
in  Compouenten  als  bekannt  vorausgesetzt,  und  weiterbin  erscheint 
überhaupt  die  ganze  kinematische  Theorie  als  selbstverständ liehe 
Grundlage  aller  Deduction.  Da  fragt  mau  doch  billig,  wie  und  wo 
diese  Vorbedingungen  gegeben  werden,  worin  sie  bestehen, 
der  Gegenstand  des  Vortrags  ihnen  gi'genüber  noch  ueues  bietet^ 
Ferner  ist  nur  beiläulig  im  Vorwort  von  Ana  Schliessung  der  Infinit^ 


i. 
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siinalrcchuaug  dio  Rede.  Hierzu  muss  bcmorkt  werden :  letztere  lässt 
sich  in  der  Lehre  von  der  stetigen  Bewegung  (zu  unterscheiden  von 
der  Kinematik  der  endlichen  Transposition)  ehrlicher  Weise  nicht 
ausschliessen.  Der  Begriff  der  Geschwindigkeit  ist  identisch  mit  dem 
Differentialquotienten;  jeuachdeni  eins  von  beiden  verstanden  wird 
oder  nicht,  gilt  das  gleiche  vom  andern.  Hier  nun  vertritt  ersterer 
den  letztern;  die  Beziehung  aber  zwischen  der  momentanen  Lage  und 
der  Geschwindigkeit  fehlt  in  allen  Aufstellungen.  In  diesem  wesent- 
lichen, zu  aller  Anwendung  notwendigen  Punkte  ist  die  Doctrin 
mangelhaft  und  lässt  den  Schüler  im  Stich,  der  natürlich  nicht  merken 
kann,  wie  sehr  er  in  Uukenntniss  erhalten  wird.  Dass  bei  der  An- 
wendung, wie  sie  hier  ausschliesslich  auf  Kegelschnitte  und  Cykloiden 
nachfolgt,  die  Blosse  nicht  zum  Vorschein  kommt,  ist  sehr  begreiflich, 
da  bei  geradliniger  und  Kreisbewegung  jene  Beziehung  einfach  genug 
ist,  um  unvermerkt  über  sie  hinwegzukommen.  Nach  allem  lässt  sich 
über  die  Bearbeitung  kein  anderes  Urteil  fällen,  als  dass  sie  auf  Täu- 
schung der  Schüler  berechnet  ist.  H. 


Mechanik. 

lieber  Schwingungen  verbundener  Pendel.  Von  W.  Dumas. 
Separatabdruck  aus  der  Festschrift  zur  dritten  Säcularfeier  des  Gym- 
nasiums zum  grauen  Kloster.    Berlin,  1874.    Weidmann.    16  S. 

Der  Inhalt  der  Schrift  ist  die  durchgeführte  Berechnung  der 
Schwingungen  eines  Systems  in  derselben  Verticalebene  drehbarer 
Pendel,  bestehend  aus  einem  Hauptpendel  mit  fester  Axe  und  be- 
liebig vielen  Nebenpeudeln,  deren  parallele  Axen  am  Hauptpendel 
fest  sind,  unter  Voraussetzung  kleiner  Amplituden.  Das  Alembert- 
sche  Princip  giebt  die  Differentialgleichungen  der  Bewegungen;  durch 
Vernachlässigung  der  höhern  Potenzen  und  Producte  der  Ablenkungen 
lassen  sich  dieselben  linear  herstellen.  Ihnen  wird  zunächst  durch 
Annahme  einer  gemeinsamen,  gleichzeitig  beginnenden  Periode  mit 
verschiedener  Maximalablenkung  (Amplitude)  genügt,  einer  Periode 
die  der  einfachen  Pendellänge  k  entspricht.  Nach  Elimination  der 
Amplituden  bleibt  zur  Bestimmung  von  A  eine  Gleichung  der  Form 

welche  lauter  positive  und  im  allgemeinen  ungleiche  Wurzeln  hat. 
Nur  wenn  unter  den  einfachen  Pendcllängen  Z^,  /2?--  welche  den 
Nebenpendeln  entsprechen,  gleiche  vorhanden  sind,  ergeben  sich  gleiche 


LitUrarischer  Bericki  CCXXVIL  28 

Warzeln,  die  indes  von  Anfang  weggehen,  wenn  man  die  Gleichung 
nach  Verschmelzung  entwickelt.  Es  giebt  demnach  für  n  Neben- 
pendel TO  +  1  einfache  Schwingungen,  jede  mit  resultirender  eigener 
Periode  und  Amplitude  und  mit  willkürlicher  eigener  Anfangszeit. 
Die  Amplituden  haben  nur  einen  willkürlichen  gemeinsamen  Factor. 
Die  Superposition  der  so  erhaltenen  einfachen  Schwingungen  ergiebt 
die  allgemeinste  mögliche  Bewegung,  wie  sich  zeigt,  indem  man  sie 
mit  einem  beliebig  gegebenem  Anfangsznstand  identificirt,  und  die 
Willkürlichen  daraus  bestimmt. 

Hierauf  folgen  eine  Anzahl  Beobachtungen  und  Anwendungen. 
Es  wird  die  Möglichkeit  periodischer  Schwingungen  von  kleiner  Am- 
plitude für  ein  Pendelsystem  besprochen  für  eine  feste  Axe  unterhalb 
des  Schwerpunkts ;  dann  die  Aufgabe  gelöst  eine  bestimmte  Schwin- 
gungsform durch  gesuchte  Anfangsbeweguiig  nebst  Anordnung  der 
Massen  und  Längen  zu  erzeugen.  Eingehender  werden  dann  die 
2  Fälle  behandelt,  wo  nur  1  Nebenpendcl  vorhanden  ist,  und  wo 
beliebig  viele  Nebenpendel  von  kleiner  Gesammtmasse  im  Verhältniss 
zur  Masse  des  Hauptpendels  gleiche  Schwingungsdauer  haben.  Bei 
solcher  Ungleichheit  der  Massen  ist  im  ersten  Falle  die  Perioden- 
länge nahezu  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der 
Masse  des  Nebenpcudels  und  dem  Abstände  beider  Axen.  Zum  Schluss 
wird  noch  die  Vorrichtung  beschrieben  zur  Herstellung  des  Falles, 
wo  die  Masse  des  Hauptpendels  null  ist.  Die  experimentelle  Bestä- 
tigung mehrerer  Resultate  hat  der  Verfasser  in  der  Berliner  physi- 
kalischen Gesellschaft  au  einem  Secunden  schwingenden  Hauptpendel 
mit  3  Nebenpendeln  gezeigt.  H. 


Optik. 

Neuere  Untersuchungen  über  die  Identität  von  Licht  und  strah- 
lender Wärme.  Von  R.  Franz.  Separatabdruck  aus  der  Festschrift 
zur  dritten  Säcularfeier  des  Berlinischen  Gymnasiums  zum  grauen 
Kloster.    Berlin,  1874.    Weidmann.    14  S. 

Die  Schrift  charakterisirt  den  Standpunkt  der  Frage,  ob  Licht 
und  strahlende  Wärme  sich  auf  dieselben  Bewegungen  desselben 
Aethers  zurückführen  lassen,  indem  sie  die  Resultate  der  bisherigen 
Untersuchungen  kurz  zusammenstellt,  in  Betreff  der  Untersuchungen 
selbst  aber  die  Abhandlungen  einzeln  nachweist,  in  denen  sie  be- 
schrieben sind.  Die  bedeutendsten  Fortschritte  sind  hiernach  gemacht 
im  Nachweis  der  übereinstimmenden  Natur  beider  Bewegungen :  jedes 
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objcctivc  Licbtpbänomcii  entspricht  anch  einem  gleichartigen  Wärme- 
pbänomen ;  ein  entgegentxesetztcr  Fall  ist  in  keinem  Punkte  entdeckt 
Alle  diese  Phänomene  sind  jedoch  die  allgemeinen  Wirkungen  der 
Erregung  eines  elastischen  Mediums  und  können  aus  yerschiedencn 
Annahmen  übereinstimmend  hervorgehen.  Was  anfönglich  der  Iden- 
tität am  meisten  entgegenstand,  war  die  Absorption  der  Licht-  und 
Wännestralilen  unter  verschiedenen  Bedingungen.  Diese  Abweichung 
kam  nun  in  erster  Linie  auf  Rechnung  der  verschiedenen  Brochbar- 
keit  der  verglichenen  Strahlen ;  denn  die  grösste  Intensität  des  Wärme- 
spectrums  fällt  noch  jenseit  des  Rot,  ein  Umstand  der  zugleich  die 
Unempfindlichkcit  der  Netzhaut  gegen  die  dunkeln  Wärmestrahlen 
erklärt.  Nachdem  es  jedoch  gelungen  war,  die  ausserhalb  des  Licht- 
spectrums fallenden  Wärmestrahlen  getrennt  zu  absorbiren,  musste 
es  sich  fragen,  ob  die  Licht-  und  Wärmestrahlen  von  gleicher  Ge- 
schwindigkeit ungleich  absorbirt  werden.  Offenbar  steht  auch,  wenn 
dies  der  Fall  ist,  die  Annahme  frei,  dass  sich  die  gleichzeitig  fort- 
schreitende Vibration  in  Elemente  zerlegt,  die  unter  verschiedenen 
Bedingungen  auf  die  Materie  wirken.  Doch  ist  hierüber  kein  ent- 
scheidender Versuch  angeführt.  H. 

Das  Spectroskop  und  seine  Anwendungen.  Eine  übersichtliche 
Darstellung  des  gesammteu  Gebietes  der  Spectralaualyse.  Von  J.  N. 
Lockyer,  F.  R.  S.  Eingeführt  und  bevorwortet  durch  Dr.  H.  Schel- 
len. Mit  62  Figuren  und  1  farbigen  Spectraltafel.  Braunschweig, 
1874.    George  Westermann.    136  S. 

Die  Schrift  entwickelt  in  einem  Äusserst  leicht  verständlichen 
Vortrag  ohne  Voraussetzung  irgend  welcher  mathematischen  oder 
physikalischen  Vorkenntnisse  erst  die  Gesetze  der  wenigen  in  Betracht 
kommenden  Erscheinungen,  wobei  die  Theorie  des  Lichtes  ganz  aus 
dem  Spiele  bleibt,  dann  die  Einrichtung  und  den  Gebrauch  der  Spec- 
troskope,  sehr  einfach  und  deutlich  vor  Augen  gestellt  durch  die 
eingedruckten  Holzschnitte,  und  teilt  die  hauptsächlichsten  Entdeckun- 
gen mittelst  der  Spectralaualyse  mit.  Sie  eignet  sich  vorzüglich  zur 
Verbreitung  der  Kenutniss  von  diesen  Entdeckungen  in  einem  weite- 
ren, wissbegierigen  Publicum,  und  empfiehlt  sich  durch  vortreffliche 
Ausstattung.  H. 

Die  Farbenlehre  im  Hinblick  auf  Kunst  und  Kunstgewerbe.  Von 
Dr.  Wilh.  v.  Bezold,  ord.  Professor  der  Physik  am  Polytechnicum 
in  München.  Mit  63  Figuren  und  9  Tafeln.  Braunschweig,  1874. 
George  Westermann.    296  S. 

Wenn  gleich  erst  das  letzte  der  5  Capitel  ausdrücklich  der  Kunst, 
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und  zwar  besonders  der  ornamentalen  Kunst  and  der  Malerei,  ge- 
widmet ist,  so  ist  doch  auch  in  den  4  ersten,  welche  die  wissenschaft- 
liche Ausbildung  bezwecken,  der  künstlerisch  gewerbliche  Gesichts- 
punkt durchwog  entschieden  massgebend.  Dieser  Umstand  ist  jedoch 
weit  entfernt  dem  theoretischen  Inhalt  Einseitigkeit  aufzuerlegen,  viel- 
mehr hat  er,  im  Gegensatz  zu  andern  ebenso  populären  Bearbeitungen, 
welche  dem  Dilettantismus  zu  Liebe  oberflächlicher  zuwerke  gehen, 
die  Folge,  dass  zur  ernsten  Grilndlichkeit  Anlass  und  deutliche  Recht- 
fertigung gegeben  war.  In  der  Tat  zeichnet  sich  die  Schrift  durch 
vielseitige,  eingehende  Berücksichtigung  der  mitwirkenden  Elemente 
und  durch  richtige  Scheidung  der  Begriffe  bei  Einfachheit  und  leicht 
verständlichem  Vortrag  aus.  Hierin  kamen  ihr  die  Untersuchungen 
von  Helmholtz  und  die  vollständige  Bearbeitung  des  gleichen  Gegen- 
stands von  Brücke  zustatten,  auf  welche  letztere  der  Verfasser  nur 
darum  einen  neuen  Versuch  folgen  lassen  will,  weil  sie  nur  wenig 
Verbreitung  gefunden  habe.  Wenn  derselbe,  vielleicht  gerade  hierin^ 
ein  Vorurteil  der  Künstler  gegen  die  Theorie  annehmen  zu  müssen 
glaubt,  so  kann  man  gewiss  auch  das  ebenso  häufige  entgegengesetzte 
Vorurteil,  welches  von  der  Theorie  zu  viel  erwartet,  hinzurechnen. 
Auch  die  Entti  uschung  in  letzterm  Sinne  liegt  bei  der  hier  befolgten 
Methode  fern,  wo  die  theoretische  Bildung  in  der  genauen  Rechen- 
schaft über  wirkliche,  praktisch  vorliegende  Verhältnisse  gesucht  wird. 

H. 
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Gescliiehte  der  Mathematik  und  Physik. 

^Bnlletiuo  di  bibliografia  a  di  storia  delle  Bcienne  matomatiche  e  ■> 

Pnbblicato  da  B.  Boucompagui.    Tomo  VII.    Roma  1874,  * 

rafia  dello  aeionze  matematicbe  e  fisiche. 

KDos  Juiiibeft  enthält  einon  Brief  von  M.  Th.  H.  Martin,  Membre 

rjnstitat,  aus  Bennca  an  D.  B.  BoDcompagDi  über  die  Epocbe  und 

Autor  des  angeblichen  15  tcu  Buchs  der  Elemente  Euktida;  ferner 

1  Auszug  aus  Kitäb  al  Mobäi'olt  von  Abu'l  Wafa  al  Djoueini, 

Bschricben  nach  dem  Mb.  1912   vom  arabischen  Supplement  von 

^pariser  Bibliotheque  Nationale,   niid  zum  erstenmal  ina  Franzö- 

i  übersetzt  von  Äristide  Marre,  Membro  de  la  Soci^tS  Asia- 

1  Paria;   dann  ein  Pnblicatio  na  Verzeichnis  b.  —   Das  Juliheft 

einen  Aufsatz  von  Cornelio  de  Simoui  über  das  Leben 

tdie  Arbeiten  des  Geuueusiscbeu  Mathematikers  und  Aatronomen 

fdom  14.  Jahrhundert,  Andalö  di  Ncgro,  und  anderer  Mathematiker 

t* Kosmographen  in  Genua-,   daua  das  Yerzcichuiss  der  Arbeiten 

[Andalö  di  Negro  von   B.  Boncompagni.  —  Das  Augustheft 

iSÜiält  eine  Bemerknng  dea  lugonieurs  Ferdiuando  Jacoli  Ober 
S  Schriften  von  Raffaele  Gualterolti  in  Florenz  bezüglich  anf  das 
Erscheinen  eines  neuen  Sterna  im  Jahr  IGOl.  Dann  Mitteilung  bisher 
ungedruckter  Briefe  des  Verfassers ;  dann  ein  Publica tionsverzeichniss. 
—  Uaa  Septemberbeft  enthalt  historiache  Notizen  über  die  Eetteu- 
brUche  vom  ISten  bis  zum  17teu  Jahrhundert,  von  Antonio  Favaro. 

H. 
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Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Abriss  der  Arithmetik  aud  Algebra.  Von  Dr.  A.  Täschner, 
Lehrer  der  Mathematik  am  Gymnasium  zu  St.  Maria -Magdalena  in 
Breslau.  Erster  Theil:  Die  7  algebraischen  Operationen  und  die 
Oleichnngen  ersten  Grades.    Breslau  1874.    Albert  Clar.    61  S. 

Wenn  wir  die  Bezeichnung  als  Abriss  im  Sinne  einer  kurzen, 
alle  entbehrliche  Ausführlichkeit  meidenden  Darstellung  nehmen  dür- 
fen, so  hat  die  schoji  hierdurch  motivirte  Kürze  auch  manchen  metho- 
dischen Vorzug  xnr  Folge  gehabt,  indem  sieh  in  der  Ausführung  nur 
der  Grundsatz  betätigt,  das  sachlich  Einfache  auch  formell  einfach 
vorzutragen,  um  nicht  den  Anschein  einer  Schwierigkeit  hervor- 
zubringen, wo  im  Grunde  keine  vorhanden  ist.  Der  Lehrgang  ist 
ein  rein  arithmetischer;  er  beginnt  mit  der  absoluten  ganzen  Zahl 
und  leitet  die  Begriffe  der  negativen,  gebrochenen  und  irrationalen 
Zahl  aus  den  Operationen  ab ;  die  Vorzeichen  sind  Operationszeichen 
In  diesen  Punkten  ist  das  Kurze  und  Einfache  zugleich  das  Correcte. 
Zum  Teil  aber  ist  die  Kürze  nichts  weiter  als  Unvollständigkeit:  not- 
wendige Lehren  sind  geradezu  vergessen  worden.  Es  wird  durchw^ 
verschwiegen,  dass  Buchstaben  auch  negative,  gebrochene  und  irra- 
tionale Zahlen  bezeichnen  können;  in  der  ganzen  Operationslehre 
vertreten  sie  nur  ganze  absolute  Zahlen,  —a  ist  immer  negativ,  ein 

h 
Bruch  ist  nie  anders  als  in  der  Form  -  geschrieben;  bei  den  Glei- 
chungen muss  plötzlich  eine  Grösse,  deren  Form  man  nicht  kennt, 
durch  einen  Buchstaben  bezeichnet  werden;  ohne  dass  der  Schüler 
etwas  merkt,  hat  nun  derselbe  einen  andern  Sinn.  Freilich  würde 
es  dem  Verfasser  etwas  unbequem  gewesen  sein,  auf  die  Complica- 
tionen  der  expliciten  und  impliciten  Vorzeichen  einzugehen.  Er  hat 
es,  wie  dies  beim  Unterricht  nicht  selten  vorkommt,  dem  Schüler 
leicht  gemacht,  dasjenige  nicht  zu  lernen,  was  er  später  braucht; 
und  diesem  ist  gewöhnlich  die  Einbildung  alles  begriffen  zu  haben 
lieber,  als  ihm  die  Belehrung  vielleicht  gewesen  sein  würde.  Schwerer 
ist  es  zu  begreifen,  wie  die  ganze  Lehre  von  der  Addition,  Multi- 
plication  und  Division  der  Brüche  hat  wegbleiben  können.  Neben 
diesem  Mangel  sind  andere,  damit  in  Beziehung  stehende,  die  un- 
genügende Erklärung  eines  Bruchs,  die  einseitige  Darlegung  der  alge- 
braischen Division,  u.  s.  w.  kaum  erwähnungswert.  Da  indes  alles, 
was  noch  fehlt,  blosse  Ergänzung,  nicht  gerade  Umarbeitung  fordert, 
so  war  es  möglich,  der  Leistung  auch  in  vorliegender  Gestalt  eine 
billigende  Beurteilung  zuteil  werden  zu  lassen. 

H. 
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Leitfaden  der  Arithmetik  nebst  Uebuügsbeispielen.  Von  Adolf  i| 
Siukonbei'ger,  k.  Stuilicnlohrur  am  LudwigH-Gjmnaginni  in  Hflu-  j 
cheu.    Müncliön  1Ö75.     Theodor  Ackermann.     162  S.  ' 

Das  Blich  ist  ein  Leitfaden  für  den  Rechenuuterriuht;  es  ist 
mcht  tma  Icleiusten  Teil  für  wisaouscLaftlicbe  Ausbildung  eingerichtet, 
worauf  wenigstens  nach  nnserm  Gebrauch  das  Wort  Arithmetik  hin-  I 
dent4!n  könnte;  vielmehr  verfolgt  es  i»  klarer  und  entschiedener  Weise  i 
den  ausschliesslichen  Zweck  des  Terständnisses  und  der  Uebung  des 
bürgerlichen  Rechnens.  Nirgends  strobt  es  die  Allgemeinheit  an, 
sondern  gebrauclkt  dieselbe  nur,  soweit  sie  wirklich  die  Dentlicbkdt  \ 
fördert.  Wie  in  diesem  Punkte,  in  welchem  es  das  Mass  der  gewöhn- 
lichen Bechcnhücher  überschreitet,  giobt  sich  auch  im  ganzen  eine 
höhere  Auffassung  der  Autgahe  des  Reche nuuterrichts  zu  erkennen. 
Derselbe  ist  hier  durch  den  sorgfältigen,  esacteu  Ausdruck  in  allen 
Begriffserklärungen  und  Anordnungen  mit  der  Wissenschaft  in  vollen 
Einklang  gesetzt,  was  auf  die  Klarheit  des  Verständnisses  vom  besten  ' 
Einfluas  sein  muss;  es  beteiligt  sich  demnach  nicht  au  der  oft  ge- 
borten Ansicht,  welche  bei  Verzicbtleistuug  auf  wissenschaftlicben 
ZwecJ;  oft  ungenauer  Fassung  um  der  Bequemlichkeit  und  Gewohn- 
heit willen  den  Vorzug  giebt.  Einige  leicht  zu  verhesserndü  Aus- 
iiabmen  seien  jodoch  erwähnt.  Die  Subtraction  und  Division  sind 
erat,  wie  es  sehr  zu  billigen  ist,  als  inverse  Ecchnungen  erklärt, 
werden  aber  dann,  statt  inverse,  indirccto  Rechnungen  genannt  Dies 
beruht  anf  einer  Verwechselung:  nicht  die  Rechnung,  sundern  die 
Erklärung 3 methodo  ist  indireet,  und  letzteres  geht  die  Schüler  nichts 
an.  Ferner  ist  von  Abkürzung  der  Decimalbrüche ,  sogar  von  un- 
endlichen und  periodischen  Oocimalbriichcn  die  Rede,  ehe  noch  ii^ud 
etwaa  über  annühernde  Berechnung  gesagt  ist,  ohne  welche  jenes  alles 
offenbar  keinen  Sinn  hat;  erst  später  kommt  eine  beiläulige  Bemer- 
kung über  Amiähorung,  als  oh  sie  nicht  notwendig  dazu  gehörte. 
DrittcLis  ist  erst  die  Lehre  Über  gemeinsame  Vielfache  vorgetragen 
(wobei  man  freilieh  die  Darlegung  dos  Algorithmus  vermisst);  nachher 
wird  aber  bei  Addition  der  BrücJie  kein  Gebrauch  davon  gemacht; 
wie  der  Schüler  verfahren  soll,  ist  gar  nicht  angegeben.  Zu  diesen 
Ausnahmen  incorrecter  Abfassung  soll  nicht  gezählt  worden  der  Um- 
stand, dass  nicht  nur  in  den  Uebnngsbciapideu ,  saudern  auch  sonst 
nnzäbligd  der  Erklärung  bedürftige  Dinge  bloss  mit  tecluiischom  Na- 
men genannt  sind;  es  bleibt  dem  Lehrer  überlassen,  das  Nötige  hin- 
zuzufügen. Nnr  ist  zu  ei-wtlhuen,  dass  die  Flächen-  und  Kürper- 
bcrechnung,  wenn  aucli  ohne  Beweist^,  crlüutert  ist.  H. 

Anfangsgründe  der  Mechanik  fester  Körper  mit  vielen  Uebnugs- 
au^aben  zum  Schulgebrauche  an  Gymnasien  und  technischen  Lehr- 


i 
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anstalten.  Von  Dr.  Joh.  Chr.  Walberer,  Professor  am  königl. 
Gymnasium  zu  MQnnerstadt.  Zweite,  vermehrte  und  verbesserte  Auf- 
lage.   München  1874.    Theodor  Ackermann.    166  S. 

Im  Vergleich  mit  unzähligen  Schulbüchern,  welche  die  Mechanik 
teils  in  einem  besondern  Abschnitt,  teils  ausschliesslich  behandeln, 
ist  es  eine  Auszeichnung,  dass  man  von  dem  vorliegenden  sagen  kann, 
dass  es  die  Grundbegriffe  der  Mechanik  in  correcter  Fassung  giebt 
Denn  obwol  in  neuerer  Zeit  die  meisten  sich  nicht  mehr  so  dreist 
wie  früher  dem  Tadel  grober  Unrichtigkeiten  aussetzen,  so  lehnt  sich 
doch  gewöhnlich  die  Methode  noch  sehr  an  unklare  vulgäre  Vorstel- 
lungen an,  während  die  Grundprincipicu  als  accidentelle  Sätze  in 
Schatten  gestellt  werden.  Das  gegenwärtige  Lehrbuch  beginnt  so- 
gleich mit  dei^enigen  Sätzen,  welche  die  richtigen  scheidenden  Ge- 
sichtspunkte in  voller  Einfachheit  enthüllen.  Im  übrigen  ist  es  jedoch 
nicht  frei  von  Fehlern.  Im  Beweise  für  das  Parallelogramm  der  Kräfte 
verlegt  der  Verfasser  wiederholt,  im  Widerspruch  mit  dem  richtig 
aufgestellten  Satze,  den  Angiiff  in  Punkte  ausserhalb  der  Richtungs- 
linie.  Der  Beweis  ist  darum  falsch,  eine  mögliche  Berichtigung  nicht 
wol  abzusehen.  Auch  steht  der  Satz  au  der  unrichtigen  Stelle,  näm- 
lich bei  den  starren  Systemen,  mit  denen  er  nichts  zu  tun  hat.  Un- 
richtig und  irreleitend  ausgedrückt  ist  die  Behauptung  (S.  2.),  aus 
einer  Kraft  müsse  immer  als  Wirkung  eine  geradlinige  Bewegung 
erfolgen,  „wenn  nicht  andere  Kräfte  zugleich  tätig  seien"  —  was  sich 
sofort  dadurch  widerlegt,  dass  die  auf  einen  Puukt  wirkenden  Kräfte 
sich  immer  zu  einer  zusammensetzen.  Hier  war  die  correcte  Fassung 
um  so  wichtiger  wegen  des  vulgären  Irrtums,  dass  die  Wurf-  und 
Centralbewegung  mehr  als  eine  Kraft  erforderten.  Unrichtig  ist  es 
femer  (S.  3.),  dass  die  Statik  den  Fall  der  Ruhe  untersuchte;  doch 
folgt  hier  gleich  nachher  das  richtige  Wort.  Femer  wird  statisches 
Moment  erklärt  (S.  25.)  in  Bezug  auf  einen  Punkt,  eine  Gerade  und 
eine  Ebene,  als  wenn  es  3  verschiedene  Bogriffe  wären.  Die  beiden 
letztem  sind  nur  überbestimmt.  Geschwindigkeit  ist  nur  als  constantc 
erklärt,  gleich  nachher  aber  bei  Erklärung  der  Beschleunigung  der 
Sinn  der  variabeln  als  bekannt  vorausgesetzt.  Soviel  über  die  Fehler. 
Die  Statik  ist  im  wesentlichen  theoretisch  vollständig,  die  einfachen 
praktischen  Uebertragungsmittel  sind  gleichfalls  behandelt.  Die  Dyna- 
mik beschränkt  sich  auf  diejenigen  Fälle,  welche  sich  mit  Hülfe  der 
Schulmathematik  wirklich  lösen  lassen.  Dass  sie  sich,  wie  angegeben 
wird,  auf  constante  Beschleunigung  beschränkte,  trifft,  unter  andern 
beim  Pendel,  nicht  zu.  Die  Aufgaben  bestehen  in  numerischen  Datis 
zu  den  nach  jeder  Seite  hin  aufzulösenden,  im  Lehrbuch  enthaltenen 
Relationen. 

H. 
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SammluDg  der  wichtigsten  Sätzr^  aus  der  Arithmetik  und  AlgebraJ 
Zum  Gubraucli  an  höheren  Lehranstalten  zusämniciigeBletlt  vom 
Friodrich  Ilofmann,  Professor  der  Mathematik  am  k.  Gymnasinni 
zn  liayrrnth.  Dritte,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  BafTcatk 
1072.    Heinrich  Grau.    36  S. 

Aufgaben  aus  der  niedern  Arithmetik.     Zum  Gebrauch  in  defl 
iiati'm   Klaaaen   höherer  Liihrau stalten   bearbeitet  von   FriodricÖ 
Uofmann,  Professor  der  Mathematik  am  k.  Gymnasium  xu  Bay-J 
rauth.    Dritte,  mit  Rücksicht  auf  das  neue  Maas-  nnd  MüDz-Syatcma 
umgearbeitete  Auflage.    Dayrenth  1Ö74.    Heinrich  Grau.    123  8, 

Beide  Bticlicr  simi  Ergänzungen  zu  der,  .im  217.  litt.  Der.  S.  3:1 
bosprocliciicii,  Siiinmluug  von  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und  Äl-^ 
gebra  desselben   Verfassers.     Das   erstero   enthält   diqenigcn  Sät» 
welche  durch  die  Aufgabeu  eiugenbt  werden  aollen,  einfach  in  Bcih^ 
gestellt     Das   letztere   soll  für  die  niedern  Clasaeu   der  Gymnasiolfl 
dieselbe  Bestimmung  baben,  welche  die  genannte  Aufgaben aammtun^fl 
für  die  höheren  erfllUt.    Ea  besteht  aus  5  Abteilungen,  welche  einzeln 
behaudeln  unbeuannto,  einfach  benannte,  mehrfach  benannte  ganzti 
Zahlen,  unbcnaunte  gemeine  nnd  Deeim albräche.    Die  erste  Abteilung 
Übt  besonders  die  Auflösung  der  EJamtnern.  ~ 


Arithmetik,  Algebra  and  reine  Analysis. 

Lelifbuch   der   Determinaatcutheoric   für  Stndirende.     Von  Dr3 
nund  Günther,  Priratdoccnt  am  k gl.  Polytechnikum  zu  Mttnr 
eben.     Erlangen  1875.    Eduard  Besold.    236  S. 

Um  die  anagcapro ebene  Bestimmung  des  Buches  für  Studjrende, 
BezL'icliuuug  die  im  Grunde  von  jeder  wiasenscbaftlichon  Dar- 
legnnjc  eines  bekannten  Themas  gelten  müsste,  näher  zu  erläutern, , 
80  hat  der  Verfasser  das  Mögliche  getan,  das  Sclbatatndium  des  Gegen-« 
Standes  zu  cricichtern  und  dadurch  die  Kcnntniss  der  Theorie  zu  diaf^ 
allgemeinen   und  schon  in  den  ersten  Semestern  zu  erreichenden  zi£j 
machen.    Die  Anordnung  ist  eine  sachlirb  aystematiache,  unbeeinfluBst 
durch  den  Dednctionsconnex.    Letzterer  ist  kein  auagedohnfer,  knnst-fl 
voll  verwebter;   vielmehr   sind   die  Sätze   zum  grösstcn  Teil  durcbl 
directe  Betrachtung  bewiesen.    Da  Vollstäudigkeit  in  Aufstellung  doa.l 
Lchrstoifa  nach    gegenwärtigem  l^tandpunkt  ins  Auge  gefasst  ist,  dul 
mithin  ilas  Vorzutragende  historisch  aus  den  succosaivenEntdecknngettn 
zufloas,  30  lag  es  in  der  Natur  der  Sache,  dass  der  organische  Kern 
der  Theorie  eine  Reihe  einzelner  Theoreme  im  Gefolge  haben  muaste, 
Zeit  als  zufällige  Beigabe  und  ohne  slchUicbo  Verbindung 
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auftreten.  Der  Verfasser  hat  es  verstanden,  dnrch  die  Menge  des 
Acddentellen  die  Hauptsache  nicht  in  Schatten  stellen  zu  lassen, 
woxn  vor  allem  die  einfache,  allgemeine,  weitgreifende  Schlnssföhig- 
keit  der  Determinantenlehre  gehört  Die  Einteilung  des  Stoffes  ist 
im  ganzen  gut  gewählt  und  zur  Ucbersicht  vortrefflich  geeignet 
Nach  der  Geschichte  der  Determinantenrechnung  folgen  zuerst  2  Ca- 
pitel  Aber  allgemeine  Eigenschaften  der  Determinaten  und  über  Deter- 
minanten von  besonderer  Form.  Zu  den  letztem  gehören  das  Diffe- 
renzenprodnct,  die  Determinanten  adjungirter  Systeme,  die  symme- 
trischen, die  orthosymmetrischen  und  die  symmetralen  Determinanten 
und  die  Halb-Determinanten.  Die  Sonderung  der  betreffenden  Sätze 
von  der  allgemeinen  Theorie,  welche  nicht  in  allen  Bearbeitungen 
beobachtet  worden  ist,  ist  sehr  zu  billigen.  Das  folgende  Capitel 
Aber  kubische  Determinanten  ist  kein  Glied  der  Theorie,  auch  keine 
Anwendung,  sondern  bloss  ein  Anfang  einer  Erweiterung,  und  hätte 
demnach  wol  am  Schluss  des  Ganzen  stehen  sollen.  Das  5.  Capitel 
Aber  die  Eliminationsproblemo  schliesst  sich  der  Sache  nach  an  das 
2te  an,  lässt  sich  sogar  mit  demselben  methodisch  unter  dem  Ge- 
sichtspunkt der  Reciprocität  auffassen.  Aus  der  Theorie  der  Glei- 
chungssysteme ergeben  sich  manche  elegante  Beweise  für  Deter- 
minanteusätze,  u.  a.  für  die  Multiplicaton  und  Potenzirung  der 
Determinanten.  Da  jedoch  eine  vorzeitige  Benutzung  dieser  Reci- 
procität dem  Anfänger  das  Erlernen  sehr  erschweren  würde,  so  war 
die  Trennung  der  Capitel  gewiss  gerechtfertigt;  jedenfalls  v/ar  der 
geeignete  Platz  für  die  Gleichungen  unmittelbar  nach  dem  2tcn  Capitel. 
Es  folgen  nun  noch  3  Capitel,  welche  Anwendungen  enthalten,  näm- 
lich auf  Ketteubrüche,  auf  Geometrie,  auf  Transformation  der  Inte- 
grale (Functionsdeterminanten).  Hierin  musste  Auswahl  stattfinden, 
da  das  Bereich  unbegrenzt  ist.  Namentlich  ist  von  geometrischen 
Anwendungen  nur  eine  kleine  Anzahl  aufgenommen.  Das  letzte  Capitel 
handelt  von  den  linearen  Substitutionen.  H. 

In  meinem  „Lehrbuch  der  Detcrminantentheoric "  sind  ausser 
dön  im  Drucke  angegebenen  Unrichtigkeiten  noch  folgende  zu  ver- 
bessern : 

S.  7.  Z.  4    V.  0.  nach  Zähler  ergänze:  und  Nenner. 

S.  8.  Z.  11  V.  0.  st.  §.2  1.  3. 

S.  12.  Z.  12  V.  u.  1.  permutirt 

S.  17.  Z,  11  V.  U.  st.  ahcd  1.  ahdc. 

S.  42.    Z.  11  V.  0.  St.  Zahlen  1.  Zeilen. 

S.  52.    Z.  16  V.  u.  St.  Weyrauch  1.  Weihrauch. 

S.  89. .  Z.  4    V.  u.  ist  Factor  (m — p)  zu  streichen. 

S.  113.  Z.  11  V.  u.  St.  Axen  1.  Axen-Ebenen. 
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S.   118.   Z.   12  V.   0.  I 


I  heisseu:   für  sich  r, 


S.  123.  2.  3 


,  n.  st 


die  dritte  etc. 
"  1.  t. 


S.  163.  Z.  17  V.  0.  Bt.  Ab^  1-  -^M«!- 
S.  153.  Z.  21  V.  0.  St.  A„-nx^  1.  ^„-iiir,. 
S,  196.  2.  6    V.  o.  fehlt  vor  b  die  Klammer. 
S.  210.  Z.  3     V.  o.  8t.  ps+gs+l  1.  (pä-|-2«-j-l)J. 
8.  214.  Z.  8    V.  0.  St.  rf/  1.  rfV. 
Durch    diese   Vcrbcssemngen    wird    hoffentlich    an  nähernd   voll- 
etäadige  Corrocth^it  hergestellt  sein.  S.  Güiithof. 


Uei)er  Ketteubrücho  höherer  Ordnung.  Von  E.  Fürstenau, 
Programm  dos  kgl.  Realgymnasiuras  zu  Wiesbaden  1872, 

Der  Verfasser,  welcher  sich  in  dej  mathematischen  Welt  durch 
seine  schöne  Methode  zur  Auflösung  literaler  Gleichungen  höherer 
Grade  bereits  auf  das  Vorteilt aftosto  bekannt  gemacht  hat,  liefert 
hier  eine  interessante  Abhandlung  aber  eigentümliche  neue  Gebilde 
der  Analysia,  welche  er  mit  dem  Namen  der  „höherou  Kettenbrüche" 
boI(^,  An  sich  ist  dieser  Titel  nicht  ganz  entsiirecheud,  denn  offen- 
bar könnte  man  anf  diese  Bezeicbnang  auch  gewisse  andre  Forntelt 
Anspruch  machen  lassen.  So  kann  man  mit  vollem  Rechte  sagen) 
die  Methode,  mit  welcher  Roidt  (Sehlömilch's  Zeitschrift,  17.  Jahrg.) 
den  irrrducibion  Fall  löst  und  die  sich  leicht  auch  auf  andre  trino- 
mist:he  Gleichungen  ausdehnen  licsae,  bedient  sich  höherer  Ketten- 
brOche;  es  ist  nach  ihm,  für 


3  =px-l-3, 
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W  Aach  Stern  hat  in  seiner  Schrift  „Theorie  der  Eettenbrttche  und 
I  ihre  Anwendung"  diese  Formen  in  Betracht  gezogen.  Andrerseits 
I  könnte  man,  entsprechend  der  indepcndenten  Darstellung  eines  Ketten- 
bruches durch  Determinanten,  den  Quotientfin  zweier  nach  Giuem 
analogen  Gesetze  gebildeten  cubischun  Determinanten  herstellen  und 
darunter  einen  Kettenbruch  von  höherer  Ordnung  (besser  wohl  ge- 
sagt: von  höherem  Range)  verstehen.  Als  Beispiel  eines  solchen 
„cnbisclien"  Kettenbrnches,  welcher  bisher  noch  gar  nicht  nnlersucbt 
worden  zu  sein  scheint,  möge  nachstehender  Quotient  dienen; 
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Schliesslich  könnte  man  aach  vcrsncht  sein,  sich  anter  Ketteubrachen 
höherer  Ordnung  jene  eigentümlichen  Bildnngen  zu  denken,  welche 
Jacobi  als  „kettenbruchähnliche  Algorithmen"  in  die  Analysis  ein- 
geführt hat.  Hiermit  sind  wir  denn  auch  auf  das  eigentliche  Thema 
des  Herrn  Fürstenau  gekommen;  seine  Untersuchung  knüpft  un- 
mittelbar an  die  erwähnte  Arbeit  Jacobi's  an,  wie  sie  aus  seinen 
Papieren  im  69.  Bande  des  Borchardt'schen  Joumales  mitgeteilt  wurde. 

Jacobi's  Grundgedanke  in  dieser  posthumen  Schrift  ist  bekannt- 
lich kein  andrer,  als  eine  Erweiterung  einer  Reihe  von  Eni  er  zuerst 
gefundener  Sätze  zu  geben.    Derselbe  hatte  bemerkt  und  in  mehreren 
Aufsätzen  der  Acta  Petropolitana  nachgewiesen,  dass  ein  System  tri- 
nomischer  recurrirender  Gleichungen   mit   den  Kettenbrüchen   aufs 
innigste  verwandt  sei,  insoferne  jeder  Quotient  zweier  aufeinander- 
folgender Unbekannter  sich  unmittelbar  als  solcher  schreiben  lässt 
Es  lag  nun  nahe,  die  Fragestellung  auf  polynomische  Gleichungen 
auszudehnen  und,  als  ersten  Schritt  hierzu,  zu  untersuchen,  wie  sich 
die  Sache  gestaltet,  wenn  jede  neue  Unbekannte  linear  aus  drei,  statt 
wie  bisher  aus  zwei,  vorhergehenden  zusammengesetzt  ist.    Jacobi 
hat  diese  Frage  eingehend  erörtert  und  von  dem  dabei  sich  ergeben- 
den Analogen  der  gewöhnlichen  Kettenbrüche  eine  Reihe  interessanter 
Eigenschaften  aufgedeckt,  er  hat  jedoch  auf  eine  explicite  Darstellung 
dieses  Analogons  verzichtet.    Dies  und  der  Umstand,  dass  sich  der 
grosse  Meister  des  Determinantencalculs  dieses  gerade  in  unserem 
Falle  so  überaus  förderlichen  Hülfsmittels  gänzlich  entschlug,  machen 
M  uns  wahrscheinlich,  dass  derselbe  seine  Abhandlung,  soweit  sie  uns 
jelit  vorliegt,  noch  durchaus  nicht  für  endgültig  abgeschlossen  ansah. 
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Der  Ideengang  des  Verfassers  konnte  mit  Bücksicht  auf  das  Ge- 
sagte ein  dreifacher  sein.  Es  konnte  die  Untersuchung  Jacobi's 
in  gleicher  Weise,  nur  mit  Hülfe  der  Determinanten,  nochmals  geführt 
iiverden;  man  konnte  aber  auch,  ganz  unabhängig  hiervon,  allgemein 
den  Quotienten  solcher  Determinanten  hinstellen,  welche  mit  Aus- 
nahme einer  willkürlichen  Anzahl  von  einer  Diagonale  parallel  lau- 
fenden Serien  durch  Nullen  gebildet  sind,  und  konnte  dann  zusehen, 
in  welchem  Gonnex  diese  „Kettenbruchdeterminanten  im  allgemeinen 
Sinn"  mit  Jacobi's  Algorithmen  stehen.  Und  drittens  war  es  mög- 
lich, den  Begriff  des  gewöhnlichen  Kettenbruchs  dadurch  zu  verall- 
gemeinem, dass  man  jeden  einzelnen  Teilnenner  und  Teilzählor  wieder 
als  Kettenbruch  ansah  und  nun  die  Beziehungen  zu  den  erwähnten 
Determinanten-Quotienten  und  den  ketteubruchähnlichen  Algorithmen 
aufsuchte.  Dieser  dritte  Weg,  welcher  offenbar  zugleich  der  iustruc- 
tivste  ist,  vnirdo  von  Herrn  Fürstenau  eingeschlagen. 

Durch  wirkliche  Ausführung  der  in  der  folgenden  Doppelreihe 
angedeuteten  Substitutionen 


yo 

^+.;' 

Vi 

^2 

a2+"^ 

^0 

let 

man 

^1 

^2 

iC2 

**+.a' 

VS  =  ^3  + 


X 


X 


3 


=  *3+: 


_4 
1 


2^4 


yo==«o+ 


*1  + 

1 

1 

«2  + 

^3  + 
«3  + 

1  + 

1    +... 

«5  +  .  .  . 

«4  + 

Ä5  +  ... 
«5  +  .  .  . 

h,+ 

1    +...I 

«5  +  .  .  . 

«4  + 

ft5  +  ... 

«5  4- .  .  . 

%  + 

^2  + 

1 

«3  + 

h  + 

1    +... 

«6  +  •  •  • 

«4  + 

^5  +  ... 

«öH-..- 

«2  + 

*3  + 

1 

«4  + 

^5+... 

«5  +  .  •  . 

«3  + 

h  + 

1 

«5  +  .  .  . 

«4  + 

*6  +  ... 

Ö6  +  --- 
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und,  wenn  man  den  Nenner  des  durch  den  stark  aasgezogenen  Strich 
charakti'risirten  Bruches  mit  N  bezeichnet, 

Unter  einem  ersten,  zweiten  .  .  .  j)tcn  Näherungswert  wird  man 
die  Gcsammtheit  alles  desjenigen  zu  verstehen  haben,  was  durch  einen 
in  der  angegebenen  Weise  von  der  Linken  zur  Rechten  gezählten 
ersten,  zweiten  .  .  .  pten  Verticalstrich  abgeschnitten  wird,  so  dass 
für  die  Grösse  ^o  sich  die  successiven  Näherungswerte 

1 

h.  -j 


h  + 


«0 


-+^. 


«1  + 


«2 

h 

«8 


«8  + 


«0  + 


«1  + 


«3 


ergeben,  und  entsprechende  Ausdrücke  auch  für  x.  Verwandelt  man 
diese  Nähorungswerto  in  gewöhnliche  (unechte)  Brüche,  so  ergeben 
sich  für  xq  und  y©  gl^'iche  Näherungsnenner,  so  dass  man  allgemein 
die  pton  Näherungswerte  von  xq  und  i/q  gleich 


Np'       Np 

setzen  kann.    Für  diese  drei  Ausdrücke  gilt  alsdann  das  Bildungs- 
gesetz : 

(z,  y, N)p+i=z  ap+i(x,  r, N)p+bp^i{x,  r, iv)p-i+(x,  r,  Wp>2, 

das  heisst,  jeder  dieser  Ausdrücke  ist  linear  aus  den  drei  unmittelbar 
vorhergehenden  derselben  Art  zusammengesetzt. 

Die  so  entstandenen  recurrirenden  Gleichungen,  welche  ersichtlich 
mit  denen,  von  welchen  Jacobi  ausgeht,  vollkommen  identisch  sind, 
werden  nun  mit  Hülfe  der  Determinanten  aufgelöst,  und  es  linden 
sich  für  -Y,  y,  iY  independente,  den  gewöhnlichen  Kettenbruchdeter- 
minanteu  entsprechende  Ausdrücke,  z.  B.  ist 
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Dem  bekannten  Fondamentalsatz  der  gewöhnlichen  Eettenbrüche, 


dem  zufolge,  wenn  -^  der  ptQ  Näherangsbruch  eines  solchen  ist,  die 

Belation 

Qp+i  Qp 

stattfindet,  entspricht  hier  die  Identität 


=  +  1 


Fp+i   Yp  Yp-i 

-Xp+i  Xp  Xp—i    =  1. 

^P+i  ^p  ^P-i 

Bis  hierher  hat  sich  Herr  Fürstenau  ausschliesslich  mit  den 
Kettenbrüchen  der  zweiten  Ordnung  beschäftigt;  nunmehr  fasst  er  das 
Problem  in  erweitertem  Sinne  auf.  Stellen  wir  die  von  ihm  gewon- 
nenen Resultate  übersichtlich  zusammen,  so  können  wir  sagen: 

Suchen  wir  ganz  allgemein  n  Grössen  a*_i,  x^  .  .  .  a-n 
als  Brüche  der  Form 


Xi 


N 


N 


zu  bestimmen,  so  kann  jeder  solche  Bruch  als  Ketten- 
bruch der  (n  —  l)ten  Ordnung  geschrieben  werden.  Die 
^ten  Näherungswerte  dieser  Kettenbrüche  werden  die 
Formen 


JP«a)      X,(2) 


N« 


No 


Nn 


besitzen,  und  es  wird,  wenn  a^}^)  ...  ai(»»+i),  a^^^^  ...  a«(**+^) 
...  flf«+i^^^  ...  an+i(**+^)  die  in  den  Kettenbruch  eingegange- 
nen Grössen  sind,  ganz  allgemein 

Np     =^ai(P)Np-i    +a^(P)Np^2    +. .  .+an+i^^ Np^n-i 

sein.  Die  Grössen  X  und  N  werden  durch  die  stets  exi- 
stirende  Gleichung 


Xpd)  JPp-ld)  Xp-2^^)  .  .  .  Xp^n-l^l^ 
Xp(2)  Xp-l(2)  X|,-2<2)  .  .  .  Xp-.n-l<2) 
-XpW   Zp_l(8)  Xp-2^^)   .   .   .  Xp^n-l^^i 

jrp(»»)  -Yp-lW  Xp-2^^)  .   .  .  Xp^„^l(^) 

Np      Np^i     Np^2     .  .  .  iVp-»-i 
in  Beziehung  zu  einander  gesetzt. 


=  (__l)p(n-l) 
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Soweit  ist  allerdings  unser  Verfasser  nicht  völlig  gojrangen-,  es 
war  jedoch  leicht,  aus  seinen  Betrachtungen  dieses  elegante  Resultat 
iuductorisch  zu  erhalten. 

Im  zweiten  Paragraph  wird  gezeigt,  dass  und  wie  die  reellen 
Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  vom  /iten  Grade  in  periodische 
Kettc^nbrüche  von  ntcr  Ordnung  verwandelt  werden  können.  ImÄn- 
schluss  hieran  wird  dann  in  §  3.  die  für  die  praktische  Anwendung 
wichtige  Frage  discutirt,  wie  das  Mass  der  Annäherung  zwischen  den 
einzelnen  Näheruugsbrüchen  und  dem  wahren  Werte  zu  bestimmen 
sei.  In  der  Weise,  wie  dies  bei  den  gewöhnlichen  Kettenbrächen 
geschieht,  ist  es  im  allgemeinen  Falle  nicht  möglich;  der  Verfasser 
weiss  jedoch  durch  eine  elegante  Determinantonbetrachtung  auch  hier 
zum  Ziele  zu  gelangen,  indem  er  in  §  4.  zuerst  vorbereitend  die 
Kettenbriiche  der  zweiten  und  im  nächsten  diejenigen  von  noch  höherer 
Ordnung  behandelt.  Der  Hauptpunkt,  auf  welchen  es  hierbei  ankam, 
nämlich  die  Einschränkung  des  wahren  Wertes  zwischen  zwei  un- 
mittelbar aufeinanderfolgenden  Näherungswerten,  hätte  ungleich  kürzer 
erledigt  werden  können,  wenn  Herr  Fürsten  au  einen  vom  Ref.  auf- 
gestellten Lehrsatz  zu  Grunde  gelegt  hätte  (diese  Zeitschrift,  55.  Teil 
S.  397.).  Aus  demselben  geht  nämlich  hervor,  dass  unter  einer  ge- 
wissen Bedingung  jeder  Determinanten  -  Quotient  einem  gewöhnlichen 
Eettenbruche  nicht  bloss  gleich,  sondern  auch  äquivalent  sei,  wenn 
wir  dieses  Wort  in  dem  von  Seidel,  allerdings  bei  einer  andren 
Gelegenheit,  eingeführten  Sinne  gebrauchen.  Diese  Bedingung  ist 
aber  bei  den  einen  höheren  Kettenbruch  repräsentirenden  Determi- 
nanten-Quotienten von  selbst  gegeben,  und  es  ergiebt  sich  sofort  die 
angedeutete  Beziehung,  wie  wir  an  einem  andren  Orte  (Math.  Anna- 
len,  7.  Band.  S.  267.)  ausführlicher  dargetan  haben. 

Die  hier  charakterisirten  Betrachtungen  über  die  Periodicität  der 
höheren  Kettenbrüchc  —  beiläufig  bemerkt,  finden  durch  dieselben 
auch  die  von  Bach  mann  in  Borchardt's  Journal  angestellten  Unter- 
suchungen ihren  Abschluss  —  scheinen  uns  auch  noch  eine  weitere 
Frage  zu  provociren,  welche  erschöpfend  zu  beantworten  wohl  niemand 
so  geeignet  sein  dürfte,  wie  der  Herr  Verfasser  vorliegender  Abhand- 
lung. Für  die  Wurzeln  quadratischer  Gleichungen  existirt  bekanntlich 
eine  doppelte  Kettenbruchentwickelung,  die  von  Lagrange  entdeckte 
der  Form 


>^^=«>+i+...+^- 


«2  + 


und  die  bereits  aus  griechischer  Zeit  herstammende 
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i  der  ersteren  ist  das  Fortsclireituugsgesetz  ein  complicirtereB 
Bgen  sind  alle  Teilzäbler  =  1 ,  bei  der  zweiten  ist  ersteres  a(fl 
1  wie  möglich,  der  Eettenbruch  selbst  aber  besitzt , nicht  mein*) 
jducirtü  Form.    Offenbar  besteht  eine  Doppel-Entwickelnng  anch 
■  unsere  Algorithmen.    Die  vom   Verfasser  angewandte  Methode 
t  ganz   allgemein  auf  eine  dorn  ersten  Fall  entsprechende  Form, 
ffie  zweite  würde  man  L ingeleitet  werden,  wenn  man  die  (kleinste 
n)  Würze!   einer  Gleichung  nten  Grades   nach   der  von  Herrn 
IStenau   selbst  in   seiuer   bekauuten   Schrift  „Darstellung   der 
1  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen"  gegebenen  Vorschrift  als  j 
Jenten  zweier  nnondlicher  ortboaymmetrischer  Determinanten 


0.1-I     1 


tttckeu  würde.  Es  würde  hierzu  bloss  erforderlicli  aeia,  äämml 
I  in  den  Entwickelnngsschematen  auftretenden  Einheiten  durch> 
Ih'Iiche  Grössen  zu  ersotzeu.  Möchte  es  dem  Ilerru  Verfasser 
,  in  diesem  Sinne  seine  Leistung  zu  ergänzen  nnd  den  ange- 
1  Zusammenhang  zwischen  seiuer  frtibereu  Methode  und  den 
jnbmch ähnlichen  Algoritimon  iu's  Licht  zu  setzen. 

FlS  5.  bringt  eine  Reihe  instructiver  Beispiele  zur  Erlänterung  dej 
Hgotragenou  Lehren.  Dabei  wollen  wir  nicht  nntcrlasaen  zu  er- 
wälmen,  dass  nun  gewisse  Methoden  eine  neue  Seite  darbieten,  welche 
man  vorgeschlagen  hat,  um  höhere  Irrationale  mit  Hülfe  gewöhnlicher 
Kettonbrücho  näherungs weise  berechnen  zu  können.  Führt  man  dieso 
Berechnung  durch  (vergl.  hierüber  beispielsweise  die  Aufsätze 
Seeling  und  Grebo  im  8.  und  10.  Bande  von  Grunert'a  Archiv) 
nnd  verwandelt  den  betreffenden  hOhciLii  KuttfuLii'ucli  vermittelst  de 
vom  Bef.  mehrfach  angewandten  Zusannnenschiebung  ebenfalls  ii 
einen  gewöhnlichen,  so  besitzt  man  eine  gute  Conti'ole  zur  Sicher^! 
Stellung  beider  Berechnnngs weisen. 

Vielleicht  ist  eine  Entschuldigung  nötig,  dass  sich  das  BeferatJ 
im  Vorigen  hier  nnd  da  nicht  in  strengen  Grenzen  gehalten,  vielmehr^ 
zu  einem  kleinen  Commentar  ausgebildet  hat.    Die  äusserst  conciae 
Darstellung  des  Verfassers  wird  dies  entschuldigen,  wie  denn  auch 
feine  vorhin  erwähnte  Erstlingsschrift  von  Baltzer  im  C.Bande  der 


e 
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Schlömilch'schon  Zeitschrift  weniger  recensirt  als  vielmehr  paraphra- 
sirt  wurde.  Der  Zweck  dieser  Zeilen  ist  erreicht,  wenn  durch  die- 
selben zur  Lecture  der  Fürsten  au 'sehen  Schrift  angeregt  wird; 
insbesondere  ist  diese  all  denjenigen  Freunden  der  Analysis  zu  em- 
pfehlen, welche  nicht  allein  geistreiche  Reflexionen  und  Methoden, 
sondern  auch  Resultate  lieben  und  in  dieser  Tendenz  auch  mühsame 
Rechnungen  nicht  a  priori  verabscheuen. 

München.  S.  Günther. 


Demonstration  de  la  propri4t4  fondamentale  des  6quations  diff^- 
rentielles  unfaires.  Par  M.  P.  Mansion,  Professeur  ä  rUniversit^ 
de  Gand.    ßruxelles  1874.    F.  Haycz.    16  S. 

Die  vorliegende  Abhandlung,  ein  Auszug  aus  den  Bulletins  de 
rAcad6raie  de  Belgique,  t.  38.  n^  11.,  gibt  zwei  Beweise  für  den  Satz, 
dass  sich  jede  lineare  Differentialgleichung  ntcr  Ordnung  für  die 
Function  y  von  a?,  ohne  von  y  freien  Term,  auf  die  Form 

• 

bringen  lässt,  wo  D  die  Differentiation  nach  a;,  und  o^,  o^,  .  .  .  om 
Functionen  von  x  bezeichnen.  Zu  beiden  Beweisen  verwendet  der 
Verfasser  eine  Hülfsgieichung,  linear  (n— l)ter  Ordnung,  nur  in  ver- 
schiedener Form  entwickelt,  welche  eine  beliebige  der  gesuchten 
Functionen  a  bestimmt,  wenn  man  die  linke  Seite  der  gegebenen 
Gleichung  erst  in  der  Form 

2BTcIß(,D  —  a)y 

darstellt.  Diese  Hülfsgieichung  wird  nach  verschiedenen  Methoden 
integrirt,  und  a  durch  das  vollständige  Integral  der  Urgleichung  aus- 
gedrückt. H. 


£l4ments  de  calcul  approximatif.  Par  Charles  Ruchonnet 
(de  Lausanne).  Seconde  edition  augmentee.  1874.  Paris,  Gauthier- 
Villars.    Lausanne,  Georges  Bridel.    Zürich,  Orell  Fussli  e.  C.    65  S. 

Das  Buch  behandelt  die  Bestimmung  des  grössten  möglichea 
Fehlers  im  Resultat  der  gewöhnlichsten  abgekürzten  Decimalzahl- 
rechnungen,  der  Addition,  Multiplication ,  Poteuzirung,  Division, 
Quadrat-  und  Kubikwurzelausziehung.  Es  enthält  weder  Neues,  noch 
empfiehlt  sich  die  Darstellung  durch  einfache  Gesichtspunkte  und 
exactes  Zuwerkegchen;  im  Gegenteil  werden  Dinge,  die  eine  geringe 
Ueberlegung  von  selbst  ergiebt,  durch  weitläufige  Herleitungen  ver- 


LüleraratJier  Btrkht   CCXXVUL 


4a 


dnnkelt  Ueberdiea  läast  der  Verfasser  ganz  ansser  Acht,  dass  eine 
abgekürzte  Decimalzalil  tiur  um  die  lialbe  Einlieit  der  letzten  Ziffer 
vom  genaues  Werte  differiren  darf;  demi  er  nennt  stets  sowol  die 
uäclist  kleinere  als  nächst  gröGserc  Zahl  die  aof  soviel  Ziffern  genaue. 
Auch  dio  Schlussbcmcrknng  über  allgemeine!  Funi^tionen  enthält  nur 
Bekanntes.  11, 


Veiiiii sehte  Schriften.     Zeitschriften. 

Kouvclle  corr^spondanco  mathämatique  publica  par  Engine 
Catalan,  ancien  elövo  de  l'ecole  polytcchnique,  Docteiu- ös  sciencea, 
Professeur  ä  l'miiversil^  de  Liege,  etc.  et  Paul  Mansion,  Dueteor 
special  en  scieuceB  inath6niatic[ues,  Professeur  ä  l'univcrsite  de  Gand. 
Mona  1874.    Hector  Manceaux. 

Bieses  Jonmal  ist  Mitte  vorigen  Jahres  gegründet,  worden  mit 
der  Bestimmung,  au  die  StüIle  der  im  Jahr  1825  von  Qnetelet  gegrün- 
deten Corrcspondauce  matii^matique  et  physique  zu  treten,  welcbea 
seit  1839  uiciit  mehr  besteht.  Es  ist  als  ein  Mangel  empfuudon  n 
den,  dass  seitdem  in  Belgien  kein  Blatt  existirte,  welches  der  Ver- 
breitung mathematischer  Kenntnisse  gewidmet  wärö,  da  für  Mathe- 
matik Überhaupt  nur  die  Bulletins  und  Memoires  der  Akademie, 
dieae  aber  nur  für  wissenschaftliche  Originalarboiten  offen  waren. 
Das  gegenwärtige  Jonrnal  soll  nun  vornehmlich  für  Zwecke  des  Un- 
terrichts tätig  sein.  Es  pnblicirt  1)  Origiualartikel  über  Methoden, 
2)  Lösungen  ansgtwühlter  Aufgaben,  '6)  Analysen,  Auszüge,  Berichte, 
und  Uebersetzungen  von  Abhandlungen  oder  Werken.  In  Betreff  der 
elementaren  Artikel  soll  der  Grundsatz  aufrecht  erhalten  werden, 
dasB  dio  Methode  einen  wesentlichen  Forlsehrift  enthalten  musa, 
■Wiederholungen  mit  gleichgültiger  Abänderung  nicht  gestattet  sind. 
Unter  Aufstellung  obiger  Bedingungen  laden  ilie  IleraaBgeber  zur 
Eitiaendnng  von  Beitrügen  ein.  Das  Journal  soll  voiläufig  alle  2  Mo- 
nate in  Lieferungen  zu  b2  bis  48  Seiten  erscheinen.  Man  abonnirt 
auf  6  Lief,  für  7  fr.  50.  Aus  dem  Inhalt  der  bis  jetzt  erachienenen 
3  Lieferungen  iat  zu  ersehen,  dasa  dio  angekündigten  Auszüge  nur 
je  eiueu  beaondern  kurzen  Artikel  ausmachen.  Reichhaltiger  sind  die 
Aufgaben  und  deren  Lösungen,  welche  eine  Reihe  von  Artikeln  um- 
fassen. Den  gröasten  Teil  aber,  nehmen  die  Aufsatze  Ober  analytische 
Geometrie,  bestimmte  Integrale  und  andere  Zweige  der  höheren  Ma- 
thematik ein,  in  Bezug  auf  welche  kein  Unterschied  gegen  andere 
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mathematische  Journale  bemerkbar  ist  Den  Schloss  bilden  zwei  Ar- 
tikel 1)  die  Correspondenz,  d.  i.  Fragen  der  Einsender  beantwortet 
von  der  Bedaction,  2)  die  Bibliographie,  d.  i.  Titel  mit  Inhalts- 
angabe einzelner  Werke,  nicht  Liste  der  gesammten  Litterator. 

H. 
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